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AVANT-PROPOS A LA CINQUIÈME ÉDITION 


La cinquième édition en langue française du présent manuel 
diffère de la quatrième. 

Cette nouvelle édition, entièrement révisée et complétée, con- 
tient le matériel indispensable actuellement pòur la préparation 
mathématique des élèves des écoles techniques supérieures. Il est 
exposé de façon que les étudiants et les ingénieurs puissent aborder 
les disciplines appliquées, basées sur l'appareil mathématique. 

C'est dans ce second tome du manuel que les changements les 
plus profonds ont été introduits. 

On y a inclus deux nouveaux chapitres: le chapitre XX « Elé- 
ments de la théorie des probabilités et de la statistique mathémati- 
que » et le chapitre XXI « Matrices. Ecriture matricielle des systè- 
mes et résolution des systèmes d'équations différentielles linéaires ». 
On y utilise également l'écriture matricielle pour des résolutions 
approchées successives des systèmes d'équations différentielles 
linéaires à coefficients variables. La nécessité d'inclure ce matériel 
dans un cours de calcul différentiel et intégral pour les écoles tech- 
niques est liée au fait que l'étude des solutions des systèmes d'équa- 
tions différentielles est, dans de nombreux ouvrages d’électrotech- 
nique, de radiotechnique et d’automatique, conduite à l’aide de 

: appareil de la théorie des matrices. 

Dans le chapitre XIII, le paragraphe 31 « Notion sur la théo- 
rie de la stabilité de Liapounov » a été notablement élargi. Il est 
maintenant intitulé ainsi: « Notions sur la théorie de la stabilité 
de Liapounov. Comportement des trajectoires de l'équation diffé- 
rentielle au voisinage d'un point singulier ». Ici parallèlement à la 
considération de la stabilité des solutions des systèmes d'équations 
différentielles on étudie le comportement des trajectoires à proxi- 
mité d’un point singulier dans le plan de phase. Cela était indis- 
pensable car lors de l'étude des questions correspondantes dans les 
cours liés à l’automation on doit savoir utiliser couramment ces 
notions. Ce chapitre comporte aussi un nouveau paragraphe 34 sur la 
méthode de Runge-Kutta de la solution approchée des équations 
différentielles. 

Le chapitre XVI a été complété par les paragraphes 26, 27, 28. 
On considère ici la méthode des approximations successives des 
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solutions des équations différentielles, on y démontre les théorèmes 
d'existence et d'unicité de la solution d’une équation différentielle. 
On a accentué la rigueur de l'exposé de tout le chapitre consacré 
aux équations différentielles. 

On a écrit de nouveaux paragraphes 24 et 25 du chapitre XVI 
consacrés aux séries à termes complexes et aux séries entières d’une 
variable complexe. Le nouveau paragraphe 12 du chapitre XVII est 
consacré aux séries de Fourier sous forme complexe. Le problème 
de l'intégrale de Fourier étant exposé plus en détails, on a élucidé 
certaines notions largement utilisées dans les applications (spectre, 
fonction spectrale). On a inséré dans le même chapitre les nouveaux 
paragraphes 15 « Série de Fourier suivant un système orthogonal 
de fonctions » et 16 « Notion d'espace fonctionnel linéaire. Analogie 
entre le développement de fonctions en séries de Fourier et la décom- 
position des vecteurs ». 

Lors de la révision du chapitre XVIII « Equations de la physique 
mathématique » on a attaché une importance particulière à l'analyse 
de la nature des phénomènes physiques conduisant aux équations 
de différents types et aux problèmes aux limites correspondants. 

On a ajouté un nouveau paragraphe 20 « Fonction delta et son 
image » au chapitre XIX exposant les notions fondamentales du 
calcul opérationnel et la méthode opérationnelle de résolution des 
équations différentielles. Elles sont indispensables pour l'étude 
de nombreuses disciplines appliquées, notamment de celles qui 
sont liées à l’électrotechnique. 

De nombreux problèmes et exercices, illustrant pour la plupart 
des liens qui existeñt entre les mathématiques et les autres disci- 
plines, ont été inclus dans le manuel. Les problèmes et les exercices 
ont été spécialement choisis pour chaque chapitre du cours afin de 
contribuer à l'assimilation de la partie théorique. Certains ont été 
résolus et commentés à titre d'exemples. Cela rend ce manuel égale- 
ment utile pour l'étude autodidacte. 

L'auteur 


Chapitre XII] 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


§ 1. Position du problème. Equation du mouvement du corps 
pour un milieu où la résistance est proportionnelle à la vitesse. 
Equation de la chaînette 


Supposons que la fonction y = f (x) exprime un phénomène du 
point de vue quantitatif. Examinant ce phénomène, il est souvent 
impossible d'établir directement le caractère de la dépendance 
entre y et x, mais l’on peut établir une dépendance entre les quanti- 
tés x, y et les dérivées de y par rapport à £: y’, y", ..., y(®, c'est- 
à-dire que l’on peut écrire une équation différen- 
tielle. 

On demande de déduire de la relation entre x, y et les dérivées 
la relation directe entre y et x, c’est-à-dire de trouver y = f (x), 
ce qu'on appelle encore intégrer une équation dif- 
férentielle. 


Considérons deux exemples. 


Exemple 4. On laisse tomber un corps de masse m d’une certaine 
hauteur. On demande d'établir la loi de variation de la vitesse de chute v si 
le corps éprouve une résistance de freinage de la part de l'air proportionnelle 
à la vitesse (le coefficient de proportionnalité étant k), c’est-à-dire de trouver 


v = f (t). ; 
Solution. En vertu de la seconde loi de Newton 
| p dv _, 
dt 
~ dv ah ne sis 
où — est l'accélération du corps en mouvement (la dérivée de la vitesse par 


dt ; 
rapport au temps) et F la force agissant sur le corps dans le sens du mouvement. 
Cette force est constituée de deux forces: de la force de pesanteur mg et de la 
résistance de l'air — kv (on prend le signe moins car cette force est opposée 
à la vitesse). Ainsi 


dv 
m- ME — kv. (1) 


: He pe z dU 3 
Nous avons une relation entre la fonction inconnue v et sa dérivée ÉTÉ c'est-à- 


dire une équation différentielle portant sur la 
fonction inconnue v. (C'est l'équation du mouvement de certains 
types de parachutes.) Résoudre cette équation différentielle, c’est chercher une 
fonction v = f (t) la vérifiant identiquement. Il existe une infinité de telles 
solutions. Le lecteur vérifiera facilement que toute fonction de la forme 

k 


-2t 
v=Ce ™ 47E (2) 


vérifie l'équation (1) quelle que soit la constante C. Mais laquelle de ces fonctions 
donne la relation cherchée entre v et ż ? Pour la trouver, imposons une condition 
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supplémentaire: une vitesse initiale v (qui, notamment, peut être nulle) a été 
communiquée au corps au départ; nous supposerons que cette vitesse initiale 
est connue. Mais alors la fonction cherchée v = f (t) doit être telle que l’on ait 
pour ? = 0 (au début du mouvement) v = vo. Substituant t = 0, v = vọ dans 
la formule (2), on trouve: 


m 
„natt 
d’où Fer at } 
C=m— TE. 


à Ainsi, la constante Cest déterminée. La-dépendance entre v et # s'exprime 
onc : Es ai 


hs te. o 


Il ne de cette formule que pour ż suffisamment grands la vitesse v dépend 
peu de vo. dE Ca : : 

. Notons que si k = 0 (c'est-à-dire si la résistance de l'air est: nulle ou négli- 
geable), on retrouve un résultat connu èm physique *): | 


v = v + gt. en. 


Cette fonction satisfait à l'équation différen- 
tielle (1) et à la condition initiale: v = vo 
pour ¿= 0. Te it- 


Exemple 2. Un fil flexible homo- 
gène est suspendu par ses deux extrémités. 
Trouver l'équation de la courbe d'équilibre du 
fil soumis à son propre poids (telle est la posi- 
tion que prennent les fils, les chaînes, les câbles 
suspendus). 


. Solution. Soient Mo (0, b) le point le 
plus bas sur le fil, M un point arbitraire sur 
ce fil (fig. 249). Considérons la portion de fil 

Fig. 249 ‘MoM. Cette portion est en équilibre sous l’ac- 
Fou ` tion de trois forces: Some 
4) la tension 7, agissant tangentiellement au point M et formant avec l’axe 
Oz l'angle ọ; 
2) la tension H au point Mo, agissant horizontalement ; : 
3) le poids ys dirigé verticalement vers le bas, où s est la longueur de l'arc 
MoM, y le poids spécifique du fil. ` t . i , 
Décomposant la tension T en ses composantes horizontale et verticale, on 
obtient les équations d'équilibre: ~ ne 
T cos p = H, 
T sin ọ = ys. a 


*) On peut déduire la formule (2”) à partir de (2') par le passage à la limit 
kt 
im (ne) AE] te | 
k—0 $y II Ta A 1 
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On obtient en divisant membre à membre ces deux égalités 
tg p= E (3) 


Supposons maintenant que l’on puisse écrire l'équation de la courbe cher- 
chée sous la forme y = f (x). Ici, f (x) est une fonction inconnue qu'il faut 
chercher. Remarquons que ' 


Par conséquent, 
Hess (4) 


S ; H 
où l'on a posé E 
Dérivons les deux membres de légalité (4) par rapport à z: 
dy À ds 5 
Tra da (5) 
Mais on sait que (voir § 1, ch. VI) 
ds =y dy \ 2 
TV (E) 


Substituant cette expression dans l'équation (5), on obtient l'équation dif- 
férentielle de la courbe cherchée sous la forme: 


a= V lg). © 


Elle relie les dérivées première et seconde de la fonction inconnue y. 
Sans nous arrêter sur les méthodes de résolution des équations, indiquons 
que toute fonction de la forme 


y=ach (+0) +c (7) 


satisfait à l'équation (6) quelles que soient les constantes C, et C2. Il est facile 
de s’en convaincre en substituant les dérivées première et seconde de la fonction 
mentionnée dans l'équation (6). Indiquons encore sans le démontrer qu'on a là 
ee "a solutions (pour divers C, et C2) de l'équation (6). Cela sera démontré 
au § 18. ; 
Les graphiques des fonctions ainsi obtenues sont appelés des chaînettes. 
Voyons maintenant comment il convient de choisir les constantes C4 et C2 
pour obtenir précisément la chaînette dont le point inférieur a pour coordonnées 
(0, b). Etant donné que pour x = 0 on a le point le plus bas de la chaînette, la 


tangente est horizontale en ce point, c.-à-d. su = 0. En outre, par hypothèse, 
l’ordonnée est égale à b en ce point, c.-à-d. y = b. 
On déduit de l'équation (7) 
v=% (2+c,) | 


Substituant dans cette dernière x = 0, on obtient 0 = sh C4. Donc C; = 
= 0. Si b est l’ordonnée de Mo, on a alors y = b pour z = 0. On déduit de 
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l'équation (7) en posant x —0 et C,—=0, b= 5 (4 + 1) + Cz, d'où 
C = b — a. On trouve en définitive 7 


y=ach (2) +b— a. 


L'équation (7) se simplifie beaucoup si l’on prend l’ordonnée du point Mo 
égale à a. L’équation de la chaînette devient alors: 


y=ach (2) i 


§ 2. Définitions 


Définition 1. On appelle équation différentielle une équa- 
tion établissant une relation entre la variable indépendante x, la 
fonction inconnue y = f (x) et ses dérivées y’, y”, ..., y™. 

On peut écrire symboliquement une équation différentielle com- 
me suit: 

F (z, yY, y’, y", e.. y™)=0 
ou 
d d?y an 
F (x,y, Z, TF, e.. I) =0. 

Si y = f (x) est fonction dune seule variable indépendan- 
te, l'équation différentielle est dite ordinaire. Nous nous 
bornerons à l'étude des équations différentielles ordinaires *). 

Définition 2. On appelle ordre d'une équation différen- 
tielle l'ordre de la dérivée la plus élevée contenue dans cette équa- 
tion. 

Ainsi, 

y' — 2r? + 5 = 0 


est une équation du premier ordre. 


l *) En même temps que les équations différentielles ordinaires, on étudie 
également en analyse mathématique des équations aux dérivées partielles. 
On appelle équation aux dérivées partielles une relation entre la fonction inconnue 
z, dépendant de deux ou de plusieurs variables z, y, ..., ces variables elles- 
mêmes et les dérivées partielles de z: 2, 2, ZZ etc 

p 3° 3y’ gra’ C 
. On a comme exemple d’équation aux dérivées partielles de fonction inconnue 
z (x, y) l'équation 
Z ðz _ ôðz 
az Y ôy ` 

Il est facile de vérifier que la fonction z = z?y? (ainsi que quantité d’autres 
fonctions) vérifie cette équation. 

Dans ce cours les équations aux dérivées partielles sont étudiées dans le 
chapitre XVIII (t. II). 
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L'équation 
y" + ky’ — by — sin x = 0 
est une équation du second ordre, etc. 
L'équation considérée dans l'exemple 1 du paragraphe précédent 
est une équation du premier ordre et celle de l'exemple 2 du second 
ordre. 


Définition 3. On appelle solution ou intégrale d'une équa- 
tion différentielle toute fonction y = f (x) vérifiant identiquement 
cette équation. 


Exemple 1. Soit l'équation différentielle 


d2 
Ter t=. 


Les fonctions y = sin z, y =.2 cos z, y = 3 sin z — cos x et, plus géné- 
ralement, toute fonction de la forme y = C, sin z, y = Co coss ou 


y = C; sin z + C3 cos z 


sont des solutions de l'équation donnée quelles que soient les constantes C: 
et 2; il est facile des’en assurer en substituant ces fonctions dans l'équation- 


Exemple 2. Considérons l'équation 
yr—a—y=0. 


Ses solutions sont des fonctions de la forme 


y =z + Ca, 
où C est une constante arbitraire. En effet, on trouve en dérivant la fonction 
y = 2 + Cr: 

y" = 2x + C. 


Substituant les expressions de y et y’ dans l'équation donnée, on obtient l'iden- 
tité 

(2s + C) z — z? — z? — Csr = 0. 
Chacune des équations traitées dans les exemples 1 et 2 possède une infinité 
de solutions. 


$ 3. Equations différentielles du premier ordre (notions 
générales) 


1. Une équation différentielle du premier ordre est de la 
forme | 
F (z, y, y) = 0. (1) 
Lorsque cette équation est résoluble en y’, on peut la mettre sous 
la forme 
y = f (z, y). (17) 
On dit alors que l'équation différentielle est résoluble par rap- 


port à la dérivée. On a pour une telle équation le théorème suivant 
sur l'existence et l'unicité de la solution. 
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Théorème. Si dans ue 
= f (x, y) 


la foriction Í (x; iy) et sa dérivée par tièlle À 9 


nues dans un certain domaine D du plan De et si (Zo, Yo) est ur ‘point 
de ce domaine, il existe une solution Due y=p (a satisfaisant à la 
condition y ='yọ lorsque: z = £o; : 

- Ce théorème sera démontré au. $ 27; -chapitre XVI. Géométrique- 
mien. le théorème signifie qu'il existe une fonction ; y = p (zx) et 
une seule dont la courbe représentative passe par le point (£o, Yo) 

Il résulte de ce théorème que l'équation (1°) possède une infinité 
de solutions différentes [par exemple; la solution passant par le 
point (£o, Yo);. la solution passant par le point (£o, 71); celle pas- 
sant par le point (£o, Yo), etc., pourvu que ces points se trouvent 
dans le domaine D]. 

-~ La condition que la fonction y doit prendre la valeur donnée yo 
lorsque t = To S "appelle là condition initiale. Souvent on l'écrit 
sous la forme 


par rapport à à. y y sont. conti- 


Y Iz= xo = Yo. 


Définition 1. On appelle solution générale d'une équa- 

tion du premier ordre une fonction 

= p (z, C), (2) 
dépendant d'une Le arbitraire C et satisfaisant aux condi- 
tions suivantes: 

a) elle satisfait à l'équation différentielle quelle que soit la 
valeur concrète de ai constante C;. 

b) quelle que soit la condition initiale y = yọ lorsque z = zo, 
c.-à-d. (Y)x=x, = Yo, On peut.trouver une valeur C = C, telle que la 
fonction y = (x, Co) vérifie la condition initiale donnée. On sup- 
pose alors que les valeurs x, et y, appartiennent au domaine de 
variation des variables x et y dans lequel sont observées les condi- 
tions du théorème d'existence et d’unicité de la solution. 

2. Cherchant la solution générale d’une équation différentielle, 
nous sommes souvent conduits à une relation de la forme 


D (x, y, C) =0, (2°) 


non résolue en y. On obtient la solution générale en résolvant cette 
relation par rapport à y. Toutefois, il n’est pas toujours possible 
d'exprimer y à partir de (2) au moyen de fonctions élémentaires; 
on conserve alors la solution générale sous forme implicite. Une 
égalité de la forme ®(r, y, C) = 0, donnant implicitement la 
solution générale, s 'appelle l'intégrale générale de l'équation diffé- 
rentielle. 
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Définition 2. On appelle solution particulière toute fonc- 
tion y = ọ (z, Co) déduite de la solution générale y = (x, C), 
en posant dans cette dernière C = Co. La relation ® (x, y, Co) = 0 
est dite alors une intégrale particulière de l'équation. 


Exemple 1. L'équation du premier ordre 

a _u 
C 
Æ 


a pour solution générale une famille de fonctions y = ; on peut le vérifier 


par une simple substitution dans l'équation. 
Cherchons la solution particulière satisfaisant aux conditions initiales: 


C 
yo = À lorsque z = 2. Substituant ces valeurs dans la formule y = > 00 


obtient 1 = i ou C = 2. La solution particulière cherchée est donc la fonction 
2 


y= 7 

Du point de vue géométrique, l'intégrale générale 
représente une famille de courbes planes dépendant 
d'un paramètre C. Ces courbes sont appelées les courbesinté- 
grales de l'équation différentielle donnée. Une intégrale par- 
ticulière est représentée par une courbe de cette famil- 
le passant par un point donné du plan. 

Ainsi, dans l'exemple considéré, l'intégrale générale est repré- 


sentée géométriquement par la famille d'hyperboles y = 2 et 


l'intégrale particulière, définie par la condition initiale donnée, par 
l'hyperbole passant par le point M, (2, 1). On a représenté sur la 
figure 250 les courbes de la famille correspondant aux diverses 


valeurs: C =4, C=1, C=2, C= 1, ete. 

Pour faciliter les raisonnements, nous appellerons par la suite 
solution de l'équation non seulement la fonction y — 
= (x, Co) satisfaisant à l'équation proposée, mais encore la 
courbe intégrale correspondante. Ceci étant, on parlera, 
par exemple, de la solution passant par le point 


(os: Yo). 

Remarque. L'équation Yo = — Z n'admet pas de solution 
passant par un point de l'axe Oy (fig. 250). Ceci est dû à ce que le 
second membre de l'équation est indéterminé pour z = 0 et,. par 
conséquent, n’est pas continu. 


Résoudre ou inté grer une équation différentielle 
consiste à : 

a) chercher sa solution générale ou son intégrale générale (si 
les conditions initiales ne sont pas données) ou 
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b) chercher la solution particulière satisfaisant aux conditions 
initiales (s’il y en a). 

3. Donnons l'interprétation géométrique des équations: diffé- 
rentielles du premier ordre. 

Soit donnée une équation différentielle résolue par rapport à la 
dérivée : 


D f(x, y) (4) 


et soit y = p (z, C) sa solution générale. Cette solution générale 
définit la famille de courbes intégrales dans le plan Oxy. 


c=-1/) 1 c=-1 
=I) =- 
Fig. 250 


L'équation, (1°) détermine ue tout point M, de coordonnées 


x et y, une valeur de la dérivée < ; c.-à-d. le coefficient angulaire de 
la tangente à la courbe intégrale passant par ce point. Par consé- 
quent, l'équation différentielle (1) définit un ensemble de direc- 
tions ou, comme on dit, un champ de directions dans 
le plan Oxy. 

Du point de vue géométrique, l'intégration d’une équation diffé- 
rentielle consiste à trouver les courbes dont la tangente en chaque 
point est confondue avec la direction du champ en ce point. 

On appelle isocline de l'équation différentielle (1) le lieu géo- 


métrique des points vérifiant la relation de= const. 


dx 
A chaque valeur de C correspond une isocline. Il est évident 
que pour la valeur C l'isocline aura pour équation f (x, y) = C. 
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La famille des isoclines construite, nous pouvons représenter appro- 
ximativement la famille des courbes intégrales. Les isoclines per- 
mettent donc de définir l'allure des courbes intégrales dans le plan. 
La fig. 251 représente le champ de directions déterminé par 
l'équation différentielle 
dy Y 
dr z’ 


Les isoclines de cette équation sont 
L 
—+=C, ou y= — Cr. 


C'est le faisceau de droites que l’on voit sur la même figure. 


Fig. 251 


4. Considérons ensuite le problème suivant. 
Soit donnée une famille de courbes dépendant d’un paramètre C : 


= q (z, C) (2) 


telle que par tout point du ow (ou d'un domaine dans le plan) il 
ne passe qu'une courbe de cette famille. 

On demande quelle est l'équation différentielle admettant cette 
famille de fonctions pour intégrale générale. 

On trouve en dérivant la relation (2) par rapport à x: 


D qu (x, C). (3) 
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Etant donné qu'il ne passe qu'une seule courbe de la famille par 
tout point du plan, chaque couple de valeurs x, y définit une seule 
valèur C dans l'équation (2). Substituant cette valeur C dans la 
relation (3), on trouve # en tant que fonction de zet de y. On obtient 
ainsi une équation différentielle qui est vérifiée par toute fonction 
de la famille (2). 


Il en résulte que pour établir le lien entre x, y et 7 , C.-à-d. pour 


Fig. 252 


écrire l'équation différentielle admettant pour intégrale générale 
la formule (2), il faut éliminer C des expressions (2) et (3). 
E x ple 2. Trouver l'équation différentielle de la famille de para- 
boles y = LC (fig. 252). 
On trouve en dérivant par rapport à x l'équation de la famille 
dy _ 
x —2Cz. 
Substituant = définie par l'équation de la famille, on obtient 
l'équation différentielle de la famille donnée : 


< Cette équation a un sens lorsque x + 0, c.-à-d. dans tout domaine ne cou- 
pant pas l'axe Oy. 
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$ 4. Equations à variables séparées et séparables. 
Problème de la désintégration du radium 


Considérons une équation différentielle de la forme 
à de 
= fi (2) feu), (1) 


où le second membre est le produit d'une fonction dépendant seule- 
ment de x par une fonction dépendant seulement de y. Transformons- 
la comme suit (en supposant que 
fe U) Æ i 
An =) dz. (1°) 
Supposant que la fonction y de x soit 
connue, on peut considérer (1°) comme 
l'égalité de deux différentielles, et leurs 
primitives se distingueront par une 
constante. Intégrant le premier membre 
par rapport à y et le second par rap- 
port à x, on obtient: 


1 | i 
| AO f fi(z)dr+C. (1) Fig. 253 


Nous avons obtenu une relation entre la solution y, la variable 
indépendante x et la constante arbitraire C, c.-à-d.-qu'on a l’inté- 
grale générale de l'équation (1). 
1. L'équation différentielle (1°) 
M (x) dx + N (y) dy = 0 (2) 
est appelée équation à variables séparées. Comme on vient de le 
démontrer, son intégrale générale est 


| M (a de + È N (y) dy =C. 


Exemple 4. Soit l'équation à variables séparées 
xz dx + y dy = 0. 


Son intégrale générale est 
x? 
pi 
Le premier membre n'étant pas négatif, il en est de même du second. Désignons 
2C; par C?, on aura: 


2 
sẹ- 


a+ y = C?. 


C’est l'équation d'une famille de cercles concentriques (fig. 253) centrés 
à l’origine des coordonnées et de rayon C | 


2. Une équation de la forme 
Mi (2) N, (y) dx + M, (x) Na (y) dy = 0 (3) 
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est appelée une équation à variables séparables. Elle peut être rame- 
née *) à.une équation à variables séparées en divisant les deux mem- 
bres par l'expression N, (y) Me (x): 


Ma (2) Na U) gy Mela) Na (U) 


N) Maa EN, U) Maa) YTO 
ou 
M dop MO gy 
ma EG) #0 


qui est une équation de la forme (2). 


Exemple 2. Soit l'équation 


dy _ Y 
dr x’ 
Séparons les variables : 
ay _ _ de 
y x 
On trouve par intégration 
dy . dz 
eee 
donc 
; C 
Log | y |= — Log | z |+ Log | C | **) ou Log |y |= Log £]; 


d'où l'en déduit la solution générale =£. 


Exemple 3. Soit l'équation 
(1 + z) y dz + (1 — y) z dy = 0. 
Séparons les variables: 


1+z L—y p. 
On obtient en intégrant: 
Log |z |+ z+ Log |yl—y=C ou Log |zy|l+z—y—=cC 
qui est l'intégrale générale de l'équation proposée. 
Exemple 4. La vitesse de désinté ration du radium est directement 
proportionnelle à sa masse à l'instant considéré. Déterminer la loi de variation 


de la masse du radium en fonction du temps, sachant qu'à l'instant ż = 0 la 
masse était mo. 


*) Ces transformations sont légitimes seulement dans un domaine où 
ni N; (y) ni M, (x) ne s’annulent. 

**) Ayant en vue les transformations ultérieures, nous avons désigné la 
constante arbitraire par Log | C |, ce qui est légitime, car Log | C | (lorsque 
.C = 0) peut prendre n'importe quelle valeur de — co à + oo. 
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On détermine la vitesse de désintégration comme suit. Soient m la masse 
à l'instant # et m + Am la masse à l'instant # + At. La masse désintégrée dans 


le temps At est Am. Le rapport T est la vitesse moyenne de la désintégration. 


La limite de ce rapport lorsque At + 0 

ii Am _ dm 

Ao At dt 

est la vitesse de désintégration à l'instant t. 
D'après les conditions du problème 


— = — km, (4) 


où k est un coefficient de proportionnalité (k > 0). Nous avons introduit le 
signe moins, étant donné que la masse décroît quand le temps croît et que, par 


conséquent, T < 0. 


Fig. 254 


i L'équation (4) est une équation à variäbles séparables. Séparons les varia- 
es: 


am iak 
m 
On obtient en intégrant : 

Log m = — kt +- Log C, 
d’où : 
m 
C 
m= Cenkt, (5 ) 


Etant donné que la masse du radium était mo à l'instant t = 0, C doit satisfaire 
à la relation 


Log — = —kt, 


mo = Ce ™? = C. 
Substituant la valeur de C dans l'égalité (5), on obtient l'expression cherchée 
voir fig. 254) de la masse en fonction du temps: 
m = mge-kt. (6) 


On déduit le coefficient X des observations comme suit. Soit « % la fraction de 
la masse initiale désintégrée dans le temps #. On a donc la relation 


4 œ = —Rlo 
(1 700 ) mgo = mge 1 
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d’où 
æ \: . 
| — kto = Log (1-0) y 
ou 
1 À (2 
T 


On a établi de cette manière que pour le radium k = 0,000436 (l'unité de 
temps étant l’année). 
Substituant cette valeur de Æ dans la formule (6), on obtient 


m= moe” 0000436 
Trouvons la période de désintégration du radium, c.-à-d. le laps de temps 
pendant lequel se désintègre la moitié de la masse initiale ‘du radium. ue 
tuant dans cette dernière formule Z m 
-(r- 1? au lieu de m, on obtient l'équation 
définissant la période T cherchée : 


De = moe": 000486T, 
d'où , 
— 0,0004367 = — Log 2 
- ou 
Log 2 


= D:000486 — 1590 années. 

Remarquons que d’autres problè- 
. mes de la physique et de la chimie 
Fig. 255 conduisent également à l'équation de 
la forme (4). 


Remarque 1. Supposons que la fonction fz (y) de l'équa- 
tion (1) admette pour racine y = b, c'est-à-dire que f(b) = 
Il est alors évident que la fonction y — b est une solution de l'équa- 
tion (1), ce qu'on vérifie aisément par une substitution directe 
dans cette équation. La solution y = b n'est pas toujours donnée 
par la formule (1^). 

Sans aborder l'analyse de ce cas, notons tout simplement que 
sur la droite y = b la condition d’unicité peut être violée. 

Voyons cela sur un exemple: l'équation y =2 Vy admet pour 
solution générale y = (x + c}?. La solution y = 0, elle, ne découle 
pas de la solution générale. Sur la droite y = 0 la condition d'uni- 
cité est violée (fig. 255). 


Remarque 2. L'équation. différentielle à variables sépa- 


rées la plus simple est 


a “Í (2) ou dy =} (z)dz. 
Son intégrale ETE s'écrit 


y= fidae: 
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Nous nous sommes occupés de la résolution d'équations de ce 
type au chapitre X. 


$ 5. Equations homogènes du premier ordre 


Définition 1. On dit que la fonction f(z, y) est une 
fonction homogène de. degré n par rapport aux variables x et y si l'on 


a pour tout À 
F Az, My) = Wf (x, y). 


Exemple 4. La fonction f(x, y)=ý} 34y est homogène et de 
degré 1, car 


f (Az, Ay) = Y An FH Ay =A PF Àf (2, y). 


Exemple 2. f(z, y)=zy—y? est une fonction homogène du second 
degré, car (ha) Ou — Üy A3 (ay —v?). 
Exemple 3. f(z, y)= pA est une fonction homogène de degré 


(Az)? (y) _ x y? 


zéro, car 0a) ay c.-à-d.. que f (Ax, Ay) = f (x, y) ou f (Àz, Ay)= 
=10} (2, y) 
Définition 2. L'équation du premier ordre 
d 
DE $(, y) (1) 


est dite homogène par rapport à x et y si la fonction f (x, y) est une 
fonction homogène de degré zéro par rapport à x et y. 


Résolution de l'équation homogène. On a 
par hypothèse f (àx, ày) = f (x, y). Posant dans cette identité 


À — on obtient : 
f (z, n=f(t, z) , 
c.-à-d. qu'une fonction homogène de degré zéro dépend seulement 


du rapport Z ; 
L'équation (1) s'écrit alors sous la forme 


a =ÿ (1, +). (1) 


Faisons la substitution : 


On a alors: 
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Substituant cette expression de la dérivée dans l'équation (4'), on 
obtient 


u+s%=f(, u). 


variables séparables : 


du  _ dz 
fu)—u z’ 


` 


C'est une Fee 
si = f (1, u)—u ou 


On trouve par intégration 


Jaga |e 
Substituant après intégration 2 à u, on obtient l'intégrale de 
l'équation (1’). 
Exemple 4. Soit l'équation 


On a dans le second membre une fonction homogène de degré zéro, donc 
PF À A $ $ F y 
l'équation proposée est homogène. Faisons le changement de variables z = u; 
alors 


Y du 
y=ur; d =u 4T dz , 
du u du u3 
MED SIA "e T 


Séparons les variables, on a: 
(1—u?) du dz. 1 1 dx 
er | Jæ 

et par intégration : 


1 1 
— zz  Loglu|=Log]|z]+Log]|C] ou — zz m LOE] us Cj. 


Substituant u=, on obtient l'intégrale générale de l'équation initiale : 


8 


z2 
-r= log] Cu | 


Il est impossible d'exprimer ici y en fonction de z au moyen des fonctions élé- 
mentaires. Mais l’on exprime facilement z en fonction de y: 


z= y VTT CT 
Remarque. L'équation 
M (x, y) dz + N (x, y) dy =0 


ne sera homogène que si M (x, y)et N (x, y) sont des fonctions homo- 
gènes du même degré. Ceci résulte du fait que le rapport de deux 
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fonctions homogènes d’un seul et même degré est une fonction 
homogène de degré zéro. | 
Exemple 5. Les équations 
(2x + 3y) dx + (z — 2y) dy = 0, 
(z? + y?) dz — 2zy dy = 0 
sont homogènes. 


§ 6. Equations se ramenant aux équations homogènes 


Se ramènent aux équations homogènes les équations de la forme 
dy _ az+by+c a 
dr  ms+by+e ` ) 

Si c4 = c = 0, l'équation (1) est évidemment homogène. Supposons 
maintenant que c et c} (ou l’un d'eux) ne soient pas nuls. Faisons 
le changement de variables: 

t=z; +h, y=y+tk. 


Alors 
dy __ dyı 
de da (2) 
Substituant dans l'équation (2) les expressions des quantités x, y, 
dy 


——, on obtient: 
dz 


dyi _ az + bya + ah+bk+c (3) 
dis — azt byt @h+bik+es 
Choisissons A et k de manière qu'ils vérifient les équations 
ah+bk+c=0, | 


A E 0. (9 


c.-à-d. définissons A et k en tant que solutions du système d’équa- 
tions (4). L'équation (3) devient alors homogène: 

dy _ ati + by 

dti ati byi ` 


Résolvant cette équation et revenant aux anciennes variables x 
et y d'après les formules (2), on obtient la solution de l'équation (1). 
Le système (4) n'a pas de solution lorsque 


a b 


a b ee 
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c.-à-d. que ab; = ab. Mais alors aasi ; ou aa, b= ib, 
et l'équation (1) peut être mise sous la forme 


dy __(az+by)+e (5) 
dz A(az+by)+e ` 
La substitution P 
z = ax + by (6) 


ramène alors l'équation donnée à une équation à variables sépara- 
bles. on . 


En effet, 
' dz ~ rs dy 
Te = a +b- , 
d'où 
Men (7) 


Substituant les expressions (6) et (7) dans l'équation (5), on obtient 


1 dz a z+c 


qui est une équation à variables séparables. 
Le procédé utilisé pour intégrer l'équation (1) s'applique égale- 
ment à l'intégration de l'équation 


dy =f ( az + by +c 

de a Pa] : 

où f est une fonction arbitraire çontinue. 
Exemple 1. Soit l'équation 


dy __z+y—3 
dt z—y—1" 


Pour la ramener à une équation homogène, faisons la substitution z = z, + 
+ hk; y = y, + k. Alors 


dy _ sı+i+h+k—3 
dx Ti—yith—k—1 ` 


Résolvant le système de deux équations 
h+k—3=0; h—k—1—0, 
h=2, k—=1. 
On obtient ainsi l'équation homogène 


dy _ ii 
dry Ti—yi 


on trouve: 
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qu'on résout en faisant la substitution 


Jip 
EA L ri 
on a: 
du 
y= ut; a Ut et 
du 1+u 
ut dz} 1—u' 


et on obtient une équation à variables séparables : 
du _ i+u? 
“4 dr iSu. 
Séparons les variables : 
ES 1—u dz, 
TR ARTE 


on trouve en intégrant : 
arc tg DL Log (1 + u?) = Log| æ|+LogiC|, 


arc > tg u= Log | Cz, VIF u?| 
ou 


Cz, ViFu =e L. Le 
Substituant dans cette dernière égalité #1 au lieu de u, on` int 
T1 


yı 
Lt arctg =— 
C VRF a, 
Enfin, passant aux variables z, y, on obtient en définitive : 
PR AT are tg =! = 
€ VESPE Pe “7 


Exemple 2. On ne peut faire la substitution z=x+h, y= =y + k 
-dans l'équation 


SA am 
&r+2y+5 ' 
car le système d'équations servant à définir A et k est incompatible (le déter- 
minant | 4 2 des coefficients des variables étant nul). 


On peut ramener cette équation à une équation à variables séparables en 
faisant la substitution : 


‘2 +y=z 
On a alors y' = z' — 2, et l'équation devient 
1_9— z—í 
z —4= pass 
ou 
, _ 02+9 


Zz = 


2345 * 
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On'en déduit 
Let Lol 5:49 1=24+ 0. 


os z=2r+y, on trouve ERIN la solution de l’équation donnée sous 
orme 


Š @r+u)+ 2 Log 105+5y+91=24+ 0 


ou 
10y — 5z + 7 Log | 10 x + 5y + 91 — Ci 


c’-à-d. sous forme implicite, 


$ 7. Equations linéaires du premier ordre 


Définition. On appelle équation linéaire du premier ordre 
une équation linéaire par rapport à la fonction inconnue et à sa déri- 
vée. Elle s'écrit 


Z +P (2)y=Q (x), (1) 


où P (x) et Q (x) sont des fonctions continues de z données (ou des 
constantes). À 
Résolution de l'équation linéaire (1). Nous 
allons chercher la solution de l'équation (1) sous forme de produit 
de deux fonctions de x: | 
y = u (x) v (x). (2) 


On pourra prendre arbitrairement l’une de ces fonctions, l’autre 


sera définie alors par (1). 
Dérivons les deux membres de l'égalité (2), on trouve: 


Substituant l'expression de la dérivée SL obtenue dans l'équation (1), 


on aura 
u z + ve +Puv=Q 
ou nn A A 
u (+ Pr) +v = 0. (3) 
Choisissons la fonction v de sorte que l'on ait 
Z 4 Pv=0. (4) 


Séparant les variables dans cette équation différentielle en v, on 
trouve : 
w — P dz. 
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On obtient en intégrant 
—Log | C, | + Log |v | = — [P de 
ou 


v= Ce) A 


Comme il nous suffit d'avoir une solution quelconque non nulle de 
l'équation (4), nous prendrons pour fonction v(x): 


A ru (5) 


où | Pdz est une primitive quelconque. Il est évident que v (x) 0. 
Substituant la valeur trouvée de v(x) dans l'équation (3), on 
obtient (ayant en vue que + Po=0) : 


v (1) = Q (2) 


ou 


d'où 


Substituant dans la formule (2), on obtient finalement : 


y =v (3) B) Ea de+C ] 


ou 


y =v (x) f Le dx + Cv (x). (6) 


Remarque. Il est évident que l'expression (6) ne change 
pas si l’on prend au lieu de la fonction v (x) définie par (5) une fonc- 
tion quelconque v; (x) = Cv (x). En effet, on obtient en substituant 


vı (x) au lieu de v (x): 
y= Co (a | £ L dx+ CCv (5. 


C disparaît du premier terme du second membré; le produit CC 
du second terme est une constante arbitraire que l'on peut désigner 
simplement par C, et nous retrouvons l'expression (6). Si l’on pose 


\ LE de = ọ (x), l'équation (6) prend la forme 
y = v (x) p (x) + Cv (x). (6°) 
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Il est évident qu'on a là l'intégrale générale, car on peut choisir € 
de manière que soit satisfaite la condition initiale: 
` ‘y=%yo lorsque z = zp ` 


C est déterminé par l'équation 
= v (£o) P (To) + Cv (To). 
Exemple. Résoudre l'équation 
dy m > 2 RAR F3. 
FRE 7 EE + 
Solution. Posons 
y = uv; 
on a 
TES T 
dr de td" 


Substituant l'expression 2 dans l'équation donnée, ón obtient: 


u ZH ee à uv= (z+ 1)3, 
u (2-5) +i (541099. (7) 


Pour la détermination de v, on obtient l'équation 


du 2 0 
ds zpi ent 
c.-à-d. 
dv _ 2dr i 
v â azpit?’ 
d'où 
Log |v | = 2 Log | x + 1 | 
ou 


v= (z + 1)2. 


Substituant l’expression de la fonction v dans l'équation (7), on obtient pour la 
détermination de u l'équation 


oOo er ec 


ou 
=t), 
d'où 
LEHE, o, 


Par conséquent, a an de l'équation donnée s'écrit. 


ET (+1). 
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La famille obtenue est la solution générale. Quelle que soit la condi- 
tion initiale (£o, Yo) Où zo x£ — 4, on peut toujours choisir C de sorte que la 
solution particulière correspondante satisfasse à la condition initiale donnée. 
Ainsi, la solution particulière satisfaisant à la condition yo = 8 pour x, = 0 
est définie comme suit: 


a= cot; ci. 


2 
Par conséquent, la solution particulière cherchée est 
Et, Spa 
Toutefois, si l’on prend la condition initiale (£o, yo) de sorte que zo = —1, 
on ne peut en déduire une solution particulière satisfaisant à cette condition. 
Ceci provient de ce que la fonction P (x) = — T ï est discontinue au point 
zo = —1 et les conditions du théorème d'existence de la solution ne sont pas 


observées. 


Remarque. On rencontre souvent, dans les applications, 


les équations différentielles à coefficients constants 


d 
F +ay=b, (8) 
où a et b sont des constantes. 
On peut résoudre cette équation à l’aide de la substitution (2) 
ou par une séparation des variables: | 


dy=(—ay+b) dr, = de, —LLog|—ay+b|= + Cu 
Log|—ay+ b|= —(ar+C*), où C*=aC, 
—ay + b= etat), y= — = e- (az+0*) D 2 
et finalement 
y=Ce""4 2 - 
Cette expression dans laquelle C= — 7 e-0* est la solution 


générale de l'équation (8). 
§ 8. Equation de Bernoulli 
Considérons une équation de la forme *) 


d 

HP (a) y= Qla)", dt) 
où P (x) et Q (x) sont des fonctions continues de x (ou des constantes) 
et n 0, n = 1 (sinon on aurait une équation linéaire). 


P *) A cette équation conduit le problème sur le mouvement du corps si la 
résistance du milieu F dépend de la vitesse: F = Mv + Aou. L'équation du 


dv duv 
mouvement sera alors m = = — Mv — Mur ou = to = — 2 o, 
dt dt m m 
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Cette équation, qui est appelée équation de Bernoulli, se ramène 
à une équation linéaire par la transformation suivante. 
Divisant “tous les termes de l'équation par y”, on obtient: 


pr + Py = Q. (2 
Faisons ensuite la N : 
z= y™H, 
Alors 
dz -n å 
HR =(—-nr+17y + 


On obtient en substituant dans l'équation (2): 


+ (ntt) Pa (—n+1) Q. 


C’est une équation linéaire. 

Calculant son intégrale générale et substituant à z son expres- 
sion y "*1, on obtient l'intégrale générale de l'équation de Ber- 
noulli. 


Exemple. Résoudre l'équation 


d 
SF +ay= ss. (3) 
Solution. Divisant tous les termes par y, on obtient: 
yy + ay? = z. (4) 
Introduisons la nouvelle fonction : 
z= y"; 
on a alors i 
2z oys 4 
dz dz 
On obtient en substituant dans l'équation (4): 
dz 
EE DIZ = —I28, 
i 2xz 2x (5) 


C'est une équation linéaire. 
Trouvons son intégrale générale : 


dz 


32—=uV,; pet ee De 


Substituons dans l'équation (5) les expressions de z et de La 


dv ,.du 
ae piss aare T PERS = —9%3 
u -iz + Jz ” 2ruv 2x 

ou 

dv du 

Pr TE 978, 

u ( Tz 22v) +v Tz 2x 

Annulons l'expression entre parenthèses : 


sont s SE g dr ; 
dx ` v 
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Log|v [=22; ve, 
On obtient pour définir u l'équation 


du 


x3 LL — 973, 
e da i 
Séparons les variables : 
du= —2e7™% z3 dr, u= —2 f e7 2x8 dr +C. 
On trouye en intégrant par parties 
une Le LC; z=uwwv=r 4140. 


On a donc l'intégrale. générale de l'équation donnée : 
1 


Vati+ce | 
Remarque. Tout comme pour les équations linéaires, on 
démontre qu’on peut chercher la solution de l'équation de Bernoulli 
sous forme de produit de deux fonctions: 
y = u (z) v (2), 


où v (x) est une fonction arbitraire non nulle satisfaisant à l’équa- 
tion v + Pv = 0. 


y= 22414 Ce ou y= 


§ 9. Equations aux différentielles totales 
Définition. L'équation 
M (z, y) dz + N (z, y) dy =0 (1) 


est appelée équation aux différentielles totales si M (x, y) et N (x, y) 
sont des fonctions continues dérivables telles que 


ôM _ ON 
ôy Lu ôr ? (2) 
DE : ôM ðN , : à 
les dérivées partielles a et — étant continues dans un certain 


domaine, 


Intégration des équations aux diffé- 
rentielles totales. Montrons que si le premier membre 
de l'équation (1) est une différentielle totale, la condition (2) esi 
observée, et inversement, si la condition (2) est observée, le premier 
membre de l'équation (1) est la différentielle totale d’une certaine 
fonction u (x, y), c.-à-d. que l'équation (i) est de la forme 


du (x, y) = 0 (3) 
dont l’intégrale générale est u (x, y) = C. 
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Supposons d’abord que le premier membre de l'équation (4) 
soit la différentielle totale d’une certaine fonction u (x, y), c:-à-d. 


M (x, y)dr+N(x, y) dy = hi = wt ay a 43 
alors | 
M=%; N=% Ir ` (4) 
Dérivant la première relation par rapport à y et la seconde par 
rapport à x, on obtient: 
OM _ w’ ON : Ou 
ôy ôx ĝy ? ðr ðy oz 


Sopposant que les dérivées secondes sont cahtinuss: on a 


ci ôM ._ ƏN. 
TTi Foy 0x * 

c.-à-d. que l'égalité (2) est une cine nécessaire pour 
que le premier membre de l'équation (1) soit la différentielle totale 
d’une certaine fonction u (x, y). Montrons que cette condition est 
aussi suffisänte, c.-à-d. que si les égalités (2) ont lieu, le 
premier membre de l'équation (1) est la différentielle totäle d’une 
certaine fonction u (x, y). 

De la relation.. ; 


wm (z, y) 
on déduit : | 
o 
ia zhe f M (z; y) dz +90) 
xo 
où x, est l’abscisse d'un point arbitraire dans le domaine d'existence 
de la solution. 
Intégrant par rapport à z, nous supposons y constant, et, par 
conséquent, la constante d'intégration est remplacée ici par une 


fonction arbitraire de y. Choisissons la fonction ọ (y) de telle sorte 
que soit observée la seconde relation (4). A cet effet, dérivons *) 


ne L intégrale f M (Z, ») dz dépend de ; y ‘Pour trouver la dérivée de cette 
itoni par la à Te il faut dériver par rapport à y. la fonction sous le 
signe somme : aj (z, y) EE —— FA Ceci ' résulte du théorème de 


Leibniz sur la dérivation d’une. nk: définie par. rapport à un paramètre 
(voir § 10, ch. XI). 
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les deux membres de la dernière égalité par rapport à y et égalons 
le résultat à N (z, y): 


x 


T= | deto W)= NW 


A — 
xo 
N P A 
Mais comme = 2, on peut écrire: 


x 

(drte W=N, cd. N (e, y) E+ g (W) =N (e y) 

žo 
ou | 

N (z, y) — N (zo y) + p (u) = N (z, y). 
Par conséquent, 
d p (y) = N (To, y) 

ou 


Y 
. vu= | N (20, y) dy + Cie 
Y0 
Par conséquent, la fonction u (x, y) sera de la forme 
x v 
u= | M (z; y) dz + | N (zo y)dy + Ca. 
Xo Yo 
P (£o, Yo) représente ici un point au voisinage duquel existe la solu- 
tion de l'équation différentielle (1). 
Egalant cette expression à une constante arbitraire C, on obtient 
l'intégrale générale de l'équation (1): 


x Y 
f M (z, y) dx + f N (zo, y) dy =C. (5) 


Exe‘mp le. Soit l'équation 
2z y? — 3x2 
D eee 


Assurons-nous que c'est une différentielle totale. 


Désignons 3 z i 
T, y?— 3z 
M=-7 5 N= y4 , 
alors 
ôM. _ 6x. ôN __ 67 
dy yt? ðs yi: 


La condition (2) est observée pour y + 0. Le premier membre de l'équation 
donnée est donc la différentielle totale d’une certaine fonction u (x, y). Trou- 
vons cette fonction. 
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Comme Le on a 
ðr yp?’ 


«= | D de+® m=i toU, 


où ọ (y) est une fonction de y qu’il faut déterminer. PORRA 
Dérivons cette relation par rapport à y et prenons en considération que 


ðu _,,  y?—3r? 
ðy y 
On trouve 
372 i y2— 3r 
Fi yi ( ) yt , 
par conséquent, 
1 1 
p M=: POSTE 
EE | 
u (z, y= yt 
Par conséquent, l'intégrale générale de l'équation proposée est 
a? À 
~Il. 
y y 


§ 10. Facteur intégrant 


Supposons que le premier membre de l'équation 
M (x, y) dx + N (z, y) dy =0 (1) 


ne soit pas une différentielle totale. Il est parfois possible 
de choisir une fonction p (x, y) telle que si l'on multiplie le premier 
membre de l'équation proposée par cette fonction, ce premier mem- 
bre devient une différentielle totale. La solution générale de l’équa- 
tion ainsi obtenue coïncide avec la solution générale de l’équation 
proposée; la fonction u (x, y) est dite un facteur intégrant de l’équa- 
tion (1). 

Pour trouver un facteur intégrant u, on procède comme suit: 
multiplions les deux membres de l'équation donnée par le facteur 
intégrant, encore inconnu, p: 


Pour que cette dernière équation soit une équation aux différentiel- 
les totales, il est nécessaire et suffisant que l'on ait 
ô (UM) _ 8 (UN) 


ôy ` ôT 
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c.-à-d. 
ôM ôu ON ðu 
u -zy TM -ay E Jz ? 
ou encore 
ôu ôu ON ôM 
MEN Eu fa 


On obtient en faisant le quotient des deux membres de cette dernière 
équation par pu: 


ô Log u 6 Logu _ ôN ðM 
M ôy -N — r ôx ðy * (2) 
Il est évident que toute fonction p (x, y) satisfaisant à cette der- 
nière équation est un facteur intégrant de l'équation (1). L'équa- 
tion (2) est une équation aux dérivées partielles de fonction incon- 
nue u dépendant de deux variables z et y. On démontre que, dans des 
conditions déterminées, elle possède une infinité de solutions et 
il en résulte que l'équation (1) a un facteur intégrant. Mais dans 
le cas général, il est plus difficile de déterminer p (x, y) dans (2) 
que d'intégrer l'équation proposée (1). C’est seulement dans des cas 
particuliers que l’on arrive à déterminer la fonction u (x, y). 
Supposons, par exemple, que l'équation (1) admette un facteur 
intégrant dépendant seulement de y. Alors 
ô Loge _ 
ôx =0 


et on obtient pour u une équation différentielle ordinaire: 


ôN ðM 
dLogu _ ôr  ðy 
dy M ? 
d’où l’on détermine (par une quadrature) Logu et donc p. Il est 
évident que l'on ne peut procéder ainsi que si l'expression 
ôN ðM 
ðs y 


7 ne dépend pas de x. 


ðN _ ðM 
z ôy 


D'une manière analogue, si l'expression ne dépend 


pas de y mais dépend seulement de x, on trouve facilement le 
facteur intégrant qui dépend seulement de x. 
Exemple. Résoudre l'équation 
(y + zy?) dx — x dy = 0. 
Solution. Ici M = y + z}; N = =z; 


ðM ON ðM ðN 
By Tit Dr —1 ; Far or” 
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Tl en résulte que le premier membre de l'équation n’est pas une-diffé- 
rentielle totale. Voyons si cette équation admet un facteuf intégrant dépendant 
seulement de y. Remarguant que | 


ôN _ ôM 
GEA Oy -__—4—1—2ry __2 
CM ypa y’ 


on. conclut, qu il en est bien ainsi. Trouvons-le : 
d Log B _2 
dy y’ 
-d’où Sa 
Log p= —2Logy, soit y= 


On. obtient, après. multiplication de tous les termes FA l'équation proposée par 
le facteur intégrant p, l'équation A 


aux différentiélles, tôtales (= +) . Résolvant cette équation, 
on trouve son intégrale générale: | 
pà Re CB m2 ! 
gorte 
ou | 
Zait 
D EC ` 


§ 11. Enveloppe d’une famille de courbes 
Soit une équation de la forme 
® (z, y, C) = 0, (1) 


où zet y: Sont les coordonnées cartésiennes variables et C un paramè- 
tre susceptible de prendre diverses valeurs fixes. 

Pour chaque valeur donnée du paramètre C, l'équation {1) déti- 
nit une certaine courbe dans le plan Ozy. Donnant à C toutes 
les valeurs possibles, nous obtenons une famille de cour- 
bes dépendant d'un paramètre. Par conséquent, l'équation (1) 
est l'équation d'une famille de courbes dépendant d’un paramètre 
(elle contient un seul paramètre arbitraire). . 

Définition. On appelle enveloppe L d'une famille de cour- 
bes à un paramètre une courbe tangente en chacun de ses points à 
une courbe de la famille (fig. 256). 


Exemple 4. Considérons la famille de courbes 
G— C) + y? = Rè, 
où R est une constante et C un paramètre. 
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C'est léquation d’une famille de cercles de rayon R centrés sur l’axe Or. 
I est VEN cette famille admet pour enveloppe les droites y = R, y = 
= —R (fig. 257). RE ee: 


Equation de l'enveloppe d'une famillede 
courbes. Soit la famille de courbes 
D (x, y, C) =0. (1) 


dépendant. d’un paramètre C. E 
Supposons que cette famille ait une enveloppe dont l'équation 
puisse être mise sous la forme y = ọ (z), q (x) étant une fonction 


PCATAVIEN 


ę LAVE 


IY 


AG> 


Fig. 256 Fig. 257 


continue dérivable. Considérons un point M (x, y) de l'enveloppe. 
Ce point appartient aussi à une certaine courbe de la famille (1). Il 
correspond à cette courbe une valeur déterminée du paramètre C 
qui, pour (x, y) donnés, est définie par l'équation (1): C = C (x, y). 
Par conséquent, on a pour tous les points de l'enveloppe l'égalité 


D (x, Y, C (z, y)) = 0, (2) 


Supposons que C (x, y) soit une fonction dérivable non constante 
dans aucun intervalle des valeurs de x, y considérées. Trouvons à 
partir de l'équation (2) de l'enveloppe le coefficient angulaire de la 
tangente à l'enveloppe au point M (x, y). Dérivons l'égalité (2) 
par rapport à x, en considérant y comme fonction deo sz: 


name. a 
ðr | ôC ðs À \ ðy ôC ĝy za 
ou 


r VN r ôC ôC , 
+ Ou +06 (+) =0. (3) 
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On déduit ensuite le coefficient angulaire de la tangente au point 
M (z, y) à la courbe de la famille (1) de l'égalité 
D: + Dy’ = 0 (4) 


(C est constant sur la courbe donnée). 

Nous supposerons ®; += 0, sinon nous prendrions z comme fonc- 
tion et y comme variable. Etant donné que le coefficient angulaire k 
de l'enveloppe est égal à celui de la courbe de la famille, on déduit 


de (3) et (4): 
’ ac oc r 
o(a ta 7)=0 
Mais comme pour Te C s y) = const, 


E C y0, 


et on a donc pour les points de cette dernière 
De (z; y, C) =0. (5) 


Par conséquent, on détermine l'enveloppe par les deux équations 


suivantes : 
pe ; 
Dé (æ, y, C)=0. (6) 


Inversement, si, éliminant C de ces équations, on obtient y = ọ (x), 
où ọ (x) est une fonction dérivable, et C =Æ const sur cette courbe, 
alors y = ọ (z) est l'équation de l'enveloppe. 
Remarque 1. Si une certaine fonction y— (x) repré- 
sente le lieu géométrique des points singuliers de la famille (1), 
c.-à-d. de points tels que D: = 0 et D; —0, les coordonnées de ces 
points vérifient également les équations (6). 
En effet, on peut exprimer les coordonnées des poinis singuliers 
en fonction du paramètre C qui entre dans l'équation (1): 


æ—=À(C), y=m(C). (7) 
Si l’on substitue ces expressions dans l'équation (1), on obtient 
une identité en C: | 
D [A (C), p (C), CI = 0. 
Dérivons cette identité par rapport à C, on obtientt 


©: dÀ , à 
D: FA +0, ac + +Dc=0 
comme on a, quel que soit le point singulier, les égalités D; = 0, 
®;, = 0, il en résulte qu'on a aussi pour ces points De = 0. 
Nous venons donc -de démontrer que les coordonnées des points 
singuliers vérifient les équations (6). 
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Ainsi, les équations (6) définissent soit l'enveloppe, soit le lieu 
géométrique des points singuliers des courbes de la famille (1), soit 
une combinaison de l’une et de l’autre. Par conséquent, ayant obte- 
nu une courbe satisfaisant aux équations (6), il importe de faire une 
étude spéciale pour déterminer si la courbe obtenue est l'enveloppe 
ou bien un lieu de points singuliers. 


Exemple 2. Trouver l'enveloppe de la famille de cercles dépendant 
d’un paramètre C 


(r — C} + y? — R = 0. 
| olution. On obtient en dérivant l'équation de la famille par rapport 
à C: 

2(r—C)= 0. 
Eliminons C de ces deux équations, on obtient: 
y? — R=0 ou y= +R. 


Il résulte des considérations géométriques que le couple de droites obtenues 
est bien l'enveloppe (et non pas un lieu de points singuliers, étant donné 
que les cercles de la famille n’ont pas de points singuliers). 


Exemple 3. Trouver l'enveloppe de la famille de droites: 


x cos & + y sina — p = 0, (a) 
où « est le paramètre. 
Solution. On trouve en dérivant par rapport à æ l'équation de la fa- 


mille 
— xsin a + y cos a = 0. (b) 


Pour éliminer le paramètre œ des équations (a) et (b), multiplions la 
première par cos &, la seconde par sin & et retranchons la seconde de la première ; 
on obtient: 

£ = p COS Q. 


On trouve en substituant cette expression dans l'égalité (b): 
y = psing. 


Elevons les deux membres des équations précédentes au carré et ajoutons- 
les; on a: 


+ y = p. 


C'est l'équation d'un cercle. Ce cercle est l'enveloppe de la famille 
de droites (et non pas un lieu de points singuliers, car les droites n'ont pas de 
singularité) (fig. 258). 


Exemple 4. Trouver l'enveloppe des trajectoires des projectiles lan- 
cés par un canon à la vitesse vọ sous différents angles. On suppose que les projec- 
tiles sont lancés de l’origine des coordonnées et que leurs trajectoires se trou- 
vent dans le plan Ozy (on néglige la résistance de l'air). 

Solution. Trouvons d'abord l'équation de la rajectoire d’un projec- 
tile lancé sous l’angle œ dans le sens positif de l'axe Oz. Le mouvement du 
projectile est la superposition de deux mouvements: d’un mouvement uniforme 
de vitesse vọ dans la direction du lancement et d’un movement de chute sous 
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l'action de la pesanteur. La position du projectile M sera donc définie à chaque 
instant + par les égalités (fig. 259) : SN E 
Pa z =: Vot COS ©, 


2 


P E 
y =t a z: 


Ce sont les équations paramétriq es:de la trajectoire (le paramètre- est le temps). 
Eliminant ż, on trouve l'équation de la trajectoire sous la forme: 
x i H E Ed SES gr? , h A i 
y= tga 2v8 cos? a ” 
enfin, introduisant les notations tg æ = k, . = a, on. obtient: 
0 
y = ke — ar? (1 + K). (8) 


C'est l'équation de paraboles passant par l'origine, d'axes verticaux et de bran- 
ches tournées vers le bas. On obtient différentes trajectoires en faisant varier k. 


Fig. 258 Fig. 259 


L’équation (8) est donc l'équation d’une famille de paraboles à un paramètre, 
qui sont les trajectoires des projectiles lancés sous différents angles œ et avec 
une vitesse initiale donnée v, (fig. 260). 
Cherchons l’enveloppe de cette famille de: paraboles. : z z 
Dérivons les deux membres de l'équation (8) par rapport à k, on obtient: 


z — 2akx? = 0. (9) 
Eliminons k des équations (8) et (9), on obtient: ` 


pds 


4a 
C’est l'équation d’une parabole de sommet au point (o, 7 ) et-dont l'axe 
est Oy. Elle n’est pas un lieu de points singuliers (les paraboles (8) n'ont pas de 
points singuliers). Ainsi, la parabole 
Y=7, — 4% 


4a 


est l'enveloppe de la famille de trajectoires. On l'appelle la parabole de 
sûreté, car la région se trouvant en dehors de cette parabole est hors de por- 


tée des projectiles lancés avec la vitesse. initiale vo. 
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Exemple 5. Trouver l'enveloppe de la famille de paraboles semi- 


p — (z — C} = 0. 


cubiques 


Fig. 260 
Solution. Dérivons l'équation donnée par rapport au paramètre C: 
2(t—C)=0. 


On obtient en éliminant le paramètre C des deux équations 
y = 0. 


Lieu géométrique [des points singuliers” í 


Fig. 261 


L'axe Oz est un lieu géométrique des points singuliers (des points de rebrous- 
man de promise espèce) (fig. 261). En effet cherchons les points singuliers 
de la courbe 


x» — (z — C} = 0, 
C étant fixé. On trouve en dérivant par rapport à z et y: 


Fg = — 2 (z.— C) = 0; 
Fj = 3 = 0. 


Résolvant les trois dernières équations on trouve les coordonnées du point 
singulier: z = C, y = 0; par conséquent chaque courbe de la famille a un 
point singulier sur l'axe Oz. 

Les points singuliers décrivent l’axe Ox tout entier lorsque le paramètre 
C varie d’une manière continue. 

Exemple 6. Trouver l'enveloppe et le lieu géométrique des points 
singuliers de la famille i 


(y—Cy LÀ (z—C}=0. (10) 


50 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH. XIII 


` 


Solution. Dérivant par rapport à C les deux membres de l'équation 
(10), on trouve : = 


—2(u—0)+$ 3 (1—0) =0 


ou P . 
y — C — (z — C} = 0. (11) 


Fig. 262 E Fig. 263 


Eliminons maintenant le paramètre C de l'égalité obtenue (11) et de l'équation 
(10) de la famille. Substituons l'expression 


y—C=(z— C? 
dans l'équation de la famille, on obtient: 
(&— C0 À (e— 020 
ou 
(z—0)8 [e-0-4]-=0 ; 
. 58) | 


on obtient ainsi deux valeurs de C, auxquelles correspondent deux solutions 
du problème proposé. 


Première solution : if; Deuxième solution : 
2 
C=x; Csa ; 
on déduit donc de l'égalité (11) : on déduit donc de l'égalité (11) 
: 
y—x—(x— x) =0 yat |2245] —0 
ou ou 
2 
y=z y=1—7 
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Nous avons obtenu deux droites: y = x et y = z — + La premiere droite est 


le lieu des points singuliers et la seconde l'enveloppe (fig. 262). 


Remarque 2. Nous avons démontré au § 7, ch. VI que 
les normales à une courbe étaient en même temps les tangentes à la 
développée de cette courbe. Par conséquent, la famille des normales 
à une courbe donnée est en même temps la famille des tangentes à sa 
développée. On voit donc que la développée d'une cour- 
be est l'enveloppe de la famille des nor- 
males à cette courbe (fig. 263). 

Cette remarque permet d'indiquer encore une méthode pour la 
recherche de la développée : on trouve l'équation de la développée 
d’une courbe en définissant préalablement la famille des normales 
à cette courbe, puis en cherchant l'enveloppe de cette famille. 


$ 12. Solutions singulières des équations différentielles 
du premier ordre 


Supposons que l'équation différentielle 


d 
F(z, yY, 3) =0 (4) 
ait pour intégrale générale 
® (x, y, C) = 0. (2) 


Supposons que la famille de courbes intégrales de l'équation (2) 
ait une enveloppe. Montrons qué cette enveloppe est également une 
courbe intégrale de l'équation différentielle (1). 

En effet, l'enveloppe est tangente en chacun de ses points à une 
certaine courbe de la famille, c'est-à-dire qu'elle a en ce point une 
tangente commune avec la courbe. Par conséquent, en chaque point 
de l'enveloppe, les quantités x, y, y’ sont les mêmes pour l'enve- 
loppe et pour la courbe de la famille. 

Or pour la courbe de la famille les quantités x, y, y” vérifient: 
l'équation (1). Il en résulte que l’abscisse, l'ordonnée et le coeffi- 
cient angulaire de chaque point de l'enveloppe vérifient aussi cette 
même équation, ce qui signifie que l'enveloppe est une courbe inté- 
grale et que son équation est une solution de l'équation différen- 
tielle donnée. 

Mais l'enveloppe n'étant pas en général une courbe de la famille, 
son équation ne peut être déduite de l'intégrale générale (2) en parti- 
cularisant C. On appelle solution singulière d'une équation diffé- 
rentielle toute solution non déduite de l'intégrale générale en par- 
ticularisant C, et ayant pour graphe l'enveloppe de la famille de 
courbes intégrales contenues dans la solution générale. | 


r 
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Supposons, connue l'intégrale générale 
® (x, y, C) = 0; 


éliminant C de cette équation et de l'équation Dc (z, y, C) = 0, 
on obtient une équation y (x, y) = 0. Si cette fonction vérifie l’équa- 
tion différentielle (mais n'appartient pas à la famille (2)), c'est une 
intégrale singulière.. ns AS 
Remarquons qu'il passe au moins deux courbes intégrales par 
chaque point de l'intégrale singulière, c.-à-d. que l'unicité 
de la solution est violée en chaque point 
d'une intégrale singulière. | | 
Notons que le point dans lequel est violée l'unicité de la solu- 
tion d’une équation différentielle, c’est-à-dire le point par lequel 
passent au moins deux courbes intégrales, s'appelle point singulier *). 
Par conséquent, toute solution singulière est constituée de points 
singuliers. 
Exemple. Trouver la solution singulière de l'équation 
ÿ (1 + y?) = R. (*) 
Solution. Trouvons son intégrale générale. Résolvons l'équation par 
rapport à y’: 
dy VRI— y? 
dx y 
On trouve en séparant les variables 
y dy 
——— = ds. 
EVR-ÿ 
On déduit I’ ntégrale générale par intégration: 
(@— CP + = R. 
it la famille de courbes intégrales est la famille de cercles de rayon R 
et ne late des äbscisses. L’enveloppe de cette famille de cercles est donnée 


droites y = + R. , 
y Le fonton y 2 + R vérifient l'équation différentielle (*): Elles repré- 


sentent les intégrales singulières. 
§ 13. Equation de Clairaut 


Considérons l'équation suivante 
dy dy \ 
y=sr + Ÿ (+) (1) 


*) Les points frontières du cos a aien dè la solution sont, égale- 
f és points singuliers. Tout point intérieur du domaine par lequel passe 
Me ee nidio be intégrale de l'équation différentielle s'appelle point 


ordinaire. 
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appelée équation de Clairaut. Elle s'intègre en introduisant un 
paramètre auxiliaire. Posons, en effet, a = P; l'équation (1) prend 
la forme 
y = zp + Ÿ (p). (1°) 
Dérivons tous les termes de cette dernière équation par rapport 
à x, ayant en vue que p =% est fonction de z: 
d + d 
p=13r PHY (P) i 
ou 
; d 
[z+ (p) 5 =0. 


Annulons séparément chaque facteur, on obtient : 


d 
<=0 (2) 
et 
z +y (p) = 0. (3) 


1) L'intégration de (2) donne p = C (C = const). Substituant 
cette valeur de p dans l'équation (1’), on trouve son intégrale géné- 


rale 
y = xC +4 (C) (4) 


qui représente, du point de vue géométrique, une famille de 
droites. 

2) Tirons p de l'équation (3) en tant que fonction de x et substi- 
tuons-la dans l'équation (41); on trouve 


y = qp (x) + [p (2) (17) 
qui, comme nous allons voir, est une solution de l'équation (1). 
En effet, on trouve en vertu de (3): 

d 1 Ì 

T= p++ (p) E =p- 
Par conséquent, on obtient une identité lorsqu'on substitue la fonc- 
tion (1”) dans l'équation (1): 

zp + (p) = xp + 4 (p). 


La solution (1”) ne peut pas être obtenue à partir de l'intégrale 
générale (4) en particularisant C. C’est une solution sin- 
gulière; on l'obtient en éliminant le paramètre p des équations 


y =p +4 p).\ 
z +" (p) = 0 
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ou, ce qui revient au même, en éliminant C dans les équations 


E (CO) = 0. 


On voit donc que la solution singulière de l'équa- 
tion de Clairaut est l'enveloppe de la fa- 
mille de droites défi- 
nies par l'intégrale géné- 
rale (4): 


Exemple. Trouver les intégrales 
générale et singulière de l'équation 


dy 
_ dy. a ir 
VERSET + — a aie 
i+ (5) 
Solutions 
particulières Solution. On obtient l'intégrale 
; dy 
générale en remplaçant Ir Pa C: 
aC 
: Í y= zC N a 
Fig. 264 T VI+ 


Pour obtenir la solution singulière, dérivons cette dernière équation par 

rapport à C: 

a 

DH ——— = 
MATE LE 


On obtient la solution singulière (l'enveloppe) sous forme paramétrique 
(C étant le paramètre) : 


sites 
BEC 
__acs 
ER 


Eliminant le paramètre C on trouve la dépendance entre z et y. Elevons chacu- 
ne de ces équations séparément à la puissance 2/3 et ajoutons membre à membre, 
on obtient la solution singulière sous la forme 


als + y/3 = a?/s. 


C’est une astroïde. Toutefois l'enveloppe de la famille de droites (et donc la 
solution singulière) n’est pas représentée par l’astroïde tout entière mais par 
sa moitié de gauche (car les équations paramétriques de l'enveloppe montrent 
que z< 0) (fig. 264). : 
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$ 14. Equation de Lagrange 


On appelle ainsi une équation de la forme 
y = xp (y) +4 (y), (1) 


où et 1 sont des fonctions données de r; 


Cette équation est linéaire par rapport à x et y. L'équation de 
Clairaut, examinée au paragraphe précédent, est un cas particulier 
de l’ équation de Lagrange lorsque ọ (y') = LÉ Tout comme l’équa- 
tion de Clairaut, l'équation de Lagrange s'intègre en introduisant 
un paramètre auxiliaire p. Posons 


y =p; 
l'équation proposée prend alors la forme 
y = xọ (p) + Y (p). (1) 


On obtient en dérivant par rapport à z: 


p=9(p)+leg (p) +W (p)1 SE 


ou 
p—ọ (p) = [zg (P) +Y (p)] 2e . (1°) 


On trouve d'emblée certaines solutions de cette équation, car 
elle devient une identité pour toute valeur constante p = po véri- 
fiant la condition 

o — P (Po) = 0. 


En effet, lorsque p est constant, on a 


l'équation (1”) s’annulent. 
La solution correspondant à chaque valeur de p = po, c.-à-d. 


Z= Po, est une fonction linéaire dez (étant donné que la 


PES AE À F ART ES 
dérivée 5 n’est constante que pour les fonctions linéaires). Pour 


trouver cette fonction, il suffit de substituer dans l'égalité (1) 


la valeur P = po: 
y = xp (po) + Ÿ (po). 


Si cette solution ne peut être déduite de la solution générale en parti- 
cularisant. la constante arbitraire, c'est une solution sin- 
gulière. 
Trouvons à présent la solution gén é rale. Ecrivons 
à cet effet l'équation (1”) sous la forme 
dz g’ (p) p (p) 


Zp p-p PpP) 


L= = 0 et les deux membres de 
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et considérons z comme fonction de p. L'équation obtenue est alors 
une équation différentielle linéaire par rapport à la fonction x (p). 
On trouve en la résolvant i 


z = o (p, C). (2) 

Eliminant le paramètre p des équations (1) et (2), on obtient 

l'intégrale générale de l'équation (1) sous la forme 
® (x, y, C) = 0. 


Exemple. Soit l'équation 


| y = ay? + y? (1) 
Posons y’ = p, on obtient i 
y = ap + p°. a) 
Dérivons par rapport à z, on obtient: 
d n 
p=pP +rep +2) E a”) 


Trouvons les solutions singulières. Etant donné que p = p 
lorsque pọ = 0 et pı =1 on aura pour solutions les fonctions (voir (I’)): 


y = xe02 + 0, c.-à-d. y = 0 


y=r+141. 


On saura si ces fonctions sont des solutions particulières ou singulières 
après avoir trouvé l'intégrale générale. Pour trouver l'intégrale générale écri- 
vons l'équation (I”) sous la forme 


et 


et considérons z comme fonction de la variable indépendante p. Intégrons 
l'équation linéaire (relativement à x) obtenue, on trouve: 


C2 
(p—1)2 * 


Eliminant p des équations (I’) et (II) on obtient l'intégrale gé- 
nérale: . 
y = (C+ Vz F 1. 


L'équation proposée a pour intégrale singulière: 
y = 0, 


z=—1+ (1) 


étant donné que cette solution ne résulte pas de la solution générale en particu- 
larisant C. 

Quant à la fonction y = x + 1, elle n’est pas une solution singulière, 
nu wog solution particulière; elle se déduit de la solution générale en posant 


§ 15. Trajectoires orthogonales et isogonales 


` 


Considérons une famille de courbes à un paramètre 
D (z, y, C) =0. (1) 
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On appelle trajectoires isogonales les courbes coupant toutes les 
courbes de la famille donnée (1) sous un angle constant. Si l’on a un 
angle droit, ces courbes sont alors des trajectoires orthogonales. 


Trajectoires orthogonales. Cherchons l'équa- 
tion des trajectoires orthogonales. Ecrivons l'équation différentielle 
de la famille de courbes donnée, en éliminant le paramètre C des 


équations 
D (x, y, C) =0 
et 
0D , ôO dy 
Ze Ta de 0 
Soit 
d , 
F (2, y, 5) =0 (1) 


cette équation différentielle. Ay est ici la pente de la tangente au 


point M (x, y) à la courbe correspondante de la famille. Etant 

donné que la trajectoire orthogo- 

nale passant par le point M (x, y) 

est perpendiculaire à la courbe cor- 
2 dyr 


respondante, sa pente q St liée à 
pi par la relation (fig. 265) 
dy _ 1 
D (2 
dz 


Substituant cette expression dans 
l'équation (1’)et omettant l'indice T, 
on obtient une relation entre les coor- 
données d'un point arbitraire (x, y) Fig. 265 
et la pente de la trajectoire orthogona- 
le en ce point, c.-à-d. l'équation différentielle 
des trajectoires orthogonales 


1 
de Y, =p (3) 
dx 
L'intégrale générale de cette équation 

M (x, Y, C) =0 


représente la famille de trajectoires orthogo- 


nales. 
Les trajectoires orthogonales se rencontrent, par exemple, lors- 
qu’on étudie l'écoulement plan d’un fluide. 
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Considérons le mouvement plan d’un fluide tel que le vecteur 
vitesse v (x, y) du courant soit défini en chaque point du plan Oxy. 
Si ce vecteur ne dépend que de la position du point et non du temps, 
on dit que le mouvement est stationnaire. Nous allons considérer 
un tel mouvemèént.. En outre, nous supposerons qu'il existe un 
potentiel de vitesses, c.-à-d. une fonction u (x, y) telle que les 
projections du vecteur v (x, y) sur les axes de coordonnées v, (x, y) 
et v, (x, y) soient les dérivées partielles de 
cette fonction par rapport à x et y: 


ðu ðu 
ga Va gy Vu (4) 


Les courbes de la famille 
u (z, y) =C (5) 


sont appelées lignes de niveau 
ou lignes équipotentielles. 
Les courbes dont la tangente en chaque 
point est confondue avec le vecteur v (x,y) 
Fig. 266 sont appelées lignes de cou- 
rant; elles matérialisent les trajectoires 
des particules en moùvėment. 
Montrons que les lignes de courant sont les trajectoires ortho- 
gonales de la famille de lignes équipotentielles (fig. 266). 
Soit p l'angle formé par le vecteur vitesse v et l'axe Or. On 
a, en vertu des relations (4), 


ðu (z, y) 
GEJ 


ðu (z, y) 


=]v]cosp; 2G 


=|v}sinp; 


d’où l’on déduit la pente de la tangente à la ligne de courant 
ĝu (2, y) 
ô : 
en (6) 
GEJ 


On obtient la pente de la tangente à la ligne équipotentielle 
en dérivant la relation (5) par rapport à x: 


ðu , ðu dy 


d'où : 
ðu 
dy 0x 
da (7) 
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Par conséquent, la pente de la tangente à la ligne équipotentielle 
est l'inverse changé de signe de la pente de la tangente à la ligne 
de courant. 

Il en résulte que les lignes équipotentielles et les lignes de cou- 
rant sont orthogonales. 

Dans le cas d’un champ électrique ou d'un champ magnétique, 
les trajectoires orthogonales de la famille de lignes équipotentielles 
sont les lignes de force du champ. 


Exemple 1. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de 
paraboles 


y = Cri. 


Fig. 267 
Solution. Ecrivons l'équation différentielle de la famille 
y' = 2Cr.. 
On obtient en éliminant C : 
l'AS 
y s’ 
Remplaçant dans cette égalité y’ pa en on obtient l'équation différen- 
tielle de la famille de trajectoires orthogonales 
1 2 
yy a 


ou 
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Son intégrale générale est 


Par conséquent, les trajectoires orthogonales de. la famille de parabolés 
donnée forment une famille d’ellipses de démi-axes a = 2C, b = CVZ (fig. 267). 


. Trajectoires isogonales. Supposons que les tra- 
jectoires coupent les courbes d’une famille donnée sous l'angle «. 
Posons tg œ = k. 


La pente À tg q (fig. 268) de la tangente à la courbe de la 


dyr 


famille et la. pente Tz 


= tgp de la tangente à la trajectoire isogo- 
nale sont reliées par la relation 


tgeyp— tga 
tzp=te (p-a = Ere 
c.-à-d. que 
Är 
dy iz E (2°) 
jà de dyr 4 ` 
Fig. 268 k-s T 


Substituant cette expression dans l'équation (1) et omettant 
l'indice T, on obtient l'équation différentielle des trajectoires isogo- 
nales. | 


Exemple 2. Trouver les trajectoires isogonales de la famille de droites 
y = Cr. (8) 


On suppose que ces droites sont coupées sous l'angle œ, et on posera tg a = k. 
Solution. Ecrivons l'équation différentielle de la famille de droites. 
Dérivons l'équation (8) par rapport à z: 


Par ailleurs, on déduit de la même équation 


C=}. 
T 


L'équation de la famille de droites est donc 
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On obtient l'équation différentielle des trajectoires isogonales en se 
servant de la relation (2') 


y 
dy k+ 
ny ` 
1—k3 
On obtient l'intégrale générale en intégrant cette équation homogène : 


Log VF = i arc tg Z +LogC, (9) 


Fig. 269 


telle est la famille de trajectoires isogonales. Pour voir quelles sont les 
courbes de cette famille, passons en coordonnées polaires : 


Letep:s Var. 
On obtient en substituant ces expressions dans (9) 
Log p= 1 p+LogC 


ou 
2.. 
p= Ce}. f 
On voit que la famille de trajectoires isogonales est composée de spirales logari- 
thmiques (fig. 269). 
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$ 16. Equations différentielles d'ordre supérieur à un 
(notions générales) 


Comme nous l'avons indiqué plus haut (voir $ 2), on peut écrire 
symboliquement une équation différentielle d'ordre n sous la forme 


F (x, Y, y’, y”, .. y™) =0 (1) 
ou encore, si elle se résout par rapport à la dérivée d'ordre n, 
y™ =f (x, Y, y’, Yrsa y™-9). (1°) 


Dans le présent chapitre, nous ne considérerons que des équations 
résolubles par rapport à la dérivée d'ordre le plus élevé. On a pour 
ces équations un théorème d'existence et d'unicité de la solution 
analogue à à celui des équations du premier ordre. 

Théorème. Si dans l'équation 


y™ = f (q, Y, y 9 +. ym-9) 


la fonction Í (2, Y, y, ..., Y7) et ses dérivées partielles par 
rapport à y, Y’, ..., y9 sont ee dans un certain domaine 
contenant les valeurs x = To, Y = @-1 = y, 


» Y 0: 
il existe une solution et unè ie. Des = y (x). ‘de T'équation vérifiant 
les conditions 


Ya=xo = Yo (2) 


y) = yD 
qui sont appelées les conditions initiales. La démons- 
tration. de ce théorème sort du cadre de ce livre. 

- Si l'on considère une équation du second ordre y” = f (x, y, y’), 
les conditions initiales de la solution pour x = x, seront 

Y=yYn Y= 

où To, Yo, yg sont des nombres donnés. Le sens géométrique de ces 
conditions est le suivant : il passe par le point donné du plan (To, Yo) 
une seule courbe dont la pente de la tangente en ce point est y. 
Il en résulte que si l'on se donne différentes valeurs de y;, le point 
£o, Yo étant fixe, on obtient autant de courbes intégrales de pentes 
différentes passant par le point donné. 

Introduisons maintenant la notion de solution générale d’une 


équation du n-ième ordre. 
Définition. On appelle solution générale d'une équation 


différentielle du n-ième ordre une fonction 
y = ® (z, Ci, Ca .. op Ca)» 
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dépendant de n constantes arbitraires Ci, C2, ..., Cn, telle que: 
a) elle vérifie l’é équation quelles que soient les valeurs des cons- 
tantes Ci, Co, . . .…, Chn; 
b) les conditions initiales étant données : 


Y x=xo = Yo: 
Yx=xo = Y0, 
1 -4 
yeo = yf X 
on peut choisir les constantes C4, C2, . .., Cn de sorte que la fonc- 


tion y = ọ (z, Ci, Co, . . ., Cn) vérifie ces conditions (on suppose 
que les valeurs. initiales zo, .Yo, Yo, . . ., yf” appartiennent au 
domaine d'existence de la solution). o 

Une relation de la forme ® (z, y, Ci, Co, ..., Cn) = 0, défi- 
nissant la solution générale impliċitement, est appelée l'intégrale 
générale de l'équation différentielle proposée. 

Toute fonction se déduisant de la solution générale, en concréti- 
sant les valeurs Ci, Co, . .., Cn, est une solution particulière. 
La courbe représentative d'une solution particulière est une courbe 
intégrale de l'équation différentielle donnée. 

Résoudre (intégrer) une équation différentielle d'ordre n, c’est: 

1) trouver sa solution générale (si les conditions initiales ne sont 
pas données) ou 

2) trouver la solution particulière de l'équation satisfaisant aux 
conditions initiales (s'il y en a). | 

Nous donnons dans les paragraphes suivants des méthodes de 
résolution de différentes équations du #-ième ordre. 


$ 17. Equation de la forme y() = f (x) 
L'’équation la plus simple du #-ième ordre est de la forme 
y™ = f (x). (1) 
Trouvons son intégrale générale. 


. Intégrons par rapport à x les deux membres de l'équation. On 
obtient, en prenant en considération que y™® = (y®-9Y: 


yen = f f(z)dz+ Ci, 
xo | 


où x, est une valeur arbitraire fixe de x et C, une constante d’inté- 
gration. 
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Intégrons encore une fois: 


y"-»= [fr (z) de) de + Ci (£ — 20) + C». 


Continuant ainsi, on obtient (après n intégrations) l'expression de 
l'intégrale générale 


= | je | iade... dr + AE à 
xo xo 


(z — zx) 2. CA. 
+C- (n= 2) +... +E. 
Pour trouver la solution particulière vérifiant les conditions ini- 
tiales | 
; ; (n-i n-i; 
Yx=xo = Y0; Yx=xo Yo CEE y) = yf n 
il suffit de poser Ee a 
Tn | Cr = Yo; Cn4= y) cr C1= yo”. 
Exemple 1. Trouver l'intégrale générale de l'équation 
-y" = sin (kz) | 
et la solution particulière satisfaisant aux conlitions initiales 
Yx=0 = 0 Yr=o = 1+ 
Solution. 


x 
j 8 kz —1 
y'= f sin krdr+ C= -AET EC, 
0 


x x 

cos kz—1 EA 4 

PES | (a+ | Ci dr + Ce 
0. 0 


ou 


sinkx x 
y=- ++ Cir+ Cr 
Telle est l'intégrale générale. Pour trouver la solution particulière satis- 
faisant aux conditions initiales données, il suffit de déterminer les valeurs cor- 
respondantes de Ci et C2. S i 
On déduit de la condition y,=0 = 0 C2 = 0. 
On déduit de la condition y= = 4 C1 = 1. 
Par conséquent, la solution particulière cherchée s'écrit 
sin kz 


7A +z (4+) k 


On rencontre des équations différentielles de ce genre en théorie de la 
flexion des poutres. 
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Exemple 2. Considérons une poutre prismatique fléchissant sous 
l'action de forces extérieures, aussi bien réparties que concentrées. Menons l'axe 
Ox horizontalement, confondu avec l'axe de la poutre avant sa déformation, et 
Oy verticalement vers le bas (fig. 270). 

Toute force agissant sur la poutre (par exemple, la charge, la réaction des 
appuis) a un moment par rapport à une section transversale de la poutre qui 
est égal au produit de la force par la distance entre le point d'application dela 
force et la section considérée. La somme 
M(x) des moments de toutes les forces 
appliquées d'un même côté de la section 
d'abscisse x est appelée moment flé- 
chissant de la poutre par rapport à la sec- 
tion donnée. On démontre dans les cours 
de résistance des matériaux que le mo- 
ment fléchissant d'une poutre est 


EJ 
aor 
où E est le module d’'élasticité, qui dé- Fig. 270 


pend du matériau, J le moment d'inertie 

de la section transversale de la poutre par rapport à l’axe horizontal passant 
par le centre de gravité de cette section, R le rayon de courbure de l'axe de la 
poutre courbée, dont l'expression est donnée par la formule ($ 6, chap. VI) 


PRET LS 
FAI 
Par conséquent, l'équation différentielle de l'axe courbe de la poutre 
s'écrit 
l n Ma 
TE 4 


Si l'on admet que les déformations sont petites et que les angles entre les 
tangentes à l'axe de la poutre et l'axe Ox sont petits, on pourra négliger la 
quantité y’? qui est le carré de la petite quantité y’ et poser 

Rec, 
g y ` 


L’équation différentielle de la poutre fléchie devient alors 


y . (2°) 


C'est une équation de la forme (1). 

Exemple 3. Une poutre est encastrée par son extrémité O et une force 
P agit verticalement à l'extrémité L à la distance Z de la section d'encastrement 
(fig. 270). On négligera le poids de la poutre. 

Considérons la section au point N (x). Le moment fléchissant par rapport 
à la section N est dans le cas donné 


M (z) = (l — x) P. 


L'équation différentielle (2') devient 
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‘Conditions initiales: la déflexion y est nulle lorsque z = 0 et la tangente à 
l'axe de la poutre courbée est confondue avec l’axe Oz, c.-à-d. 


Yx=0 = 0, .Y%=0 = 0. 
On trouve en. internt a 


P z3 
| VZET (+). 9 
Notamment, la formule (3) définit la flèche % à lextrémité L: 


_ PẸ 
R=V 2 SET 


$ 18. Quelques types d'équations différentielles du second ordre 
se ramenant à des équations du premier ordre. 
Problème de la deuxième vitesse cosmique 


L Equations de la forme 
| y dy 
a | (z, +) (1) 
ne contenant pas explicitement la fonction incon- 
nue y. 
Solution. Désignons la dérivée c par p: =p. On aura 
dy _ dp 
dz ° | 
Substituant ces expressions des dérivées dans l'équation (1), on 
obtient une équation du premier ordre 
(x, P)» 


où p est la fonction inconnue de x. On obtient par intégration sa 
solution générale 
P =P (z, Ci), 


puis l'on déduit de la relation - = p l'intégrale générale de l’équa- 
tion (1): 
= fr (x, Cı) dz + Co- 


Exemple 1. Considérons l'équation différentielle de la chaînette 


(voir § 1) 
dy 4 74 dy \2 
sit): 


Posons 
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on a 
Py _ ip 
dx? dz 


et on obtient une équation différentielle du premier ordre par rapport à la 
fonction auxiliaire p(z) : 


dp _ 1. à 
Fe AL 
Séparons les variables : 
äp _ d 
VI+ e’ 
d'où 
Log (P+ VIH = ++ Cu 
T 
p=sh (2+ G). 
Mais comme p = & , cette dernière relation est une équation différentielle 


portant sur la onction inconnue y. On obtient en l'intégrant l'équation de la 
chaînette (voir § 1) 


y =a ch (2+ c) + Co. 


. Trou ons la solution particulière satisfaisant aux conditions initiales 
suivantes: 
Yx=0 5 ‘a. 
Yx=0 = 


La première condition donne C = 0, la seconde C, = 0. On obtient finalement : 


y=ach (£) 3 
Remar q ue. On intègre d'une manière analogue l'équation 
y™ = f (z, y9). 


Posant y(®-1 = p, on obtient pour déterminer p une équation 
du premier ordre : 


LT p). 


Déterminant p en fonction de x, on déduit y de la relation 
y"-1)= p (voir § 17). 


I. Equations de la forme 


T= (n T) (2) 
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ne contenant pas explicitement la varia- 
ble indépendante x. Posons à nouveau 

dy 2 

Fe (3) 


mais nous considérerons maintenant que P est fonction de 
y (et non de x, comme auparavant). On aura 

By = 2p dy __ åp 

der dr dy dr dy ?* 


Substituant dans l’é équation (2) les expressions 4. et a ; 


obtient une équation du premier ordre portant sur la fonction 
auxiliaire p: 


on 


pi (y, p). (4) 


On trouve, en l'intégrant, p comme fonction de y et d'une constante 
arbitraire Ci: 


Fee A p = p(y, Ci). 
Substituant cette expression dans la relation (3), on trouve une équä- 
tion différentielle du premier ordre relativement à la fonction y de x: 


- 4 
=p (v; Ci). 
On trouve en séparant les s 


ay 
P (y , C1) … dak 
L'intégration de cette équation fournit l'intégrale générale de l’ équa- 
tion proposée: 
D (z, Y, Ci Ca) = 0. 


r Exe emple 2. Trouver r intégrale générale de l'équation 
5 
3y"=y °. 


Solution. Posons Ha p et considérons p comme fonction de y. Ona 
‘alors y"— p et on obtient une équation du premier ordre où la fonction 


inconnue est p: 


On trouve en intégrant cette équation: 
2, 


=Ci—y à où p= Vo—y 28. 
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Mais PR on obtient donc pour y l'équation 


dz d 
1/3, 
+ de ou ee ts nr. 
VAE +V Cy 1 


et on trouve 


Pour calculer cette intégrale, faisons la substitution : 
Cy? —1 =t. 
On a alors 
+ 1 
HD nr: 
1 
1 
dy =3t (2+1)! -7 A dt. 


Par conséquent, 


Eo <@) +: als) 


4 ———— 
=g VO (Cup™? 42). 


On trouve finalement : 


4 RER EE PTE 
2+C= Tg V CWP A (Cy? +2). 
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Exemple 3. Sapoe qu'un point matériel décrive la droite Oz 
sous l’action P une force dépendant seulement de la position. du point. L’'équa- 


tion différentielle du mouvement est 


mZ 
Ta qa TF (e). 


Soit z= zg et n pour i—0. 


Multiplions les deux membres de l'équation par = 


à ż, on obtient : 

1 dz\2 1 

z m (+) D m= f F (x) dz, 
ou 


T (F) [- [rwa] de | = -y mvi = const. 


dt et intégrons de 0 
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. Le premier terme de la dernière égalité représente l'énergie cinétique du 
point matériel et le second son énergie potentielle. Il résulte de l'égalité obtenue 
que la somme des énergies potentielle et cinétique est constante pendant le 


mouvement. 


. Problème du pendule mathématique. Considérons un 
point matériel de masse m se mouvant sous l'action de son propre poids sur une 


circonférence Z dans un plan vertical. Trouvons 
l'équation du mouvement en faisant abstraction 
des forces de résistance (frottement, résistance de 
l'air, etc.). | 

Prenons l’origine des coordonnées au point le 


‘plus bas de la circonférence et dirigeons l'axe Or 


tangentiellement à cette dernière (fig. 271). 
Soient Z le rayon de la circonférence, s la 
longueur de la portion d'arc de l’origine O au 
oint variable M où se trouve la masse m, cet arc 
étant pris avec son signe (s œ> 0 si le point M est à 
droite de O; s < 0 si le point M est à gauche de 0). 
` On se propose de trouver la dépendance entre 
s et le temps t. | 
Décomposons la force de pesanteur mg en ses 
composantes tangentielle et normale. La premiè- 
re, qui est égale à — mg sin p, entraîne le mou- 
vement, la seconde est compensée par la réac- 
tion de la circonférence décrite par la masse m. 


L'équation du mouvement s'écrit donc 


d?s 


ME 


= — mg Sin p. 


; j s x es 
Comme on a pour la circonférence p=T, 00 obtient l'équation 


ds 


a S 
g Emy. 


C'est une équation différentielle du type II (car elle ne contient pas explicite- 
ment la variable indépendante t). 
Intégrons-la comme il a été indiqué ci-dessus: 


Par conséquent, 


ou 


donc 


ds _, Ps _dp 
da Pr ar as? 
dp . sS 
Pg melig 
pdp=—gsin tds, 


p?—2gl cos 2 + Cie 


Désignons par so l'élongation maximum du point M. La vitesse du point 


est nulle lorsque s= 50: 
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Ceci permet de déterminer C4: 


0—2gl cos + + Ci 


d'où 
Ci= —2gl cos. 
Par conséquent, 
ds \? s So 
CRE salt) E > —cos © 
P (+) 281 (cos $ cos à.) 


ou, en appliquant à cette dernière relation la formule relative à la différence 
de cosinus : 


ds \2 | S+S0 :. So—s 
T) =4gl sin —5y sin 3? (5) 
ou *) 
ds _ -S+S So—s 
T7? Vel 1/ sin 7 sin "x (6) 
C'est une équation à variables séparables. Séparons les variables : 
d. — 
i =2 V gi dt. (7) 


. S+S0 : So —S 
y sn 7 -a 
Nous supposerons pour l'instant que s -£ sọ, de sorte que le dénominateur de 
la fraction n’est pas nul. Si l'on suppose que s=0 lorsque ż=0, on aura de 
l'égalité (7) 
c d 
s — 
—n E2 Vz lt. (8) 
ò y si SEs sin 0 
21 21 


Cette égalité donne la dépendance entre s et ż. L'intégrale de gauche ne s'expri- 
me pas au moyen des fonctions élémentaires. Il en est de même de s comme fonc- 
tion de ż. Considérons le problème posé approximativement. Nous supposerons 
que les angles $? et _ sont petits. Les angles Se et ST Ž ne seront pas 


supérieurs à 2. Remplaçons dans l'équation (6) les sinus par les angles : 


ou 
ds Hn 
Em € Vas. (6) 


*) Nous prenons le signe plus devant le radical. 11 découlera de la remar- 
que faite à la fin de ce problème qu'il n’y a pas lieu d'examiner le cas du 
signe moins. 


1 
(A 
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Séparons les variables, on obtient (en supposant provisoirement que s Æ so) 


ds =y £ A 
yV te 1) 


Nous supposerons de nouveau que s=0 lorsque ¿=0. On obtient en intégrant 
cette équation : 


sS — 
ds 
|y + (8) 
V sġ— s2 l 
ou.. 
A à 
arc sin +=] £a 
; so L 
d'où f i 


Siso sin A t. (9) 


Remarque. Nous avons supposé jusqu’à présent s sọ. Mais on peut 
s'assurer en substituant directement que la fonction (9) est solution de l'équa- 
tion (6) quel que soit ż. . ee. à | 

Rappelons que la solution (9) est une solution approchée de l'équation (5), 
nd € donné quo nous avons remplacé l'équation (6) par l'équation appro- 
chée (6). 

L'égalité (9) montre que le point M (que l’on peut considérer comme l'ex- 
trémité du pendule) accomplit des oscillations harmoniques de période T = 


= y E. Cette période ne dépend pas de l'amplitude de l'oscilla ion sọ. 


Exemple 4. Problème de la deuxième vitesse cosmique. 

Déterminer la vitesse avec laquelle il faut lancer un corps verticalement 
vers le haut pour qu'il échappe à l'attraction terrestre. On négligera la résistan- 
ce de l'air. 

Solution. Désignons les masses de la Terre et du corps respectivement 
par M et m. En vertu de la loi d'attraction newtonienne la force f sollicitant 


lo corps m. est | 
M.m 


TR ea 


où r est la distanco entre le centre de la Terre ct le centre de gravité du corps 
lancé, k est la constante de gravitation universelle. 
L'équation différentielle du mouvement du corps de masse m est 
dr k M-m 


ngam ia 
ou a2 M 
F Pi 
de re (10) 


. Nous avons pris le signe moins parce que l'accélération est ici négative. 
L'équation différentielle (10) est une équation de la forme (2). Nous la résou- 
drons en prenant pour conditions initiales: 


pour t=0 r=R, = Vo 
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R est ici le rayon de la Terre et w la vitesse de lancement. Introduisons 
les notations 
dr dr dv dv dr dv 


a7” GR & dr à ‘dr! 
v étant la vitesse du mouvement. On obtient en substituant dans l’équa- 
tion (10): 


Séparons les variables : 
v dv = — kM a i 
r 


On obtient en intégrant cette équation 


-y2 1 ; 
Déterminons C4 de la condition que v=vo à la surface de la Terre (r= R) 
2 4 f 
RAM gti 
ou 
kM vè 
ARR e 
Substituons la valeur de C; dans l'égalité (11): 
v2 1 kM vè 
Pa 
ou 
v o 1 v kM 


Or, la vitesse du corps doit être constamment positive (elle ne s'annule pas), 
donc 5 > 0. Comme la quantité ta devient arbitrairement petite lorsque r 


2 
Sousse ss. D > 4 
croît indéfiniment, la condition —- > 0 aura lieu pour tout r seulement si 


v kM: 
D Re (13) 
ou 
2kM 


V9 > TR . 
On a donc pour la vitesse minimum 
2kM (42) 


vo = TR ! 


R 


cm3 
g-s? ? 


R = 63-107 cm. 


k= 6,66. 10-8 
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A la surface de la Terre, r = R, l'accélération de la force de pesanteur est g 
( = 981 S) Ceci étant, on déduit de légalité (10) 


M 
=k Fa 
ou e 
=E 
; MST 
Substituant cette valeur de M dans la formule (14), on obtient : 


vo = V R= 2080-68-10 m 14,2.405 E 11,2 D. 


§ 19. Intégration graphique des équations différentielles 
du second ordre 


Voyons. quelle est l'interprétation géométrique d'une équation 
différentielle du second ordre. Soit l'équation 


y" = f(x, Y, y’). (1) 


Désignons par ọ l'angle formé par la tangente à la courbe avec l'axe 
positif Ox; on a 

d 

T = tgo. (2) 


Pour expliciter le sens géométrique de la dérivée seconde, rap- 
pelons-nous la formule du rayon de courbure d'une courbe en un 
point donné *) 

R= CHD. 


aF 


y 
D'où 
» U+y2)/2 

g'= EH, 

Or 
y'=tgp; 1+7%—1+tgp—secp; 
’ ; 1 
(1+y a= sec p= ss] , 

par conséquent, 

Y'= RTS qi: (3) 


*) Nous supposions jusqu’à présent que le rayon de courbure était un nombre 
essentiellement positif, mais nous supposerons dans ce paragraphe que 
le rayon de courbure pourra prendre des valeurs tant positives que négatives: 
si la courbe est convexe (y” < 0), nous supposerons le rayon de courbure négatif 
(R < 0); nous le supposerons positif (R œ 0) si la courbe est concave (y” œ> 0). 


$ 191 INTÉGRATION GRAPHIQUE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 75 


Substituant à présent dans l'équation (1) les expressions obtenues 


pour y’ et y”, on aura 


1 
Flog 7I y, tg ọ), 


ou 
1 


Reiras y, tgp) ` 


(4) 
Ce qui montre qu'une équation différentielle du second ordre déter- 
mine la grandeur du rayon de courbure de la courbe intégrale, une 
fois données les coordonnées du | 
point et la direction de la tangente 
en ce point. 

Il résulte de ce qui précède une 
méthode de construction approchée 
d'une courbe intégrale admettant 
une tangente continue *) en cha- 
que point; la courbe est consti- 
tuée d'arcs de cercles. 

Ainsi, supposons que l'on 
doive tracer la courbe intégrale de 
l'équation (1) satisfaisant aux | 
conditions initiales : Fig. 272 


Yx=xy = Yo;  Yz=x, = Yo 
Menons par le point Mo (to, Yo) un rayon MoTo de pente y = 
= tg Po = y, (fig. 272). On déduit de l'équation (4) R = Ro. Por- 
tons au segment MoCo de longueur Ro sur la perpendiculaire à la 
direction MoTo et traçons du point Co pris pour centre un petit 


~ 

arc de cercle MoM, de rayon Ro. Remarquons qu'il faudra reporter 
le segment MoCo du côté convenable pour que l'arc de cercle soit 
convexe vers le haut lorsque Ro < 0 et qu'il soit convexe vers le bas 
lorsque Rọ œQ (voir la note, p. 74). 

Soit ensuite un point M; (z4, y:) sur l'arc de courbe construit, 
suffisamment voisin de Mo, et soit tg q, la pente de la tangente MT, 
à la courbe au point M,. Déduisons de l'équation (4) la valeur R = 
= R, correspondant à M,. Menons le segment M,C, égal à Ri, 
perpendiculairement à A7, et, de C, comme centre, traçons un 


TT 

arc MM, de rayon R,. Prenons ensuite sur cet arc un point 
M: (£2, Y2) voisin de M, et continuons notre construction jusqu’à 
ce que l'on obtienne un morceau de courbe suffisamment grand 
formé d'arcs de cercles. Il résulte de ce qui précède que cette courbe 


*) C'est-à-dire que la pente est une fonction continue de l'arc s. 
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est approximativement une courbe intégrale passant par le: point 
Mo. Il est évident que la courbe construite sera d d’ autant plus. proche 


de la courbe intégrale que les arcs MM oMi, MM Ma, o. seront plus 
petits. 


$ 20. Equations linéaires homogènes. Définitions 
et propriétés générales 


Définition 1. Une équation différentielle d'ordre r est 
dite linéaire si elle est du premier degré par rapport à la fonction 
inconnue y et ses dérivées y’, . .., y(-1), y™, c.-à-d. si elle est 
de la forme | 


ag + ay +... + any = f (x), (1) 


OÙ Gp, Ai, «+ + . An et f (x) sont des fonctions données de x ou des 
constantes, et ay = 0 quel que soit x dans le domaine de définition 
de l'équation (1). Nous supposerons par la süite que les fonctions 
Go, Air + + + An et f (x) sont continues pour toutes les valeurs de x 
et que a = 1 (sinon il suffira de diviser tous les termes par ao). 
La fonction f (x) est appelée le second membre de l'équation. ` 

Si f(x) Æ 0, l'équation est dite non homogène ou encore avec 
second membre. Si f(x) =0, l'équation s'écrit 


y + ayd 4... + a,y = 0 (2) 


et elle est dite homogène ou sans second membre (le premier membre 
de cette équation est une fonction homogène du premier degré par 


rapport à y, y’, y", ..., Y™). 

- Etablissons quelques propriétés fondamentales des équations 
linéaires homogènes, en nous bornant dans les démonstrations aux 
équations du. second ordre. 


Théorème. 1. Si yı et yz sont deux solutions particulières 
de l'équation linéaire homogène du second ordre 


y" + ay’ + ay = 0, (3) 
Ya + yz est aussi solution de cette équation. 


Démonstration. Etant donné que pe et y, sont solu- 
tions de l'équation proposée, on a 


Yi + Gay + ao = 0, } 


H es 4 
Ya + ýa + Goo = 0. 6) 
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Substituant la somme y; + y, dans l'équation (3) et prenant en 
considération les identités (4), on aura 


Ga + Y2)” + a1 (Y1 + Y2) + a2 (y1 +92) = 
= (Y; + UY; + 4241) + (Yz + 4Y + ave) =0 +0 =0, 
ce qui montre que y; + y, est solution de l'équation. 


Théorème 2. Si y, est solution -de l'équation (3) et si C est 
une constante, Cy, est aussi une solution de cette équation. 


Démonstration. Substituant dans l'équation (3) l'ex- 
pression Cy:, on obtient: 


(Cy) +a (Cy) +a (Cy) =C (y + agi + ay) = C0 = 0 ; 
et le théorème est démontré. 


Définition 2. Deux solutions y, et y, de (3) sont dites 
linéairement indépendantes sur le segment [a, b] si leur rapport n’est 
pas constant sur ce segment, c.-à-d. si 


LEN Æ Const. 
Y2 


Sinon, les solutions sont dites linéairement dépendantes. En d'autres 
termes, deux solutions y, et y sont dites linéairement dépendantes 
sur le segment [a, b] s’il existe une constante À telle que 
M= pour a Kz < b. On a alors ġ; = Ày2. 
2 

Exemple 1. Soit l'équation y” — y = 0. On vérifie facilement que 
les fonctions e*, e-*, 3e%, 5e-* sont des solutions de cette équation. Les fonctions 
e* et e-* sont linéairement indépendantes sur tout segment, étant donné que le 


ex : : 
rapport TaS e?* ne reste pas constant lorsque z varie. Les fonctions e¥ et 3e, 
li roe z 8ex 
elles, sont linéairement dépendantes, car ve 3 = const. 


Définition 3. y, et yz étant des fonctions de x, le déter- 
minant 


Yı Y2 
W , == r e 
(Yi Y2) Yi y; 


est appelé le déterminant de Wronski ou wronskien des fonctions don- 
nées. 

Théorème 3. Si les fonctions y; et y, sont linéairement dépen- 
dantes sur le segment [a, b], leur wronskien est identiquement nul sur 
ce segment. 

En effet, si ya = y4, où À = const, y, = Ày; et 


Jy y2 Yi Mi Yi Yı 
W (yi, Y2) = | = 


ef EC 
Yi Ya y, Aya Yi Y, 


= YY, — Y Y2 
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Théorème 4. Si le déterminant de Wronski W (ya, y) 
des solutions y, et y2 de l'équation linéaire homogène (3) n'est pas nul 
en un point x = x, du segment [a, b] où les coefficients de l'équation 
sont continus, il ne s’annule nulle part sur ce segment. 


Démonstration. y; et y: étant deux solutions de r équa- 
tion (3), on a 
Ya t aiya H ay2=0, Yi+ tyi +a = 0. 
Multipliant les termes de la première égalité par y4, ceux de la 
seconde par —yz et ajoutant, on obtient: | 
(gag — YY) + a1 (yays — Vis) = 0. (5) 
Le coefficient de a; dans (5) est le wronskien W (y4, y2) et pré- 


cisément W (y1, Y2) = (yays — yiye). Le premier terme est la dé- 
rivée du wronskien : 


Wi (Yis Ya) = (us — vie) = YY — VU 
Par conséquent, l'égalité (5) s'écrit 
W + aW = 0. (6) 
Trouvons la solution de la dernière équation satisfaisant à la 


condition initiale W |;=:, = Wo. Trouvons d'abord la solution 
générale de l'équation (6) en supposant W 4 0. Séparant les varia- 


bles dans l'équation (6), on obtient — w = — 41 dt. 
On obtient en intégrant 


Log W = — | a dx + Log C 
xo 


ou 


-$ a, dx 


W=Ce % : (7) 


Il est à remarquer que l’on peut écrire la fonction (7) et dire 
qu'elle vérifie l'équation (6), ce dont on peut se convaincre aisé- 
ment par substitution directe de cette fonction dans l'équation (6). 
L'hypothèse W = 0 n'est plus indispensable. La formule (7) est 
appelée formule de Liouville. 
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Déterminons C de sorte que soit vérifiée la condition initiale. 
Portant x = x, dans le premier et le second membre de l'égalité (7) 
nous -trouvons 

Wo — C. 


Par conséquent, la solution vérifiant les conditions initiales 
sera de la forme: ` 


x 
-$ ai dx 


W = Woe xo . (7) 


Par hypothèse W,-£ 0. Il résulte alors de l'égalité (7°) que 
W = 0 quel que soit x, car l’exponentielle ne peut s’annuler pour 
des valeurs finies de la variable. Le théorème est démontré. 


Remarque 1. Si le wronskien est nul pour une certaine 
valeur z = zg, il est alors nul pour toute valeur x du segment consi- 
déré. Ceci résulte directement de la formule (7): si W = 0 pour 
z = To, alors 


(W)z=xo = C=0; 


par conséquent, W = 0 quelle que soit la valeur de la borne supé- 
rieure z dans la formule (7). 


Théorème 5. Si les solutions y, et y de l'équation (3) sont 
linéairement indépendantes sur le segment [a, bl, le déterminant de 
Wronski formé avec ces solutions ne s'annule en aucun point de ce 
segment. 


Démonstration. Avant d'entamer la démonstration fai- 
sons les remarques suivantes. La fonction y = 0 est une solution de 
l'équation (3) sur le segment [a, b], satisfaisant aux conditions 
initiales 

Ya=x) = 0, Yx=x, = 0, 
où x, est un point quelconque du segment [a, b]. En vertu du théo- 
rème d'existence et d’unicité (cf. $ 16) qui s'applique à l'équation 
(3), il résulte que cette équation ne possède aucune autre solution 
satisfaisant aux conditions initiales 


Yx=x = 0, i Yz= xo = 0. 


Toujours du même théorème il résulte que si une solution de 
l'équation (3) est identiquement nulle sur un certain segment ou 
intervalle (æ, $) contenu dans le segment [a, b], cette solution est 
identiquement nulle sur tout le segment [a, b]. En effet, au point 
x = $ (et au point x = à) la solution satisfait aux conditions ini- 
tiales 


Yx=8 = 0, Yz=ß = 0. 
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Par conséquent, . d'après le théorème d'unicité elle est nulle dans 
un ‘certain intervalle p — d< x< fP + d, où d est déterminé 
par la valeur des coefficients de l'équation (3). En élargissant donc 
chaque fois d'une grandeur d l'intervalle où y = 0, on montre que 
y = 0 sur tout le segment [a, b]. 

Bea dit, passons maintenant à la démonstration dù théorè- 
me (5) 

Supposons que W (y:, y») = 0 en un certain point du segment 
[a, b]. D'après le théorème 3 lè wronskien sera nul en tous les points 
du segment [a, b] 

W =0 ou yy, — Yy: = 0. 

Supposons que y,:# 0 sur le segment [a, b]. Par conséquent, 


312 1132 _( ou encore (+) =0. 
Y1. 

I s'ensuit que 

| 32.1 = const, 

y 

c'est-à-dire que y, et y, sont linéairement dépendants, ce qui con- 

tredit. l'hypothèse de leur indépendance linéaire. 

Supposons encore que y; = Ô aux points £i, £z, ..., Zp, du 
segment [a, b]. Considérons l'intervalle (a, x;). Dans cet intervalle 
y, Æ 0. De ce que nous venons tout juste de démontrer il découle 
-donc que dans l'intervalle (a, x) 


de 
yi 


. Considérons la fonction y = y; — Ayi. Les fonctions ys et yı 

‘étant solutions de l'équation (3), y = y: — Ay, est également solu- 
tion de cette équation et y = 0 dans l'intervalle (a, z,). Par consé- 
quent, d’après les remarques faites en début de démonstration il 
s'ensuit que y = yz — ày, = 0 sur le segment [a, b] ou 


—À=—const ou Y= AU 


CLR} 
[TRS 
sur le segment [a, b], c'est-à-dire que y> et y, sont linéairement 


dépendants. 

Ceci étant contraire à l'hypothèse sur l'indépendance linéaire 
des solutions y; et y2, nous avons donc démontré que le wronskien 
ne s’annule en aucun point du segment la, b]. 
` Théorème 6. Si y, et yz sont deus solutions linéairement 
indépendantes de l'équation (3), alors 


y = Cas + CY, (8) 


où C, et C, sont des constantes arbitraires, est la solution générale de 
celte équation. 
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Démonstration. Il résulte des théorèmes 1 et 2 que la 
fonction 


Ciya + Coÿa 
est solution de l'équation (3), quelles que soient les constantes C, 
et. Co. 2 
Montrons à présent que, quelles que soient les conditions initiales 
les Yyy=x, = Yo, Yx=x = Yo: il est possible de choisir ies valeurs des 
constantes C, et Ca. de sorte que la solution particulière correspon- 
dante Ciyı + Coy2 satisfasse aux conditions initiales. 
Substituant les conditions initiales dans l'égalité (8), on a 
Yo = C1Y10 + C2Y20, | (9) 
Yo = C1Y io + CY 
où l'on a posé 
(Yi)s=xo = Y10;  (Ye)s=xo = Y20 ; 
(Yi)a=x0o = Yio; (Ya) x=xo = Yo 
On peut tirer Cy et C} du système (9), car le déterminant de ce 
système 


Yio Y20 


, 


À Æ TAAT 
Yo Yao YoY 20 Y10Y20 


est le déterminant de Wronski pour x = zo et n’est donc pas nul 
(étant donné que les solutions y, et y, sont linéairement indépendan- 
tes). La solution particulière déduite de la famille (8) en y rempla- 
çant C, et C par les valeurs trouvées satisfait aux conditions initia- 
les. données. Le théorème est démontré. 


Exemple 2. L'équation 
4 , 4 
n Bos RAES =0 
Yta gah 
dont les coefficients a+ et az= sont continus sur tout segment ne 


2 
contenant pas le point r=0, admet les solutions particulières 


1 
NT = 


(il est facile de le vérifier en substituant dans l'équation). La solution géné- 
rale s'écrit donc 


1 
y=Cir+ l — . 


Remarque 2. Il n'existe pas de méthode générale permet- 
tant de trouver sous forme finie la solution générale d'une équation 


différentielle linéaire à coefficients variables. Toutefois, il existe 


` 


une telle méthode pour les équations à coefficients constants. Elle 
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fera l’objet du paragraphe suivant. Pour ce qui est des équations 
dont les coefficients sont variables, on indiquera au chapitre XVI 
« Séries » plusieurs procédés permettant de trouver des solutions 
approchées satisfaisant aux conditions initiales. 

Nous allons démontrer maintenant un théorème permettant de 
trouver la solution générale d’une équation différentielle du second 
ordre à coefficients variables si l’on connaît une solution particu- 
lière. Comme on arrive parfois à trouver ou à deviner directement 
une solution particulière, ce théorème peut être utile dans maints cas. 


Théorème 7. Si l'on connaît une solution particulière d'une 
équation différentielle linéaire homogène du second ordre, la recherche 
de la solution générale se ramène à des quadratures. 


Démonstration. Soit y, une solution particulière connue 


de l’équation 
y" + ay’ + ay = 0. 


Trouvons une autre solution particulière de l'équation proposée 
telle que y; et y. soient linéairement indépendantes. La solution géné- 
rale s'écrira alors y = Ciya + Cour, où C, et C, sont des constantes 
arbitraires. On peut écrire en vertu de la formule (7) (voir la dé- 
monstration du théorème 4): 


e 2 — Vas dx 
YY — Yy; = Ce Le 
Par conséquent, on a pour la détermination de y, une équation 


linéaire du premier ordre. Intégrons-la comme suit. Divisons tous 
les termes par y?: 


vivant A Ce- fods 
y 


gi 
ou 
te = ce had, 
d'où . i 
c - (ai dx 
2a- |2 PE dz+C"'. 


Comme nous cherchons une solution particulière, on aura en posant 
C'=0, C—i: 

fa dx 

Y2-= Yi f TE 

Il est évident que 7, et y, sont des solutions linéairement indépen- 


dantes, car maa const. 
l T 


dz. (10) 
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La solution générale de l'équation proposée s'écrit donc 
— |a; dx 


y = Ciy + Coyi f . dz. (11) 


y? 


Exemple 3. Trouver la solution générale de l'équation 
(1 — z?) y" — 2zy' + 2y = 0. 


Solution. On vérifie directement que cette équation a pour solution 
particulière y, = x. Trouvons une seconde solution particulière y> telle que y 
et ya soient linéairement indépendantes. 


Remarquant que a, = -= , on obtient, en vertu de la formule (10): 
ES = Log! 1-42] 
v= | e dsa | 4y dem 
dz 1 1 1 
| z2 1—2] =e | (++ 205) 205 ) a 


_4 1 1ps 
=a [75t 10 | 1—7 


La solution générale est donc 


1 J4 


$ 21. Equations linéaires homogènes du second ordre 
à coefficients constants 


Soit l'équation linéaire homogène du second ordre 


y" + py’ +g = 0, (1) 


où p et q sont des constantes réelles. Pour trouver l'intégrale géné- 
rale de cette équation, il suffit, comme nous l'avons montré plus 
haut, de trouver deux solutions particulières linéairement indé- 


pendantes. 
Cherchons les solutions particulières sous la forme 
y = eh, où k= const; (2) 
alors 


y’ = kehx ; y” = kets, 
Substituons ces expressions des dérivées dans l'équation (1): 
ex (k? + pk + q) = 0. 
Comme ekx -£(, on doit avoir 
k+ pk +q=0. (3) 
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Par conséquent, si k est racine de l'équation (3), la fonction e** 
sera solution de l'équation (1). L'équation (3) est appelée équation 
caractéristique de l'équation (1). 

L'équation caractéristique est une équation du second degré 
dont nous désignerons les racines par ki et kz. On a 


DE 
hey k= —+— T9. 


Dés trois cas suivants péuvent se date 

I. k, et k, sont des nombres réels distincts (k;  k2); 
IT, k, et k sont des nombres complexes ; | 

III. k; et k, sont des nombres réels égaux (k; = Hi). 
Examinons chaque cas séparément. 


I. Les racines de l'équation caractéris- 
tique sont réelles et distinctes: k, kọ On 
aura alors pour:solutions particulières 


Ya = eh; Y2 = ear, 
Ces solutions sont iinéairement indépendantes, car 


y hgx 
H2 RE = e(h2-h)x A const. 


L'intégrale générale s "écrit, par conséquent, 
0 -y= Cı ehiz + C3 ehr, 
Exemp l e 1. Soit l'équation ` 
y" + y —2y = 0. 
L'équation cine À ’écrit 
R+k—2—= 0. 
Trouvons les racines de cette équation : 
kı == 4, ko —= —2. 
L'intégrale générale est 
y = Ce” + CY, 


II. Les racines de l'équation caractéris- 
tique sont complexes. Etant donné que les racines com- 
plexes sont on posons : 


=a + if; ka =a ip, 


p = 
a= gi B=, at. 
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On peut mettre les solutions particulières sous la forme 
y= eta+iB)x ; Y= eta-if}z, (4) 
Ce sont des fonctions complexes d'une variable réelle vérifiant 


l'équation différentielle (4) (voir $ 4, chap. VII). 
Il est évident que si une fonction complexe d'une variable réelle 


y = u (x) + iv (x) (5) 


vérifie l'équation (1), cette équation est vérifiée séparément par les 
fonctions u (x) et v (x). 
En effet, substituons l'expression (5) dans l'équation (1): 


[u (x) + iv (£) + p [u (x) + iv (£) + q lu (x) + iv (x)l =0 
ou 
(u” + pu’ + qu) + i (v" + pv + qu) =0. 
Mais une fonction complexe n’est nulle que si, et seulement si, les 
parties réelle et imaginaire sont nulles séparément, c.-à-d. 
u” + pu" + qu = 0, 
v” + pu’ + qu = 0. 
Nous venons de démontrer que u (x) et v (x) sont solutions de l'équa- 
tion proposée. 
Recopions les solutions complexes (4) sous forme de somme des 
parties réelle et imaginaire: 


Ya = eœ cos Pr + ie sin Br, 
Ya = e% cos Pr — ie“ sin fz. 


D'après ce qui vient d’être démontré, les fonctions réelles suivantes 
seront des solutions particulières de l'équation (1): 


Yi = ex cos Br, (6°) 
Y= e%* sin fx. (6°) 


Les fonctions y; et y, sont linéairement indépendantes, car 


PA e%* cos Bz ; 

= = ——— — Cotg fr Æ const. 

Ya e% sin fr shr 
Par conséquent, la solution générale de l'équation (1) dans le cas où 
les racines de l'équation caractéristique sont complexes prend la 
forme 

y = Cay, + Cole = Ciec cos Be + Coec* sin Be 
ou 
y = eœ (C, cos Bz -+ Cz sin Bz), (7) 


où C, et C} sont des constantes arbitraires. 
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Un important cas particulier de la solution (7) est celui où les 
racines de l'équation caractéristique sont des nombres imaginaires 
purs. 


Ceci a lieu lorsque dans l'équation (1) p = 0. A ce moment 
y" +g = 0. 
L'équation caractéristique (3) prend la forme 
k +g=0, g>0. 
Ses racines sont donc 
kıi2= +iVq= ipb, a—0. 
Par suite la solution (7) est de la forme 
y = C; cos Pz + C, sin Bz. 
Exemple 2. Soit l'équation 
y” + 2y' + 5y = 0. 
Trouver l'intégrale générale et la solution particulière satisfaisant aux conditions 
initiales yą—o = 0, yx=0 = 1. Construire la courbe intégrale correspondante. 
Solution. 1) Ecrivons l'équation caractéristique 


kR+2k+5=0 
et trouvons ses racines: 


kı = —1 + 2i, k, = 1 — 2i. 
L'intégrale générale est donc 
y = e”* (C, cos 2z + C sin 2x). 
2) Trouvons la solution particulière satisfaisant aux conditions initiales 


données: déterminons à cet effet les valeurs correspondantes de C, et C2. 
On déduit de la première condition: 


0 = e-0 (Ci cos 2-0 + Ce sin 2-0), d'où C, = 0. 
Remarquant que . 
$ "= e"x* 2C, cos 2z — e-*C, sin 27, 


on déduit de la seconde condition: 
4 


1=2C3, ou bien C2=-. 


La solution particulière cherchée est donc 


y + e”* sin 2z. 


La courbe est représentée par la fig. 273. 
Exemple 3. Soit l'équation 
y" + 9y = 0. 
Trouver l'intégrale générale et la solution particulière satisfaisant aux conditions 
initiales Le 
Yx=0 = 0, yx=o = 3. 
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Solution. Ecrivons l'équation caractéristique 


k+ 9=0. 
Ses racines sont 
ki ua 3i, ko = —3i. 


L'intégrale générale est donc i 
y = C; cos 3z + C2 sin 3z. 
Cherchons maintenant la solution particulière. Dérivons 
y" = —8C; sin 3z + 3C; cos 3z. 


Fig. 273 


En appliquant les conditions initiales, nous obtenons 


0 = Ci cos 0 + C sin 0, 
= —3C; sin 0 + 3C, cos 0, 


d’où l'on tire Ci = 0, Co = 1. 
La solution particulière est donc 
y = Sin 3x. 


III. L'équation caractéristique admet 
une racine réelle double. On a alors k; = kz. 

On obtient une solution particulière y, = e"* en vertu des rai- 
sonnements précédents. Il faut trouver une seconde solution parti- 
culière linéairement indépendante de la première (la fonction eF:* 
est identiquement égale à e" et ne peut être considérée comme 
une seconde solution particulière). 

Nous chercherons la seconde solution particulière sous la forme 


Y2 = u (x) er, 
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où u (x) est une fonction inconnue que l'on doit déterminer. 
Dérivons : 
y, = uw etg kueh = eha (u + kyu), 
yY, =u'ens + 2k e + kuet — għix (u” + 2kau" + kiu). 


On obtient en substituant les expressions des dérivées dans l'équa- 
tion (1): 


es [u" + (2k, + p) u+ (ki + pla + q) u] = 
Comme k; est une racine double de l'équation EA on a 
ki + pki + q= 0. 
En outre, ki = kz = -4 ou 2k; = — p, 2k; + p=0. 


Par conséquent, pour trouver u (x), il faut résoudre l'équation 
eu" = 0 ou u” =0. On trouve en intégrant u = Cyr + Co. 
On peut poser C1 = 1, Ca = 0; on a alors u = x. On peut donc 
prendre pour seconde solution la fonction 


Yo = zF, 
Cette solution est linéairement indépendante de la première, étant 
donné que T = x Æ const. On prendra donc pour intégrale générale 
; | 
la fonction 
y = Ce 4 Cores = ehis (Ci + Cox). 
Exemple 4. Soit l'équation 
y” ET 4y’ + 4y = 0. 


L'équation caractéristique : — 4k + 4 = 0 a pour racines ky = k, = 2. 
L'intégrale générale s'écrit : 


y —= Cie?x + Coxe?x. 


$ 22. Equations différentielles linéaires homogènes . 
d'ordre n à coefficients constants 


Considérons une équation différentielle linéaire homogène d'or- 


dre n: 
y) + ay MD +... + ary = 0. (1) 


Nous supposerons que ai, Go, . . ., An Sont des constantes. Avant 
d'indiquer une méthode de résolution de l'équation (1), nous don- 
nerons deux définitions qui nous seront utiles par la suite. 


Définition 1. Si l'on a pour tous les x du segment [a, b] 
l'égalité 


Pn (2) = Ai (x) + 4292 (2) +... + AniPn1 (2), 
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où Ai, Áz, ..., À, sont des constantes non toutes nulles, on dit 
que pn (x) est une combinaison linéaire des fonctions pi (z), P2 (x), Sur 
Pn -1 (x). 

Définition 2. n fonctions Qı (z), Po (2), - .  Pn-1 (2), 
Pn (x) sont dites linéairement indépendantes si aucune d'elles ne peut 
être représentée comme combinaison linéaire des autres. 


Remarque 1. Il résulte de ces définitions que si les fonc- 
tions qu (x), P2 (x), . .., Ọn (x) sont linéairement dépendantes, il 
existe alors des constantes Ci, C2, ..., Cn non toutes nulles et 
telles que l’on a, quel que soit x pris sur le segment [a, b], 


Caps (z) + Capa (x) +... + Crpn (2) =0. 


Exemple 1. Les fonctions y; = e*, yz = e®, y3 = 83e* sont linéaire- 
ment dépendantes, car on a pour C, = 1, Co = 0, C3 = — 5 l'identité 
Ciex + Cox + Ca8ex = 0. 


Exemple 2. Les fonctions y, = 1, y2 = x, ya = z? sont linéaire- 
ment indépendantes, car on ne peut annuler identiquement l'expression 


Ci + Cos + Caz? 
avec des Ci, C2, C3 non tous nuls. 
Exemple 3. Les fonctions y = ex, = e2, = en" 


Y2 : Yn . , 
.-., avec ky, ka, ... kns . . . arbitraires, sont linéairement indépendantes. 
(Nous ne démontrons pas cette proposition.) 


Passons maintenant à la solution de l'équation (1). On a pour 
cette équation le théorème suivant. 


Théorème. Si les fonctions Yi, Yz, ..., Yn sont des solu- 
tions linéairement indépendantes de l'équation (1), sa solution géné- 
rale est de la forme 


y = Ciya + Coy +... + CnYn: (2) 


où Ci, . . . Cn sont des constantes arbitraires. 
Si les coefficients de l'équation (1) sont constants, on trouve la 
solution générale tout comme pour l'équation du second ordre. 
1) On forme l'équation caractéristique 


kr + ak” + ak”? + .. + An = 0. 
2) On trouve les racines de l'équation caractéristique 
ka, ko, . e o9 kne 


3) Suivant le caractère des racines, on écrit les solutions par- 
ticulières linéairement indépendantes en partant de ce qui suit: 
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a) il correspond à toute racine réelle simple k une solution par- 
ticulière, e"; 

b) il correspond à tout couple de racines complexes conjuguées 
simples k) = œ + ip et k) = a — if deux solutions particulières 
ex cos fr et e%* sin pz; 

c) il correspond à toute racine réelle k% TER de multiplicité r 
autant de solutions particulières linéairement indépendantes 


er, ge”, ..., gien, 


d) il correspond à tout couple de racines complexes conjuguées 
k” = œ+ip, k” =a—iß, d'ordre de multiplicité 2u solutions 
kJ 
particulières : 
eux cosBz, re*cosBr, ..., ze-iet* cosfx, 
et sin Bz, ce%*sinfr, ..., x-leaxsin fr. 


Le nombre de ces solutions est égal au degré de l'équation carac- 
téristique (qui est aussi l'ordre de l'équation différentielle pro- 
posée). On démontre que ces solutions sont linéairement indépen- 
dantes. 

4) Ayant trouvé n solutions linéairement indépendantes y1, Yo, … 
+... Yn, On écrit la solution générale de l'équation différentielle 
proposée sous la forme 


= Ciya + Cy +... + CnYns 
où Ci, Co, +. . Cn sont des constantes arbitraires. 
Exemple 4. Trouver la solution générale de l'équation 
yIV — y = 0. 
Solution. Formons l'équation caractéristique 
k —1=0. 
Les racines de cette équation sont : 
kı = 1, k = —1, ka = i, k, = —i. 
L'intégrale générale est donc 
y = Cie + Core + C3 cos x + C; sin z, 


Où Ci, Cor Ca, C, sont des constantes arbitraires. 


Remarque 2. Il résulte de ce qui précède que toute la 
difficulté de la résolution d'une équation différentielle linéaire 
homogène à coefficients constants est dans la résolution de l’équa- 
tion caractéristique correspondante. 
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$ 23. Equations linéaires non. homogènes du second ordre 


Soit une équation linéaire non homogène du second ordre 


y” + ay’ + ay = f (2). (1) 
La structure de la solution générale de l'équation (1) est donnée 
par le théorème suivant. 


Théorème 1. La solution générale de l'équation non homo- 
gène (1) est la somme d'une solution particulière quelconque y* de cette 
équation et de la solution générale y de l'équation homogène correspon- 
dante 


y" + ay’ + ay = 0. (2) 
Démonstration. On doit démontrer que la somme 
y=y+ y" (3) 


est la solution générale de l'équation (1). Démontrons 
en premier lieu que la fonction (3) est une solution del’équa- 
tion (4). 

Substituons ‘la somme y + y* dans équation (1) au lieu de y, 
on aura: 


+") La (y + y") + a y + y*) = f(x) 


ou 
QU" + ay’ + ay) + (Y* + ay" + ay) = f (2). 6) 


‘y étant solution de l'équation (2), l’expression dans les premières 
parenthèses est identiquement nulle. y* étant une solution de l’équa- 
tion (1), l'expression dans les secondes parenthèses est égale à f (x). 
L'égalité (4) est donc une identité. La première partie du théorème 
est ainsi démontrée. 

Montrons à présent que l'expression (3) est la solution gén é- 
rale de l'équation (1), c.-à-d. que l’on peut choisir les constantes 
arbitraires qu'elle contient de manière que soient satisfaites les 
conditions initiales: 


(5) 


quels que soient to, Yo et y, (pourvu que x, soit pris dans le domaine 
de continuité des fonctions a, a, et f (x)). 


Remarquant que l'on peut mettre y sous la forme 
= Cy + C. 2U 9; 


où y, et y, sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équa- 
tion (2) et C, et C des constantes arbitraires, on peut recopier l'éga- 


Yx=xo = Y0, } 


+ ‘ 
Yx=xg — Yos 
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lité (3) sous la forme 

y = Ciya + Caye + v*. 89 
Il résulte des conditions. 65) que *) 

Ciy + Con + y= Vos 

Cabo + Cabo FYE = Yo- 


Il nous faut déduire C, et C, de ce système. Recopions-le sous la 
forme | 
Ciÿio+ Con = Yo— Yi» | (6 
7 RU E . (6) 
CiY io + Caro = Yo — Yo - 
On remarque que le déterminant des coefficients des inconnues C, 
et C, est le wronskien des fonctions y; et y, calculé au point x = xs. 
Etant donné que ces fonctions sont linéairement indépendantes par 
hypothèse, le wronskien n’est pas nul; le système (6) possède donc 
une solution bien déterminée C4 et Ca; c .-à-d. qu'il existe des cons- 
tantes C; et C} telles que la formule (3) définit la solution de l’équa- 
tion (1) satisfaisant aux conditions initiales données. Le théorème 
est complètement démontré. 

Par conséquent, si l’on connaît la solution générale y de r équa- 
tion sans second membre (2), le problème revient à trouver une solu- 
tion particulière quelconque y* de l'équation avec second membre (1). 

Indiquons une méthode générale permettant de trouver des solu- 
tions particulières d'une équation avec second membre. 


Méthode de la variation des constantes 
arbitraires. Ecrivons la solution générale de. l'équation 
homogène (2): 

y = Ciy + Cayo. | (7 

Nous allons chercher une solution particulière de l'équation non 
homogène (1) sous la forme (7) en considérant C, et C3, comme des 
fonctions de x qu'il faut déterminer. 

Dérivons l'égalité (7): 


y' = Ciy; + Coya + Ciya + Caye 
Choisissons les fonctions C, et C} de manière que soit satisfaite 
l'égalité 
Ciyi+ C=O. (8) 
Ceci étant, la dérivée première y’ devient 
y" = Cayi + Cas. 


*) Ici Y0 Y20 yo Yiò Y2 Yo” sont les valeurs que prennent les fonctions: 
Vis Yz YY Yi Yo, Y*' pour x = zo. : S 
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Dérivons maintenant cette expression, on trouve y”: 
y” = Ciy; + Coys + Ciy + Caya 
Substituons y, y’, y” dans l'équation (1), on obtient: 
Ciy, + Coya + Ciy: t Cayat di (Ciyi + Coya) +a (Ciya + Coyo) = f (x) 
ou 
Ci (Y1 + ais + Gays) + Ca (Y3 + 1Y + 422) + Ciyi+ + Cya = f (x). 


Les expressions contenues dans les deux premières parenthèses 
s’annulent du fait que y; et y, sont des solutions de l'équation homo- 
gène. Par conséquent, cette dernière égalité prend la forme 


Ciy, + Caya = f (x). (9) 
Ainsi, la fonction (7) est une solution de l'équation avec second 
membre (1) pourvu que les fonctions C, et Co satisfassent aux équa- 
tions (8) et (9), c.-à-d. si l'on a 
Cyi+Cÿy=0, Cit Cy, =f (2). 


Or, le déterminant de ce système est le wronskien des solutions 
linéairement indépendantes y, et y, de l'équation (2), donc il n’est 
pas nul; on trouve C; et C, comme fonctions de z en résolvant le 
système précédent : 
Ci=qpi(a), Ci=q(x). 
On trouve en intégrant: 


Ci= f Fi (x) dz+C;,; C= f P2 (x) dr + Co, 


où C, et Ca sont des constantes d'intégration. 

Substituant les expressions de C, et C} dans l'égalité (7), on 
trouve une intégrale dépendant de deux constantes arbitraires C, 
et Co, c.-à-d. la solution générale de l'équation avec second aea 
bre *). 

Exemple. Trouver la solution générale de l'équation 

y" {= ti 


Solution. Trouvons la solution générale de l'équation homogène 
pe UE. 2; 
nr aO 
On a: 
, Logy'=Logr+LogC, y'=Cz; 
ainsi, 
y = Car? + C2. 

*) Si l’on pose C, = C2 = 0, on obtient une solution particulière de 

l'équation (1). 
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Pour que cette expression soit la solution de l'équation proposée, il faut 
déterminer C; et C2 comme fonctions de x du système 


Ciz? + C3’ À —= 0, 2Cix + C3°0 = ZT. 
On trouve en. résolvant ce système : 
| 1 1 


Cr, C=, 


2 

et par intégration: 
T = 3 s 
= tln C=- ti 


Substituant les fonctions trouvées dans la formule y = Ciz? + Cz, on obtient 
la solution générale de l'équation avec ka membre : 


z3 
y= Car? + Co ++ DT 


= = 3 = 
ou y= Car? ++% , où C1 et C2 sont des constantes arbitraires. 


Le théorème suivent peut être utile pour la recherche de solu- 
tions particulières. 


Théorème 2. La solution y* de l'équation 


y" + ay" + ay = fa (x) + f2 (2), (40) 

où le second membre est la somme de deux fonctions fa (x) et fe (2)*), 

peut être exprimée sous la forme d'une somme y* = yf + ył, où 
yï et y sont les solutions respectives des équations 

Yi Hayt + Yi = fi (x), (11) 

Yz +Y; + Gays = fi (x). (12) 


Démonstration. En ajoutant membre à membre les 
équations (11) et (12), on obtient: 


Qi + y) + a (+) Fa (Yit ya) = fala) + (a). (13) 
Par conséquent, yï + y3 = y* est une solution de l'équation 
(10). 
Exemple. Trouver la solution particulière y* de l'équation 
y" — 4y = x +.38e*. 
Solution: La aa particulière e l'équation 


yt +4 =ar 
est 


=t s. 


*) Il est évident que ce théorème subsiste pour un nombre arbitraire de 
termes dans le second membre. 
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Celle de l'équation 
va" + áy = 3e 
est 


= ex. 


La solution particulière y* de l'équation donnée est donc: 


pret ex. 


$ 24. Equations linéaires non homogènes du second ordre 
à coefficients constants 


Soit l'équation différentielle 
y" + py + gy = f (x), (1) 


où p et q sont des nombres réels. 

On a indiqué au paragraphe précédent une méthode générale 
de recherche des solutions des équations non homogènes. Lorsque 
l’équation est à coefficients constants, il est parfois plus simple de 
trouver une solution particulière sans intégration. Considérons les 
types d'équations (1) auxquelles cette remarque s'applique. 

I. Supposons que le second membre de l'équation (1) soit le 
produit d'une exponentielle par un polynôme: 


Í (2) = P, (2) er, (2) 


où P, (x) est un polynôme du n-ième degré. Les cas suivants peu- 
vent se présenter : 
a) Le nombre & nest pas une racine de l'équation 


caractéristique 
k? + pk +q = 0. 


Il faut alors chercher la solution particulière sous la forme 
y* = (Aa + Ari +... + An) e = Qr (x) ex. (3) 
En effet, substituant y* dans l’équation (1) et simplifiant par 
e%*, on aura 


Qn(z)+(2a+ p) Qa (x) + (x? + pa +9) Qn (2) = Pn (2). (4) 


Qn (x) est un polynôme de degré n, Qn (x) et Qn (x) sont respective- 
ment des polynômes de degrés n — 1 et n — 2. On a donc de part 
et d'autre du signe d'égalité des polynômes de degré n. Egalant les 
coefficients des mêmes puissances de x (le nombre des coefficients 
inconnus est égal à n -+ 1), on obtient un système de n + 1 équa- 
tions pour la détermination des coefficients Ao, A4, A2, . .., An. 

b) & est une racine simple de l'équation caractéris- 
tique. 
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Si l'on cherchait alors une solution particulière sous la forme (3), 
on obtiendrait dans le premier membre de l'égalité (4) un polynôme 
de degré n — 1, étant donné que le coefficient de Q, (x), soit œ? + 
+ pa + q, est nul et que Q, (x) et Qn (x) sont des polynômes de 
degrés inférieurs à n. Par conséquent, l'égalité (4) ne pourrait être 
une identité quel que soit le choix des constantes Ao, Ai, A», . .. 
..., An. Donc, dans le cas considéré, on cherchera la solution par- 
ticulière sous la forme d’un polynôme de degré n + 1 privé de son 
terme constant (car ce dernier disparaît après dérivation) *): 


y* = 2Qh (x) er. 


c) «est une racine double de-l'équation caractéristique. 
Le degré du polynôme s'abaisse alors de deux unités quand on subs- 
titue la fonction Qn (x) e% dans l'équation différentielle. En effet, 
æ étant une racine de l'équation caractéristique, œ? + pa + q = 0; 
en outre, œ étant racine double, on a 24 = —p (on sait, en effet, 
que la somme des racines de l'équation réduite du: second degré 
est égale au coefficient du terme du premier degré pris avec le signe 
moins). Ainsi, 2@ + p = 0. Ar Opio 

Il reste donc dans le premier membre de l'égalité (4) Qn (x), 
c.-à-d. un polynôme de degré n — 2. Pour que le résultat de la subs- 
titution soit un polynôme de degré n, il faut chercher une solution 
particulière sous forme de produit de e% par un polynôme de degré 
n + 2. La constante et le terme du premier degré de ce polynôme 
disparaissent alors après dérivation et on pourra les omettre dans 
la solution particulière. 

Ainsi donc, lorsque & est une racine double de l'équation caracté- 
ristique, on cherchera une solution particulière sous la forme 


y * — T'Qn (x) ex, 


Exemple 1. Trouver la solution générale de l'équation 
oytt 4y + 8y = x. 
Solution. La solution générale de l'équation homogène correspondante 
est og : à 
y = Cie + Coet, 


Comme le second membre de l'équation non homogène est de la forme 
ze0x [c.-à-d. de la forme P, (x) e°* ] et 0 n'étant pas racine de l'équation carac- 
téristique k? + 4k + 3 = 0, nous chercherons une solution particulière sous 
la forme y* = Qi (x) e0% , ‘c.-à-d. que nous poserons 


y* = Aot + 41. 


| *) Notons que tous les résultats apportés ci-dessus sont également valables 
lorsqué œ est un nombre complexe (ceci résulte des règles de dérivation de la 
fonction emx*, m étant un nombre complexe arbitraire: voir § 4. ‘ch. VII). 
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Substituons cette expression dans l'équation proposée, on a: 
445 + 3 (Aoz + A1) = T. 


On déduit, en égalant les coefficients des mêmes puissances de x de part et d'au- 
tre du signe d'égalité: | 

340 = 1, 440 + 341 = 0, 
d'où 


Par conséquent, 


La solution générale y=:y+y* sera 
á 
F 

Exemple 2. Trouver la solution générale de l'équation 

y” + 9y = (x? + 1) e7. 
Solution. On trouve facilement la solution générale de l'équation: 
y = Ca cos 3x + C2 sin 8x. 
Le second membre de l'équation donnée (x? + 1) e3% est de la forme 
Pa (x) ex. 


Comme le coefficient 3 dans l’exposant n'est pas une racine de l'équation 
caractéristique, nous cherchons une solution particulière sous la forme 


y* = Qala) ®® où y* = (Aa? + Be + CEA 
Substituons cette expression dans l'équation différentielle: 
[9 (Az? + Bz + C) + 6 (2Az + B) + 2A + 9 (Ar? + Bz + C)] ex = 
= (z? + 1) 83%. 


Simplifiant par e?™ et égalant les coefficients des mêmes puissances de z, on 


y = Cyerx + Caer3x + La 


obtient: 
184 = 1, 124 + 18B = 0, 24 + 6B + 18C = 1, 
; 4 1. 5 2 rs - 
d'où 4=75 ; B= -77 ; C= 3T’ La solution particulière est donc 


5 Ei 1 5 
+ — | — DE, De x 3: 
(ess tar) 
et la solution générale 
ue 4.5 1 5 
= -Csi = 2 A A 8x. 
y = C4 cos 3x + Casin 324 ( TE 57 z+ a) e3x 
Exemple 3. Résoudre l'équation 
y” — Ty' -+ 6y = (x — 2) ex. 


‘Solution. Le second membre est ici. de la forme P, (x) el-*, où 1 de 
l'exposant est une racine simple du polynôme caractéristique. Nous chercherons 
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donc une solution particulière sous la forme y* = #Q (xhe* ou 
y* = z (Az + B)e*; 
substituons cette expression dans l'équation, on a: 
[(41? + Bz)+ (44r + 2B) + 24 — 7 (A1? + Bz) — 1 (24r + B) + 
+ 6 (Az? + Bzx)]e% = (x — 2) e¥, 
(— 10 Az — 5B + 24) eT = (x — 2) e". 
On obtient en égalant les coefficients des mêmes puissances de zx: 
—104 = 1, —5B + 24 = —2, 
1 


d'où A= — 5 B=S . On a donc pour solution particulière 


1 9 
r=: (-07t) A 


et la solution générale s'écrit 


3 4 9 
y =C 4e- Cie Lx (-5:+) ex 


ou encore 


‘II. Supposons le second membre de la forme 
f(x) = P (x) eœ cos Br + Q (x) e% sin Bz, (5) 


où P (x) et Q (x) sont des polynômes. 

‘On peut examiner ce cas comme précédemment en passant des 
fonctions trigonométriques à des exponentielles. Remplaçons cos fx 
et sin fx par leurs expressions exponentielles données par les 
formules d'Euler (voir $ 5, chap. VII); on obtient: 


+ eiBx 


f(@)=P (x) es Se | 0 (x) exx 


no e-iBx 
2 


ou. 


TOPICS Ola) | eeg 
+[F P a)r O (a) | e-+, (6) 


On a dans les crochets des polynômes dont le degré est égal au degré 
le plus élevé de P (x) ou de Q (x). On voit que le second membre a été 
mis sous la forme du cas I. 
On montre (nous ne le démontrerons pas) qu’on peut trouver des 
solutions particulières ne contenant pas de quantités complexes. 
Par conséquent, lorsque le second membre de l'équation (1) est 
de la forme 


f(x) = P (x) eœ cos fix + Q (x) ex sin Br, (7) 


P (x) et Q (x) étant des polynômes, on détermine comme suit la 
forme de la solution particulière : ` 
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a) si œ + if n’est pas racine de l'équation caractéristique, il 
faut chercher une solution particulière de l'équation (1) sous la 
forme 

y* = U (x) ex cos fr + V (x) ex sin fx, (8) 
U (x) et V (x) étant des polynômes dont le degré est égal au degré 
le plus élevé de P (x) ou de Q (x); 

b) si & + if est racine de l'équation caractéristique, on prendra 

une solution particulière sous la forme 


y* = x [U (x) ex cos fr + V (x) ex sin fz]. (9) 


Pour éviter des erreurs possibles, notons que les formes indiquées 
des solutions particulières (8) et (9) sont évidemment conservées 
aussi dans le cas où dans le second membre de l'équation (1) l’un 
des polynômes P (x) et Q (x) est identiquement nul, c.-à-d. quand 
le second membre est de la forme 


P (2) ex cos fr ou © (x) et* sin fr. 


Considérons ensuite un cas particulier important. Supposons que 
le second membre d'une équation linéaire du second ordre soit de 
la forme 


f(x) = M cos fx + N sin fr, (7°) 
où M et N sont des constantes. 
a) Si ĝi n’est pas racine de l'équation caractéristique, on cherche- 
ra une solution De) sous la forme 
= À cos fx + B sin fr. (8°) 


b) Si fi est racine de l'équation caractéristique, on cherchera 
une solution particulière sous la forme 


y* = x (A cos fix + B sin Br). (9°) 


Notons que la fonction (v ) est un cas particulier de la fonction 
(7) (P (x) = M, Q (x) = N, à = 0); les fonctions (8’) et (9’) sont 
des cas particuliers des fonctions (8) et (9). 


Exemple 4. Trouver l'intégrale générale de l'équation linéaire non 


homogène 
y” + 2y' + 5y = 2 cos z. 

Solution. L'équation caractéristique k? + 2k + 5 = O a pour racines 
kı = —1 + 2i, k = —1 — 2i. L'intégrale générale de l'équation homogène 
correspondante s'écrit donc l a SE k oaei 

y = e-* (C, cos 2x + C2 sin 2x). ee gh À ma à 


Cherchons une solution particulière de l'équation avec nu membre sous la. 


forme A un BIA EZA beh oee E m Hi p a Ga 
Y* =A Doerr ag citolce oms atadasa 


A et B étant des constantesià Gétprminer.t.} “2e = 4% 
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Substituons y*' dans l'équation proposée, on a: 
— A cos x — B sin z +2 (— A sin x + B cos x) + 5 (4 cos x + | 
+ B sin z) = 2 cos z. 
Egalant les Sofia de cos z et de sin z, on obtient deux équations pour 
déterminer À et B: ` 
— À + 2B + 54 = 2; — B — 2A 4+ 5B = 0, 
1 


e 2 a 
d’où A=—, B=. 


La solution générale de l'équation EE: y=y+uy*, est: 
y=e"* (C4 cos 2x + Cp sin 2x) + + cos x + $ sin x. 


‘Exemple 5. Résoudre l'équation 
| y" + 4y = cos 2z. 

Solution. Les racines de l'équation caractéristique sont k; = 2i, 

k = —2i; la solution générale de l'équation homogène est donc 
y = C; cos 2x + C3 sin 2z. 
rahang une solution particulière de l'équation avec second membre sous la 
orme 
= x (A cos 2r + B sin 2x). 
On a: 
y*' = 2x (—A sin 2z + B cos 2x) + (4 cos 2r + B sin 2x), 
y* "= — 4r (—A cos 2z — B sin 22) + 4 (—A sin 2z + B cos 22). 


Substituons ces expressions des dérivées dans l'équation proposée et éga- 
lons les coefficients de cos 2x ét de sin 2x; on obtient un système d'équations 
pour la détermination de À et B: 


4B = 1; — 44 = 0; 


, L'intégrale générale de l'équation donnée est donc 


4° 
y= Ci cos 2r+ Csin 25 ++ z sin 2z. 
Exemple 6. Résoudre l'équation 
y” — y = 3e cos z. 
Solution. Le second membre de l'équation est de la forme 
f (2) = @* (M cos x + N sin z) 


avec M = 3, N = 0. L'équation caractéristique k? — 1 = 0 a pour racines 
kı = 1, k2 = —1. La solution générale de l'équation homogène est 


y= Cie + Ċze-®. 


Comme a + iB = 2+ i- n'est pas racine de l'équation caractéristique, on 
cherchera une solution particulière sous la forme 


y* = @* (A cos x + B sin x). 


§ 25] ÉQUATIONS LINÉAIRES NON HOMOGÈNES D'ORDRE n 401 


Substituant cette expression dans l'équation, on obtient après réduclion de 
termes semblables: 


(24 + 4B) e* cos x + (—4A + 2B)e%* sin z = 3e?* cos z. 
On obtient en égalant les coefficients de cos x et de sin z: 
24 + 4B = 3, —44 + 2B = 0, 
d'où a+. i B=+ . La solution particulière est donc 
y* == e2x (5 cos +5 sinz) j 
et la solution générale 


y = C4e® + Cpe” + e2% (i cos z+ sin z) a 


Remarque. Notons que tous les raisonnements de ce para- 
graphe s'appliquent à l’équation linéaire du premier ordre. Prenons, 
par exemple, une équation du premier ordre à coefficients constants 
(les équations de cette nature sont d'un usage courant dans les 
applications techniques) 


d 

Z +ay=b, (10) 
où a et b sont des constantes. Cherchons tout d’abord la solution 
générale de l’équation homogène 

dy ES 

d V ay=0. 


L'équation caractéristique k + a =0 a pour solution k = —a. 
Par suite, la solution de l'équation homogène est 
-ax 


y = Ce 


Cherchons à présent la solution particulière y* de l'équation non 
homogène sous la forme 


y*=B. 
En substituant dans l'équation (10), nous obtenons 
aB =b, B — bla. 


Donc 
y* = b/a. 


Et la solution générale de l'équation (10) est 
y = y + y* ou encore y =. Cees + b/a. 
$ 25. Equations linéaires non homogènes d'ordre n 


Soit l'équation 
y™ Hay +... +any =f (2), (1) 
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OÙ Qi; Up, | : . An, f (x) sont des fonctions continues de x (ou des 
constantes). 
Supposons que l’on connaisse la solution générale 
= Ciy + Coye + 2. + Con (2) 
de l'équation sans second membre 
y™ Lay +a y? +.. .+any=0. (3) 


Tout comme pour l'équation du second ordre, on a le théorème 
suivant. 


Théorème. Siy est la solution générale de l'équation homogè- 
ne (3) et y* une solution particulière de l'équation non homogène (1), 


F=y+y"* 


est la solution générale de l'équation complète non homogène. 

Par conséquent, tout comme pour l'équation du second ordre, 
l'intégration de l'équation (1) se ramène à la recherche d’une solu- 
tion particulière de l'équation avec second membre. 

Ainsi que pour l'équation du second ordre, on peut trouver une 
solution particulière de l'équation (1) par la méthode de la varia- 
tion des constantes en supposant que dans (2) Ci, Cz, . . . Cr 
soient des fonctions de x. 

Formons le système d'équations (comparer $ 23): 


Cyt Cet + Con = 0, 
Cyr + Caya t ... + Cnyn = 0, 


BARS AR SR ae dat PA 2e (4) 
CyD + Eya., sE yg? = =0, 
Cv + OE fe) 
Ce système d'équations avec pour inconnues Ci, C;, ..., CA a une 
solution bien déterminée. (Le déterminant des coefficients de 
Ci, Cas... Ca est le déterminant de Wronski des solutions parti- 
culières Ya Ya, -.., Un de l'é ue homogène, qui sont supposées 
linéairement indépendantes ; il n’est donc pas nul.) 


Le système (4) peut donc être résolu par rapport aux fonctions 
Ci, C, ..., Ch. Intégrons-les une fois trouvées: 


= | Cidr+ Ci: C= | Cd + Co: i 
| Cn= | Cade +n, 
où Ci, Cz; ..., Cn sont des constantes d'intégration. Montrons que 


l'expression | 
y* = Ciya + Cy + ee + Cryn (5) 
est la solution générale de l'équation complète (1). 
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Dérivons l'expression (5) n fois en tenant compte chaque fois 
des égalités (4); on aura alors: 


y = Ciyi + Co +... + Cnÿn: 
= Ciy t Cat eee + Cain 


CC oob‘ ‘’o oe on o o ona o o ol 


y* @-1 — C y + Coy» +. ip es, 
y*™ = Cay P + Cour +. ne n +f (2). 


Multiplions la première équation par an, la seconde par n-i, ..., 
l'avant-dernière par a; et ajoutons, on obtient 


y + ay 4 + any” = f(x). 


étant donné que y1, Y2, . . ., Yn Sont des solutions particulières de 
l'équation homogène et que, par conséquent, les sommes obtenues 
en ajoutant les termes d’une même colonne sont nulles. 

Par conséquent, la fonction y* = Ciys +... + CnUn [où 
Ci, ; Ch Sont des fonctions de x déterminées par les équations 
(4)1 est une solution de l'é équation non homogène (1). Elle contient n 
constantes arbitraires C1, Co, . . ., Cn. On démontre, comme pour 
une équation du second ordre, que c’est la solution générale. 

La proposition est ainsi démontrée. 

Il est parfois plus facile de trouver des solutions particulières 
d'une équation non homogène d'ordre n à coefficients constants 
(cf. $ 24). Il en est ainsi lorsque: 

I. Supposons que le second membre de l'équation différentielle 
soit de la: forme f (x) = P (x) eœ, P (x) étant un polynôme en z; 
il convient de distinguer deux cas: 

a) si & n'est pas racine de l'équation caractéristique, on cher- 
chera une solution particulière sous la forme 


y* = Q (2) er, 


où Q (x) est un polynôme de même degré que P (x), mais avec des 
coefficients indéterminés ; } 

b) si « est racine d'ordre de multiplicité u de l'équation caracté- 
ristique, on cherchera une solution particulière de l'équation avec 
second membre sous la forme 


y* = 2PQ (a) e, 
Q (x) étant un polynôme de même degré que P (x). 
-~ II. Supposons le second membre de.la forme 
f (£) = M cos pz + N sin fz, 


où M et N sont des constantes. On détermine alors la solution parti- 
culière comme suit: 


104 — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH. XIL 


‘a) si fé n’est pas racine de l'équation pareriristigne, la solu- 
tion particulière est de la forme 


y* = À cos fr FR N P, 


où A et B sont des coefficients constants indéterminés ; 
b) si fi est racine d'ordre de anltiplicité u de l'équation carac- 
téristique, on a 
y* = 2 (A cos Bz + B sin $i). 
III. Soit 
f (£) = P (x) ex cos Bz + Q (x) ex sin pz, 


où P (x) et Q (x) sont des polynômes en z. On a: 
a) si & + fi n'est pas racine de l'équation caractéristique, on 
cherche une solution particulière sous la forme 


y* = U (x) e%% cos Br + V (x) ex sin Bz, 


où U (x) et i4 (x) sont des polynômes dont le degré est égal au degré 
le plus élevé de P (x) et de Q (z); 

b) si & + fi est racine d'ordre de multiplicité u de l'équation 

caractéristique, on cherche une solution particulière sous la forme 


y* = at [U (x) eœ cos fx + V (x) ec sin Bal, 
où Ü (x) et V (x) ont la même signification que pour le cas a). 


Remarque générale concernant les 
cas II et III. Si le second membre de l'équation contient seule- 
ment cos fx ou sin fx, il faudra quand même chercher une solution 
sous la forme indiquée, &.-à-d. avec un sinus et un cosinus. En 
d'autres termes, du fait que le second membre ne contient pas cos fr 
ou sin fx il ne résulte nullement que la solution particulière ne 
contient pas ces fonctions. On a pu s'en convaincre en considérant 
les exemples 4, 5, 6 du paragraphe précédent et on le verra sur 
l'exemple 2 de ce ‘paragraphe. 


Exemple 1. Trouver la solution générale de l'équation 
yY — y= HA 
Solution. L'équation caractéristique k4 — 1 = 0 a pour racines 
ki = 1, k = —i, k} =i, k; = — i. 
Trouvons la solution générale de l'équation homogène (voir ex: 4, § 22): 
y = Cie” + Ce + C3 cos x + C, sinz. 
On. prendra une solution particulière de l'équation complète sous la forme 
= Ac? + A? + Aart A3. 
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Dérivons y* quatre fois et substituons les expressions obtenues dans l'équa- 
tion donnée, on obtient: 


— AoT? — Aiz? — At — As = P + 1. 
Egalons les coefficients des mêmes puissances de x, on a: 
A= l; — A; = 0; — A2 = 0; — 43 = 1. 


Par conséquent... 
yt = — 28 — 1, 


On trouve l'intégrale générale de l'équation complète sous ‘la forme y=y+ 
+ y*, soit 
y = Ce + Cae* + Ca cos x + C, sin z — 2 — 1. 
Exemple 2. Résoudre l'équation 


yY — y = 5 cos z. 


Solutio i: L’ ‘équation caractéristique k—1—=0a pour racines k; = 
= À, ka = —1, ka = i, k, = —i. La solution générale de l'équation homogè- 
ne est donc 5 
y = CieX + Ce- + Ca cos x + C, sin z. 
Le second membr» de l'équation proposée est de la forme 
i f (z) = M cos z + N sin z, 
avec M = 5, N = 0. 


Comme i est une racine simple de l'équation caractéristique, on cherche 
une solution particulière sous la forme 


y* = x (A cos x + B sin x). 
On trouve en substituant cette expression dans l'équation: 


4A sin x — 4B cos x = 5 cos x, 


d'où ; 
4A =0, —4B=5 
ou A = 0, B = — a La solution particulière de l'équation différentielle 
proposée est donc 
y* = — z zsin z 


et la solution générale 


y = Cie + Cie* + Cg cos z + C sin 2—7 æ sin z. 
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L'objet de ce paragraphe et des paragraphes suivants est l'étude 
d'un problème de mécanique appliquée au moyen d'équations diffé- 
rentielles linéaires. 

Considérons une masse Q posée sur un ressort à boudin (fig. 274). 
Soit y l'écart de cette masse à sa position d'équilibre. L'écart vers 
le bas sera considéré comme positif, l'écart vers le haut sera négatif. 
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Dans la position d'équilibre la force de pesanteur agissant sur la 
masse est compensée par l’élasticité du ressort. ‘Supposons que la 
force de rappel soit proportionnelle à. l'écart, c. -à-d. qu’elle s'ex- 
a prime par —ky, où k est une constante 
donnée appelée la.« rigidité » du res- 
étre p ct). 1e | 

: À Supposons qu’il s'oppose au :mou- 
vement de la masse Q une force de 
résistance proportionnelle à la vitesse 
du mouvement par rapport au point 
le plus bas du en c.-à-d. une for- 


f A ce —wv = —A 4 -A où À = const œ> 0 


Fig. 274 (un amortisseur). Ecrivons l'équation 
différentielle du mouvement. , On a 
en vertu de la seconde loi de Newton 


d2 d ' 
Q = kyan (1) 


(k et À sont des nombres positifs). Nous avons obtenu une équation 
différentielle linéaire homogène du second ordre à coefficients cons- 
tants. 

Ecrivons-la sous la forme 


Se tp% += 0, (4) 
avec 
À. gat 
P— T5 ? Eu 


Supposons en outre que le point inférieur du ressort effectue un 
mouvement vertical obéissant à la loi z =  (t). Tel est le cas si le 


_ posi: tion 


Fig. 275 


ressort est fixé par son extrémité inférieure à un rouleau décrivant 
un contour donné (fig. 275). 


*) Un ressort dont la force de rappel est proportionnelle à la déformation 
est dit à € caractéristique linéaire ». 
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La force de rappel sera alors non pas —ky mais —k [y + ọ (£), 
la force de résistance sera —À [y + p’ (1)] et on obtient au lieu de 
l'équation ({) 

d2 d , 
QT HA EH ky = — ko (t) — Xp" (t) (2) 

ou 

By 7 

a +p% + au =f (i), (2°) 
où l'on a posé 
| — — kp(#)+Ap (i) 

r= pee, 


Nous avons obtenu une équation différentielle du second ordre 
avec second membre. 

L'équation (1) est appelée équation des oscillations libres, 
l'équation (2’) est celle des oscillations forcées. 


$ 27. Oscillations libres. Représentations complexe et 
vectorielle des oscillations harmoniques . 


Considérons d'abord l'équation des oscillations libres 
y” + py +gy=0 (p>0, 90, voir $ 26). (1) 
Ecrivons l'équation caractéristique correspondante 


k + pk +g = 
et trouvons ses racines : 


e E 


1) Soit À rt Les racines k, et k sont alors des nombres réel 


négatifs. La solution générale s'exprime par des exponentielles : 
y= Ct 4 Cert (ki <0, ko <0). (2) 


Il résulte de cette formule que l’élongation y tend asymptotique- 
ment vers zéro lorsque —> œo, quelles. que soient les conditions 
initiales. Il n’y a pas d'oscillations dans le cas donné, car la force de 
freinage est grande par rapport au coefficient de rigidité du ressort k. 


2) Soit P =g; on a alors une racine double k= k= -5 : 
La solution générale s'écrit done : 

- 2; Š ae 3 

y= Ce 2 + Cie EL =(Ci;+ Ci) e 2, ( ) 


Là encore l'élongation tend vers zéro lorsque £— co, mais moins vite 
que dans le cas précédent (étant donné le facteur C4 + Cot). f 
3) Soit p = 0, c.-à-d. que l'on suppose le freinage absent. 
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L'équation (1) est alors de la forme 


y" + qy = 0. (4) 
L'équation caractéristique s'écrit 
__B+g—0, 
et elle a pour racines k; = fi, ka = —fi, avec Bp = Vq. La solution 
générale est 
y = C, cos Pt + C: sin ĝt. (5) 


g=Asin(Bt+g) 


Fig. 276 


Remplaçons dans cette formule les constantes arbitraires C, et 
C> par d’autres, À et Po, liées à C, et C2 par les relations: 


Ci = À sin po, C2 = À cos po. 
On tire de là À et po en fonction de C, et C, comme suit: 
A=V CFC, p=are te. | 


Substituant les expressions de C, et C, dans la formule (5), o 
obtient | 
y = À sin Qo cos fé + À cos Po sin Be 


y = À sin (Bt + po). (6) 


De telles oscillations sont dites harmoniques. Les courbes inté- 
grales sont des sinusoïdes. L'intervalle de temps 7 dans lequel 
la quantité Pt + po varie de 2x est appelé période des oscillations; 


dans notre cas T — 2. Nous appellerons fréquence des oscillations 


le nombre d'oscillations dans le temps 2x; dans notre cas la fré- 
quence est P; la constante À, qui représente l’élongation maximum 
à partir de la position d’ équilibre, est appelée amplitude du mou- 
vement oscillatoire; pọ est la phase initiale. On a représenté le 
graphique de la fonction (6) sur la figure 276. 

En électronique et ailleurs on fait largement appel aux repré- 
sentations complexe et vectorielle des oscillations harmoniques. 


où 
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Considérons dans le plan complexe xOy le rayon vecteur A = 
= A (t) de longueur constante |A |= À = const, 

Lorsque le paramètre ż (? désigne ici le temps) varie, l'extrémité 
du vecteur À décrit un cercle de rayon À centré à l'origine des coor- 
données (fig. 277). Soit p l'angle 
formé par le vecteur À et l'axe 
Or et tel que p = Bt + po. La 
grandeur f est appelée vitesse angu- 
laire de rotation du vecteur À. 
Projetons le vecteur À sur les axes 
Oy et Or: 


y= Asin (ft-+ Ẹo), | e 
z= Acos (Bt + Po). 
Les expressions (7) sont les solu- 
tions de l'équation (4). 
Considérons la grandeur com- 
plexe Fig. 277 
z = z + iy = À cos (Bt + po) + iA sin (Bt + po) 


ou encore 


z = À [cos (Bt + Po) + à sin (Bt + pol. (8) 


Comme nous l'avons vu au § 1, chap. VII, la grandeur complexe 
z (8) représente le vecteur A. 

Par conséquent, les solutions de l'équation des oscillations har- 
moniques (4) peuvent être assimilées aux projections sur les axes 
Oy et Ox du vecteur A ayant $ pour vitesse angulaire et Qo pour phase 
initiale. 

En se référent à la formule d'Euler (cf. (4), $ 5, chap. VII) on 
peut écrire l'expression (8) sous la forme: 


z= Ae BEP) : 
Les parties imaginaire et réelle de l'expression (9) sont les solu- 


tions de l'équation (4). L'expression (9) est dite solution complexe 
de l’équation (4). Mettons l'expression (9) sous la forme 


z= Ae et, (9) 
L'expression Ae% porte le nom d'amplitude complexe. Dési- 


gnons-la par A*. La solution complere (10) peut alors être mise sous 
la forme 


z= Atei ge, | 


4) Soit p0 et = E <a. 
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Les racines de l'équation caractéristique sont alors complexes: 


L'intégrale générale est de la forme 
y = eat (C, cos Bi + ‚Ca sin Bå) (12) 
y = Ae™ sin (Bt + po). (13) 


| Force nous est de prendre ici pour. amplitude la quantité Aert 
qui dépend du temps. Comme œ < 0, elle tend vers zéro lorsque 


` 


ou 


ou 


Fig. 278 


t —> œ, c.-à-d. que nous sommés en présence d'oscillations amorties. 
La figure 278 représente le graphique de telles oscillations. 


‘8 28. Oscillations forcées : 
_ L'équation des oscillations forcées s'écrit 
y” + py +a =f Pp>0,g>0, voir 826). (1) 


_. Considérons le cas important en pratique où la. force perturba- 
ira ERP ie RS # ` Ze ati 
trice extérieure est représentée. par la fonction périodique 


| f (ù = a sin ot; 
l'équation (1) devient alors 
y" + py" + gy = asin oti: ` (1) 
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4) Supposons d'abord que p +0 et n <q, c.-à-d. que les raci- 


nes de l'équation caractéristique soient des nombres complexes 
œ + if. La solution générale de l'équation homogène s'écrit alors 
(voir formules (12) et (13), $ 27) 


y = Ae% sin (ft + po). (2) 


Cherchons une solution particulière de l’ équation avec second mem- 
bre sous la forme 


y* = M cos ot + i; sin ot. (3) 


Substituant cette expression de y* dans l'équation différentielle 
initiale, on trouve M et N: 


— poa ——_ (g—w?)a 
M= oppa No per: 
Avant de substituer les expressions de M et N dans l'égalité (3), 
introduisons les nouvelles constantes A* et ọ* en posant 
M = A* sin p*, N = A* cos p*, 
soit 
TTE M 
A = V WFN tgpi. 
VEN EVN 
On pourra écrire alors la solution particulière de l'équation non 
homogène sous la forme 
= A* sin p* cos wi + A* cos g* sin of = A* sin (ot + p*) 
ou, en définitive, 


du a ; a 
Vos OT 


L'intégrale générale. de l'équation (1) est égale à y =y— y*, soit 


EN at cj aaa oa x * 
y = Ae% sin (Pt -+ Po) + EET sin (ot + p*). 
Le premier terme du second membre (la solution de l'équation 
homogène) représente des oscillations amorties. Il décroît lorsque 
+ croît et, par conséquent, au bout d’un certain temps, c’est le second 
terme, représentant les oscillations forcées, qui joue le rôle prin- 
cipal. La fréquence œ de ces oscillations est égale à la fréquence de 
la force extérieure f (#); l'amplitude des oscillations forcées est 
d'autant plus grande que p est petit et que œ? est voisin de q.. 
Etudions en détail la dépendance entre l'amplitude des oscilla- 
tions forcées et la fréquence œ pour différentes valeurs de p. Dési- 


+ 


gnons à cet effet l'amplitude des oscillations forcées par D (o): 


a 
0 
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Posons q = ff (pour p = 0 f; serait égal à la fréquence des oscilla- 
‘ tions propres). On a a Re 


D (o E 2 — a : 
D (œ) V (B}— 03)? F pu? ay (1) i-e 
2 p? B? 
Posons i Por 


i 

Peche. he 

Bi 5 Ho D 
où À est le quotient de la fréquence de la force perturbatrice et de la 
fréquence des oscillations libres du système, la constante y ne dépen- 
dant pas de la force perturbatrice. L'amplitude s'exprime alors par 
la formule 

D A = ann o a; 
N= van 2 

Trouvons le maximum de cette fonction. Il correspond évidemment 
à la valeur de À pour laquelle le dénominateur est minimum. Mais 
le minimum de la fonction 


VAR + YA (5) 


est atteint pour 


et est égal à 


Par conséquent, l'amplitude maximum est égale à 


, Dmax. = — 5 . 
py -È 

Le graphique de la fonction D (A) pour divers y est représenté sur 
la figure 279 (pour fixer les idées, on a posé pour la construction des 
courbes correspondantes a = 1, B, = 1). Ces courbes sont appelées 
courbes de résonance. = 

Il résulte de la formule (5) que pour des ÿ petits la valeur maxi- 
mum de l'amplitude est atteinte pour des À voisins de l'unité, c.-à-d. 
lorsque la fréquence de la force coercitive est voisine de la fréquence 
des oscillations libres. Si y = 0 (donc p = 0), c.-à-d. s’il n'ya pas 
de résistance au mouvement, l'amplitude des oscillations forcées 


croît indéfiniment lorsque.À —> 1, c.-à-d. lorsque & + Bi = Va: 
lim D(A) = œ. 
Ai 
0=0) 
Lorsque œ? =q, il y a résonance. 
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2) Supposons maintenant que l’on ait p = 0, c.-à-d. que nous 
considérerons l'équation d'oscillations élastiques sans résistance en 
présence d'une force coercitive périodiques 


à y" + qy = a sin ot. (6) 
Dfa) 


30 


en 
5 LII > 


Fig. 279 


La solution générale de l'équation homogène est 
y = C, cos Bt + Cosin Bt (PB? = q). 


Si B = œ, c.-à-d. si la fréquence de la force coercitive n'est pas 
égale à la fréquence des oscillations propres, la solution particulière 
de l'équation non homogène s'écrit | i 


y* = M cos ot + N sin ot 
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On trouve en substituant cette expression dans l'équation proposée : 
M=0, N= 


@? 
La solution générale est 
a 


y = A sin (Bé + Po) + PRET sin @t. 


Le mouvement résulte donc de la superposition des oscillations 
propres de fréquence f et des oscillations forcées de fréquence «. 


4 A 
s=- tcos Bt 


a=const 


B=const 


Fig. 280 


Si P = ©, c.-à-d. si la fréquence des oscillations propres coïncide 
avec la fréquence de la force coercitive, la fonction (3) n’est pas solu- 
tion de l'équation (6). On cherchera alors, en vertu des résultats du 
$ 24, une solution particulière sous la forme 


y* = t (M cos Bt + N sin Bi). (7) 
On trouve M et N en substituant cette expression dans l'équation 
différentielle : 


a. k — 
M= -55 ; N=0. 
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Par conséquent, 


y* = — yp +008 fi. 


La solution générale est de la forme 
y= À sin (Bt + po) — yp à cos ft. 


Le deuxième terme du second membre montre qu’alors l’amplitu- 
de des oscillations augmente indéfiniment lorsque # — oc. Ce phéno- 
mène, qui a lieu lorsque la fréquence des oscillations propres du 
système et la fréquence de la force coercitive coïncident, est appelé 
résonance. 


Le graphique de la fonction y* est représenté sur la figure 280. 


$ 29. Systèmes d'équations différentielles ordinaires 


Dans la résolution d’un grand nombre de problèmes, on demande 


de trouver des fonctions y, = y1 (£), Y2 = Y2 (x), . . . Yn = Yn (T) 
satisfaisant à un système d’ équations différentielles qui contiennent 
la variable x, les fonctions inconnues yi, Y2, . . . Yn et leurs dé- 
rivées. 


Considérons le système d'équations différentielles du premier 
ordre : 


d 
= fi(x, Yi: Yo; ...} Yn) 
dy 
_ Te 2 (£, Yis Y2 >- Yn)» 4) 
P i 
T = Jn (z, Yis Y2 e- Yn): 
OÙ Y1, Y2, -- - Yn Sont les fonctions inconnues et x la variable. 


Un tel système, résolu par rapport aux dérivées premières, est 
appelé système normal. 


Intégrer ce système, c’est déterminer les fonctions y1, Yo, . . ., Yn 
vérifiant les équations (1) et satisfaisant aux conditions initiales 


données : 

(Ya) xx = Yio (Y2)a=xa = Y20, arii ag, (Yn) x=xo = Yno. (2) 
On intègre le système (1) comme suit.. 

Dérivons la première des équations (1) par rapport à z: 


dyi _ Of 4 ôl dy: ôfı dyn 
dz? ðr | Op dr. >t l ĝyn da ` 
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P : 
Rempla ons les dérivées a jets Sn = par leurs expressions 
paç “ds ? dz. P 
fis fe, -- -s fn tirées de (1), on obtient l'équetion 


d? 
S= F(T, Yis +. Un). 


Dérivant l'équation obtenue et procédant de la même manière, 
on trouves 
di 
+= Fs (z, Yis Yes os Un}. 
Continuant ainsi, on trouve en définitive 
dyr N L 
= Ph (z, Yis e.. Yn). 
On obtient. ainsi le système suivant: 
P 
H = fi (x, Yir sos Yn) 
d? : 
ru us F? (z, Yis eser Yn)» 


dř?yi a 
dan L= Fyn (T, Yi,- Yn). 


On: tire. des #— { premières équations y2, Ys, .:., Yn en les expri- 


dy e y: dn-1 
mant en fonction de x, y, et des dérivées TE, T ERSE n; ; 


Y2 = P2 (z, Yis Yi» ses y), 
PTN pee Yis Yo cos y»), 


r i 


(3) 


(4) 


Yn = Pn (z, y, Yis seer yp) | 
Substituant ces expressions dans la dernière équation (3), on 
obtient une équation du z-ième ordre portant sur y;3 


dr £ f 
T= =D (CA Yi» Yi ans y” R (5) 
On détermine y; en résolvant cette expression : 
Ya Vi (z; Ci, Cas c.e; Ca}. an (6) 
Dérivons cette expression n—1 fois; on trouve les dérivées 
dy dy dr” lys 


dro dé te gai comme fonctions de x, Ci, Co, ..., Ca. 
Substituons ces. fonctions dans les Aer (4), on détermine 


Yz, Ysy sos Yn: i 
(7) 
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Pour que la solution obtenue satisfasse aux conditions initiales don- 
nées (2), il ne reste plus qu'à déterminer dans (6) et (7) les valeurs 
des constantes C4, C2, . .., Cn (comme on l’a fait dans le cas 
d'une seule équation différentielle). : 


Remarque 1. Si le système (1) est linéaire par rapport aux 
fonctions inconnues, l'équation (5) sera aussi linéaire. 


Exemp le 1. Intégrer le système : 


=y+ite y 35420 (a) 

avec les conditions initiales 
“(Yx=o=1,  ()x=0=0. (b) 
Solution. 1) On a en dérivant par rapport à x la première équation 


dy _ dy dz 
d2 ge de TE 
dy dz 


On obtient en substituant dans cette dernière les expressions: a À 


tirées des équations (a) : 


DI yita) y — 35 +22) + 


ou , 
PY —3y— 258541 
a — dy — 254351. (c) 
2) On déduit de la première équation (a) 
d oà 
z=- ia. () 


Substituons cette expression dans (c), on obtient 


a —3y—2 (us) +s+ 


ou 


na +2 z += 5e +1. (e) 


La solution générale de cette ernière est 
y = (Ci + Coxje-* + 5z — 9 (i) 

et compte tenu de (d) | 
| z = (Cz — 2C; — 2Cr) e-® — 6x + 14. (g) 


ann les constantes C; et C2 de manière à satisfaire aux conditions ini- 
tiales 


U= = À, (Z)x=0 = 0. 
On déduit alors des égalités (f) et (g) 
1 = C, — 9, 0 = C3 — 2C, + 14, 


d'où Ci = 10: Cz = 6. 
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Par conséquent, la solution satisfaisant aux conditions initiales (b) s'écrit 
y = (10 + 6x) e-® + 5x — 9, z= (—14—12z) 6-7 —6r + 14. 
Remarque 2. Nous avons supposé dans les raisonnements 
précédents que l’on pouvait tirer les fonctions y2, Ys, . . ., y, des 
n — 1 premières équations (3). Mais on peut parfois tirer ys, . .…, Un 
de moins de z équations. On obtient alors pour déterminer y une 
équation différentielle d'ordre inférieur à n. 
Exemple 2. Intégrer le système 
dx 7 dy __., …. dz _ 
a PR GTS a e: 
Solution. On trouve en dérivant par rapport à ż la première équation: 
d?r dy dz si 
GE TH =(z+2)+(2-+vh 
dx 
ap 22 ++. 
Eliminons les variables y et z des équations 
dx dx 
m ITa ge = 2t ++ 


on obtient une équation du second ordre par rapport à x: 


dx. ‘dx 
ae a 2x —0. 
L'intégrale générale de cette dernière est 
z= Cet + Cet. (œ) 
D’où 
LE = Cet + 2081 et = Er — CyeTiH2Coet —z. (B) 


Substituant les expressions ci-dessus de z ct y dans la troisième équation du 
système proposé, on obtient une équation permettant de déterminer z: 


D p r=3C,et, 
On trouve en intégrant cette équation : 
z= Cge-t+ Coe2t, (x) 
Mais on a alors en vertu de (ß): 
y = — (C1 + C3) et + Cet. (ô) 
Les équations (œ), (B), (y) donnent la solution générale du système proposé. 


Il se peut que les équations différentielles d'un système con- 
tiennent des dérivées d'ordres supérieurs à un. L'ordre du système 
considéré s'élève en conséquence, | | 

Ainsi, le problème du mouvement d'un point matériel sollicité par une 
force F' se ramène à un système de trois équations dilférentielles du second ordre. 
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Soient Fy, Fy, Fz les projections de la force F sur les axes de coordonnées. La 
position du point à chaque instant # est définie par ses coordonnées x, y, z. 
Il en résulte que x, y, z sont des fonctions de t. Les projections du vecteur vi- 


tesse du point matériel sur les trois axes sont dr dy, Qz 


dt dt dt 
Supposons que la force F' et, par conséquent, ses projections Fy, Fy, Fz 
dépendent du temps ż, de la position z, y, z et de la vitesse T ; à, Z: 


Les fonctions que l'on cherche dans ce problème sont 
z= z (t), y = y (t), z= z (t). 


On les détermine à partir des équations de la dynamique (loi de Newton) : 


d?x dz dy dz 
e e 


dt? 
dy dz dy dz 

mgt (sena ao a i) (8) 
d2z dz dy dz 

mgn (bena a a T) 


Nous avons obtenu un système de trois équations différentielles du second ordre. 
Si le mouvement est plan. c.-à-d. si la trajectoire est une courbe plane (par 
exemple du plan Ozzy), on obtient un système de deux équations pour déter- 
miner x (t) et y (t): 


dx dz dy 

mgmt (b en ee de): 2 
dy _ dz dy 

mgr =r (ben Ge i) (9) 


On peut résoudre un système d'équations différentielles d’ordre n en le 
ramenant à un système d'équations du premier ordre. Montrons comment on 
procède sur l’exemple des équations (9), et (10). Introduisons les notations: 


dz dy 
ara a 
On a 
dz _ du dy _ dv 
d2? dt’ a dt’ 


Le système de deux équations du second ordre (9), (10) à deux fonctions 
inconnues z (t) et y (t) est remplacé par un système de quatre équations du 
premier ordre avec quatre fonctions inconnues x, y, u, v: 


du 
m- Es (t, T, Ys U, v), 


dv 
m a AY (t, x, Yy, 4, v). 
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Indiquons ‘pour terminer que la méthode générale examinée de résolution de 
systèmes d'équations différentielles peut être remplacée, dans certains cas con- 
crets, par des procédés artificiels permettant d'arriver plus rapidement au but. 


Exemple 3. Trouver la solution générale du système d'équations 
différentielles | f 


dy 
Tan Ta 

d?z 

de TY 


Solution. Dérivons deux fois par rapport à x les deux membres de la 
première équation : i ` 


dây — d?z 
drd dr? 
a d x $ z3 
Or, TT =y, donc on obtient l'équation du quatrième ordre 
diy 
dzs TY 


On obtient par iptégration la solution générale de cette équation (voir 
§ 22, exemple 4): = ` | 


y = Cie + Cae™ + Cs cos x + C, sing. 


: d? Da dar anse : 
Tirons =% de cette équation et reportons-la dans la première équation du sys- 
tème proposé; on détermine z: 


z= Cie* + Cae* — C3 cos x — Cr sin z, 
:$ 30. Systèmes d'équations différentielles linéaires 
à coefficients constants 
Soit donné le système d'équations différentielles 
d 
TL art + lz T+ + H linin, 


dx 
“nat + latt e F azntn, k (4) 


. . oe v'oe a ooo o‘o o ’o uoo’ ll 


dz | 
ra = An1%1 + anto + » » » F GnnTn; 


Comme nous l'avons indiqué dans le précédent paragraphe, ce 
système peut être résolu en le ramenant à une équation du n-ième 
ordre qui dans le cas présent sera linéaire (nous l'avons déjà noté 
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dans la remarque 1 du précédent paragraphe). Or le système (4) 
peut également être résolu par une autre méthode, sans le ramener 
à une équation du n-ième ordre. Cette méthode permet d'analyser 
plus concrètement le caractère des solutions. 
Nous rechercherons la solution particulière du système sous la 
forme suivante: 
T = ae, £g = aget, an In = ne"! (2) 
On doit déterminer les constantes &4, &o, . . ., Qn et k de sorte 
que les fonctions ae", œe, ..., ane"! vérifient le système 
d'équations (1). En les portant dans le système (1), nous obtenons : 


ji kt kt 

kaje” = (as + Gite +... + anan) e", 
i k 

kase"! = (a401 + a202 + . + + an@n) €*!, 


Simplifions par e*!, Rapportant tous les termes dans le premier 
membre et mettant en évidence les coefficients de œ, Œz, . =., Œn, 
nous obtenons le système d'équations 


(a= k) aiH Go +... + ainan = 0, 
Q21% + (as — k) Qat ... + ünün = 0, (3) 


ii ant -ee + és — k) an =0, 


Choisissons qu, @o, . . ., @n et k de manière que soit vérifié 
le système (3). Ce système est un système linéaire d'équations algé- 
briques par rapport à @1, @2, . .., @. Formons le déterminant du 
système (3) : 


au —k die ce. lin 
n a e @ 
ni n2 e.e. (ânn — k) 


Si k est tel que le déterminant A est différent de zéro, le systè- 
me (3) ne possède qu'une solution nulle g; = gg =... = Qn = 0, 
et par conséquent les formules (2) ne donnent que les. solutions 
triviales: | 


T, (t) = z2 (i) =... = Tn (t) =0. 


Ainsi, nous ne pourrons obtenir des solutions non triviales (2) 
que pour les valeurs de k pour lesquelles le déterminant (4) s’annule. 
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Nous obtenons une équətion du n-ième degré pour déterminer k: 


dy —k ay Po din 
LEN üg —k ... an |_ 0 (5) 
ani an2 +. Ann —k 


Cette équation est appélée équation caractéristique du système (1), 
ses racines sont appelées racines de l'équation caractéristique. 
Considérons quelques cas. 


I. Les racines de l'équation caractéristi- 
que sont réelles et distinctes. Désignons par 
kı, k2, ..., kp les racines de l'équation caractéristique. Pour 
chaque racine k; écrivons le système (3) ét déterminons les coeffi- 
cients 

(îi) „Ü i 
œ; , af), ...s a. 

On peut montrer que l’un d'entre eux est arbitraire; on peut 
l’estimer égal à l'unité. Nous obtenons ainsi : 

pour la racine k, la solution du système (1) 

1? = a Vent, 20 = aP eht, o., LP = aent, 


pour la racine k, la solution du système (1) 
1? = ae, a? = oP ehet, o., ZP = aP eht ; 


e e o e o ùo sa ò oes o oo o où o o o o o a oo 


pour la racine #, la solution du système (1) 
299) = afent, r = afent, ..., 200 = aM eint, 


On peut se convaincrė par substitution directe dans les équations 
que le système de fonctions 


t= Catet Catet o. + Crafehnt, 
22 = Ca Pet LE Con Pekat... + Crag ernt, 


(6) 


Zn = Ca Pert q CaP et... + Crafehnt, 


où Ci, Cz, .. ., Cn sont des constantes arbitraires, est la solution 
du système d'équations différentielles (1). C’est la solution générale 
du système (1). On montre aisément que l’on peut trouver pour les 
constantes des valeurs telles que la solution vérifie les conditions 
initiales données. 


Exemple 1. Trouver la solution générale du système d'équations 


ti. a He 
NU 


i =r 3- 3x2. 
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Solution. Formons l'équation caractéristique 
2—k 2 
1 3—k |7 
ou k?—5k-+4=0. Nous trouvons les racines 
li=1,  k=4. 
Recherchons la solution sous la forme 
a = afbet, 1P = afet 


0 


et 
D= alneat, r= afPedt. 
Composons le système (3) pour la racine k;=1 et déterminons &«{ et a{P : 
(2—1) aP 2a =0, 
da{n + (3—1) a =0 
ou 
a 42a =0, 
aW 42a —0, 
roù {D Lu { w 1 
d'où «pP = =y ar Posant œ&{}—1 nous obtenons af} = -7 . Nous avons 
ainsi obtenu la solution du système : 
1 
zD =el, s9 -5 et. 


Composons ensuite le système (3) pour la racine k,—4 et. déterminons 
aP et af?) : 
1 2 s 
—2a{2 2a = 0, 
a2 — aP =0, 
d'où aP =a ct a! =1, a =1. Nous obtenons la seconde solution du 
systeme 
ment, Pett, 


La solution générale du système sera [voir (6)] 
z= Ciet + Coett, 


t= ae Ciet + C ett, 


I. Les racines de l'équation caractéris- 
tique sont distinctes,mais certaines d'en- 
tre elles sont complexes. Supposons que parmi les 
racines de l’équation caractéristique existent deux racines complexes 
conjuguées : 

k = à + if, ko = à — if. 


A ces racines correspondront les solutions 
x = aj eltib) (G=1,2,...,n), (7) 
x = afea—ipt (j=1,2,...,n). (8) 
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Les coefficients a et œf” sont déterminés à partir du système 
d'équations (3). 

De même qu’au $ 21 on peut montrer que les parties réelles et 
imaginaires de la solution complexe sont aussi des solutions. Nous 


obtenons ainsi deux solutions particulières : 
x = eut (AP cosfir +1 singz), | 
TP = eat (AP sin Br + NP cos Br), N 


où AP, AP, ke, no sont des nombres réels définis au moyen de 
a et a, 


(9) 


Les combinaisons correspondantes des fonctions (9) entreront 
dans la solution générale du système. 
Exemple 2. Trouver la solution générale du système 


dz, 
dt = Tz +t, 


dx À 
= D = — 2z; + Oxo. 
Solution. Nous formons l'équation caractéristique 
—1—k 1 
: =0 
—2 —5—k] 


ou k2+ 12k + 37 —0 et nous trouvons ses racines : 
hi —6+i, ki —6—1i, 
Portant k= —6-+i dans le système (3) nous trouvons : 
aW=1i, aW=1+i, 
Ecrivons la solution (7): 


zD = det-8+it, zp = = (Hi) es+dt, (7!) 
Portant k= —6—i dans le système (3), nous trouvons: 


a =1, afM—1i—;i. 
Nous obtenons le second système de solutions (8) : 
z9 = = ets it, 29 —(1—i) ets dt, (8’) 
Récrivons la solution (7): g | 
aiD = e76t (cosi+isint), zÿ—(1+i)e-6t (cos -+i sin t) 

ou: 

{D = e-6t cos ¿+ ie™®t sin t, 

zD == e™6t (còs t— sin t) + ie-0t (cos t-+sin #). 
Récrivons la solution (8’): 

zi = er6t cos {—ie-6t sint, 

af = e$t (cos £— sin t) — ie-04 (cos t4-sin t). 
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Nous: pouvons choisir comme système de solutions particulières séparément 
les parties réelles et imaginaires 


TD = ett cost, zP —e”-8t (cos —sint), we) 
z9 = evet sint, z = e76t (cos t+ sin t). 
La solution générale du système sera : 

zı = C4e™tt cos t+ Ce™tt sin t, 


z = C4e76t (cos t—sin t) + Cpe- (cos t+sin t). 


On peut trouver par une méthode analogue la solution d'un 
système d'équations différentielles linéaires d'ordres supérieurs 
à coefficients constants. 

En mécanique et en théorie des circuits électriques on étudie, 
par exemple, la solution du système d'équations différentielles du 
deuxième ordre 

dx 
-ga = Cut + du, 
S | (10) 
yY è 
TE ~ ayt + Qy. 


Nous recherchons de nouveau la solution sous la forme 
kt = kt 
, y i Be 


Portant ces expressions dans le système (10) èt simplifiant par e“!, 
nous obtenons un système d'équations pour déterminer œ, f et k: 


(aa — k’) à + a:28 = 0, | 
du + (a22 — k’) P = 0. 


Les valeurs œ et f ne seront différentes de zéro que dans le cas où 
le déterminant du système sera égal à zéro: 


z = Qe 
(11) 


a — k 9 
ET |=0. (12) 


Gi t — k? 
C'est précisément l'équation caractéristique pour le système 
(10); c'est une équation du 4-ième ordre par rapport à k. Soient 
kı, k2, ka et k, ses racines (nous supposons que les racines sont 


distinctes). Pour chaque racine k; du système (11) nous trouvons les 
valeurs œ et B. La solution générale analogue à (6) sera de la forme 


T—= Cia Pert + Caa” ekat + Ca? ekat + Cia etat, 
y= C B® ehit + Cap Peret + Cp Perat + Cp Pert, 


Si certaines des racines sont complexes, à chaque paire de racines 
complexes correspondra dans la solution générale une expresson du 


type (9). 
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Exemple 3. Trouver la solution générale du système d'équations 
différentielles 


dx 

a 4 
d'y 
Ir = — 2 + y. 


Solution. Ecrivons l'équation caractéristique (12) et trouvons ses 
racines : 


1— k2 —4 
-1 ap | 7> 


kı=i, k= —i, k= V3, ka= — V3. 
Nous rechercherons la solution sous la forme . 


zD = atbeit, y = BDeit, 
x12) — ateit, y® = Btae-it, 


20 = ade V 3t, y= pe Vat 
zD = aDeT var yD = peT v3t, 


Nous tirons du système (11) at et BÒ ; 


4 
ai, pO=7> 
A 4 
a2 — 1, pe?) Fra i 
1 
aB =1, BD= =F 
git —1 "pa — L 
3 2 t 


Ecrivons les solutions complexes : 
zD =eit = cos ti sint, 
z = eit = cos t— isin t, 


yD = -z (cos t+isint), 
1 Te 
y® = y (cos { — i sin £). 


Les parties réelles et imaginaires prises séparément seront aussi des 
solutions : He | i 


— ner E 
æD=cost, yD— 7 COS t, 


æ%=sint, y» =+ sin t. 
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Nous pouvons maintenant écrire la solution générale : 
z= Ci cos t+ C, sin t+ Cue Vtt Cie V, 
1 1 . 1 3 1 z 
= Ci cos t + Ca sin t 5 Ce V3t_ y Ca eT vai, 


Remarque. Nous n’avons pas considéré dans ce paragraphe 
le cas des racines multiples de l'équation caractéristique. ` 


$ 31. Notion sur la théorie de là stabilité de Liapounov. 
Comportement des trajectoires de l'équation différentielle 
au voisinage d’un point singulier 


Comme les solutions de la plupart des équations différentielles 
et des systèmes d'équations ne s'expriment pas au moyen des fonc- 
tions élémentaires ou par des quadratures, on a recours également 
à des méthodes d'intégration approchée. On a donné une idée de ces 
méthodes au $ 3; en outre, plusieurs de ces méthodes seront exa- 
minées aux $$ 32-35 et aussi au chapitre XVI. 

Le défaut de ces méthodes, c’est qu’elles ne donnent qu’une solu- 
tion particulière; pour obtenir d'autres solutions particulières, il 
faut refaire tous les calculs. Connaissant une solution particulière, 
on ne peut pas se prononcer sur le caractère des.autres solutions. 

En maints problèmes de mécanique et de technique, il importe 
de connaître non pas les valeurs concrètes de la solution correspon- 
dant à des valeurs concrètes de la variable, mais l'allure de la solu- 
tion lorsque la variable varie, notamment lorsqu'elle tend vers 
l'infini. Il est, par exemple, important de savoir si les solutions 
satisfaisant à des conditions initiales données sont périodiques ou 
si elles tendent asymptotiquement vers une fonction connue, etc. 
La théorie qualitative des équations différentielles a ces questions 
pour objet. 

La question de la stabilité d’une solution ou d’un mouvement est 
une des questions fondamentales de la théorie qualitative; cette 
question a été étudiée en détail par l’éminent mathématicien russe 
A. Liapounov (1857-1918). 

Soit le système d'équations différentielles 


fi (t, T, y): 
(1) 


d 
Te fa (t, T, y). 


Soient x = z (i) et y = y (å les solutions de ce système satisfaisant 
aux conditions initiales 


(11) 


Tt=0 = Lo: } 
Yt=0 = Yo. 
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Soient encore z=x(t) et y—y(t) les solutions du système (1) 


satisfaisant aux conditions initiales À 
T0 = To 
t=0 07 | (1”) 
Yi=0 = = Yo- 
Définition. Les solutions x = z (i) et y = y (t) satisfai- 


sant aux équations (1) et aux conditions initiales (1 sont dites siables 
i 


Fig. 281 


au sens de Liapounov lorsque £ > co si, pour tout s œ> 0 arbitraire- 
ment petit, il existe ô œ> 0 tel que l’on ait pour tout # œQ les iné- 
galités 


(zri <e, 
2a (2) 
| ly (6) — y (H| <e, 
dès que les conditions initiales satisfont aux inègalités 
| | To— To |< ô, ; 
: > (3) 
; |Yyo— yol < 6. 


Interprétons cette définition. Il résulte des inégalités (2) et (3) 
que les solutions varient peu, quel que soit ¢ positif, lorsque les 
conditions initiales varient peu. Si le système d'équations différen- 
tielles est celui d’un mouvement, le caractère: du mouvement varie 
peu lorsque les conditions initiales varient peu si les solutions sont 
stables. 

Voyons-le sur l'exemple d'une équation du premier ordre. Soit l'équation 
différentielle 


—— = —y+ i1. (a). 


Sa solution générale est | 
| y = Cetti. (b) 
Trouvons la solution particulière satisfaisant à la condition initiale 

Yt=o = 1. (c) 
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Il est évident que cette solution y = 1 correspond à C = 0 (fig. 281). Trou- 
vons ensuite la solution particulière satisfaisant à la condition initiale 


Yi=0 = Vo. 


Trouvons la valeur de C dans l'équation (b): 
Vo= C+1, 
d’où ` e 
C = Yo — 1. 


On obtient en substituant cette valeur de C dans l'égalité (b) 
y= {y tet A. 
Il est évident que la solution y = 1 est stable. En effet 
Yy = yo — 1) et H A] i = (go — 1) et + 0 


lorsque £ + oo. 
L'inégalité (3) est donc vérifiée quel que soit e dès que l’on a 


(Yo — 1) = Ê <e. 


Si les équations (1) décrivent le mouvement, où l'argument ż 
est le temps, et qu’elles ne contiennent pas explicitement le temps ż, 
c'est-à-dire si elles ont la forme 


dz : ; 
T= fi (2, y), 
d 

= f(z, y), 


un tel systeme est dit autonome. 
Considérons ensuite le système d'équations : 


a ET + EY, 
a (&) 
7 = ax + by, 


en supposant que les coefficients a, b, c, g soient des constantes. 
La substitution directe nous convainc que la solution du système 
(4) est alors x = 0, y = Q. 

Voyons à quelles conditions doivent satisfaire les coefficients pour 
que la solution x = 0, y = 0 du système (4) soit stable. 


Dérivons la première équation et éliminons y et Sy , on obtient 
une équation du second ordre: 
d?x dz dy dz dx dz 
ea tE g =e a tE let by) =c Harto (g er) 
ou 


TT (b+ e) $ — (ag —be) x —0. (5) 
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L'équation caractéristique s'écrit 
22 — (b + c) À — (ag — bc) = 0. (6) 


Cette équation est notée habituellement sous la forme d’un 
déterminant 
ch E. 


a pA 0) 


(cf. équation (4), § 30). 

Désignons les racines de l'équation caractéristique par À et Az. 
Comme nous allons le voir, la stabilité (ou l'instabilité) des solutions 
du système (4) est déterminée par la nature des racines À4 et Àz. 
Les cas suivants peuvent se présenter. 

4 Les racines de l'équation caractéristi- 
que sont réelles, négatives et distinctes: 


M <O0, àa <0, M Æ io. 
On trouve x de l'équation (5): 
z= Cedit 4- Coert, 


De la première équation du système (4), on déduit alors y. La 
solution du système (4) prend ainsi la forme : 


KA Cielst + Coghat, | 


y = [C (M — c) Att C; (àz — c) e^] 4 . (8) 


Remarque. Sig = 0 et a 0, il faut alors écrire l'équation 
(5) pour la fonction y. De la deuxième équation du système (4) on 
déduit y et ensuite x. La structure de la solution (8) ne change pas. 
Si g = 0 et a = 0, la solution du système d'équations s'écrit sous 


la forme: 
z = Ce", = C". (8°) 


Dans ce cas il est plus facile d’ ne le caractère des solutions. 
Donnons à C, et C} des valeurs telles que les solutions (8) satisfas- 
sent aux conditions initiales 


z l=0 = To Yli=0 = Yo. 
La solution vérifiant les conditions initiales est donc: 


Ezo t EYo— Zoda orst y So CTO — RN orat, 


LE =" Het @ 
_ 1 f czotEyo—Tohz i a out g T0M1—CTo— EVo 
ee [ 0880 0e (OP (are) et |, 


Il résulte de ces dernières formules que, pour tout s œ> 0, on 
peut choisir | xo | et | yo | suffisamment petits tels que l'on ait 
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pour tous les #4 > 0: 


lz (l<e JIy(1I<e, étant donné que 
ent <1 et eh <1. 


Notons que dans ce cas 
lim z (t)=0, 
t->+00 D 


lim y(#=0. (10) 
{+00 


Considérons le plan æOy. Ce plan porte le nom de plan de phase du 
système d'équations différentielles (4) et de l'équation différentielle 
(5). Considérons les solutions (8) et (9) du système (4} comme les 
équations paramétriques d’une certaine courbe dans le plan de 
phase x0Oy: | 


= (t, Ci, C2), l (11) 
y=Ÿ (t, Ci, C2), 
x= Q (t. Zo, Yo): 
y =Ÿ (t, To, Yo). } da 


Ces courbes sont appelées courbes intégrales ou trajectoires de l'équa- 
tion différentielle 
dy __az+by : 
dr  czẸ} gy (43) 


obtenue en divisant membre à membre les équations du système (4). 
L'origine des coordonnées O (0, 0) est un point singulier pour 
l'équation différentielle (13) puisqu'il n'appartient pas au domaine 
d'existence et d’unicité de la solution. 
Le caractère des solutions (9) et plus généralement des solutions 
du système (4) est illustré concrètement par la disposition des cour- 
bes intégrales 


F (z, y, C) =0 


qui forment l'intégrale générale de l'équation différentielle (13). 
La constante C est tirée de la condition initiale y,—,, = yo. Après 
substitution de C l'équation de la famille prend la forme 


F (£, y; zo yo). (14) 


Dans le cas des solutions (9) le point singulier porte le nom de nœud 
stable. On dit qu’un point se déplaçant sur la trajectoire tend indé- 
finiment vers le point singulier si £ —> oo. 

Il est évident qu’on aboutirait également à la relation (14) 
en éliminant le paramètre ż du système (12). Pour déterminer com- 
ment, dans le plan de phase, sont disposées les courbes intégrales 


132 ' EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH. XIII 


au voisinage du point singulier pour toutes les racines possibles de 
l'équation caractéristique, au lieu d’une analyse complète, bornons- 
nous à une illustration sur des cas simples ne nécessitant pas des 
calculs compliqués. Précisons que les trajectoires de l’équation (13) 
et celles qui seront étudiées dans ces exemples auront la même 
allure au voisinage de l’origine 
des coordonnées quels que soient 
les coefficients. 

Exemple 1. Etudier la stabili- 


té de la solution z= 0, y = 0 du sys- 
tème d'équations 


ne 5 
dt è 
dy a 
de 4} 
, Solution. L'équation caractéris- 
Fig. 282 tique êst 
—1—X 0 
0 —2—X di 
Ses racines 
7 . M == 1. À = —2 
Les solutions (8') sont dans ce cas 
= Ce-!, = Cet. 
Les solutions (9) 
z= zet, y = ye. (a) 


Il est évident que lorsque £ —— + œo x (t) + 0 et y (t) + 0. La solution z = 0, 
y = 0 est donc stable. Voyons maintenant le plan de phase. En éliminant le 
paramètre £ de l'équation (a) nous obtenons une équation de la forme (14) 


z\2 y 
>} ==. b 
si ( To ) @) 
C'est une famille de paraboles (fig. 282). 

L'équation (13) s'écrit dans ce cas ` 


Nous obtenons en intégrant 
Log | y | = 2 Log | z | + Log | C |, 
y = Cr. {c) 
Tirons C des conditions 


Yo 
Yx—xg = yo, C=- . 


En substituant C dans (c) nous obtenons la solution (b). Le point singulier 
O (0, 0) est un nœud stabie. 

IL. Les racines de l'équation c 
tique sont réelles, positives et d 
Ar >0, Az > 0, Aa Æ Àz. 


r e 


arac 
isti 
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Dans ce cas les solutions sont données également par les formu- 
les (8) et respectivement (9). Ici cependant pour | zo | et | yo | aussi 
petits qu'on veut |z (ż) | —+ œ, |y (#) | — œ lorsque t—> +00, 
étant donné que eîit— œo et eh —+ oo lorsque £—> +00. Sur le 
plan de phase le point singulier sera un nœud instable: en effet, 
lorsque ż¿ — +00, un point qui se déplace sur la trajectoire s'éloigne 
du point de repos z = 0, y = 0. 


Exemple 2. Etudier la stabilité des solutions du système 


dz dy 
a7 ue 
Solution. L’éguation caractéristique sera 
1—X 
0 2—4 | =0; 
ses racines- 
M=1, M=2, 


et la solution du système 
z=ael, y= yt. 


Cette solution est instable car [z(t)|— œ, |y (£) |—> 00 lorsque +t-»+ 00. 


Eliminons t: 
( T ) 
0 Yo 


(fig. 283). Le point singulier O (0, 0)est un nœud instable. 


III. Les racines de l'équation caractéristique 
sont réelles et de signes contraires, par exemple 
A0, À < 0. 

Il résulte de la formule (9) que pour | zo | et | yo | aussi petits 
qu'on veut, si CTo + Yo — Lodz Æ 0, | x (4) |— oo, | y (ù | — œ 
lorsque # — +20. La solution est instable. Dans le plan de phase 
le point singulier porte le nom de selle. 


Exemple 3. Etudier la stabilité de la solution du système 
dz dy 


a 4 
Solution. L'équation caractéristique est 
1—X 0 
REA |7% 
par suite, À, = 1, àp = —2. La solution est 


z = set}, y = Yoe. 


La solution est instable. En éliminant le paramètre t, nous obtenons une famille 
de courbes dans le plan de phase 


ya? = yozĝ. 


Le point singulier O (0, 0) est une selle (fig. 284). 
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IV. Les racines.de l'équation caractéristique 
sont complexes avec une partie réelle négative: 
M =a + ib, às = œ — if (x < 0). 

La solution du système (4) est 


T—= ert [Ci cos Bi + Co sin Bi], : 
y = $ e% [(aC, + BCa— cC1) cos Bt+ (aC — BC, — cC) sin fi]. | i 


Posons 


Aa 7 à C C 
C= VCF, snô—#+, cos = ; 
y 


Fig. 283 Fig. 284 


L'équation (15) peut alors s'écrire sous la forme 


x= Ceat sin (Bt + ô), . 
y= Ce” [(æ — c) sin (Bt -+ 8) +B cos (Bt + )], | Fe 


où C, et C, sont des constantes arbitrairés susceptibles d’être tirées 
des conditions initiales: z = to, y = yo en faisant £ = 0. De plus, 


zo = C sin 6, Vo [(a—c) sin à + f cos ô], 
d'où 
CIS; C= DR ED | (17) 
Rappelons que si g = 0, la solution se présentera sous un autre 
aspect, mais le caractère de l'analyse restera le même. 


Il est évident que pour tout e œ> 0 et | ro | et | yo | suffisamment 
petits on aura 


le (A< er ly He 
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La solution est stable. Dans ce cas quand # — +00 
z(—0 et y(ġ—0 


en changeant de signe un nombre indéfini de fois. Sur le plan de 
phase le point singulier de cette nature porte le nom de foyer stable. 


Exemple 4. Etudier la stabilité de la solution du système d'équations 


dz 

ar m It 
dy = — 
RES 

Solution. Ecrivons l'équation caractéristique et cherchons ses racines 
—1—Y 4 ; 
= 2 ai 
1 = N =0, A2421+2—0, 


yo —1+di aœ——1, B—1. 
Déterminons C, et C2 d'après les formules (17): C1 = to, C2 = yo. En les 
substituant dans (15) nous obtenons: : 
z= et (zo cos t + yo sin t), (A) 
y = e-t (yo cos t — xp sin t). 
El est évident que pour des valeurs de # quelconques 
Izl<Izol+lgol ly iS lz |+ lyol 


Lorsque t -> + œ, x (t) —+ 0, y (t) — 0. La solution est stable. 
Voyons maintenant comment dans ce cas sont disposées les courbes dans 
le plan de phase. Transformons l'expression (A). Soient 


= Mcos6, yo—=Msinô, 


M=VAF®, tot 


Les égalités (A) prennent alors la forme: 
z = Me-t cos (BE — ô), 
y = Me™ sin (Bt — ô). 
Passons aux coordonnées polaires p et O et exprimons p en fonction de 6. Les 
équations (B) prennent la forme 
p cos 0 = Me™ cos (Bt — ô), © 
p sin 0 = Me~ sin (Bt — ô). 


En élevant les premiers et les deuxièmes membres au carré et en additionnant, 
nous obtenons x | | 


(B) 


p? = Me’, 
ou encore 
p = Me-t. (D) 
Exprimons à présent ż en fonction de 6. En divisant membre à membre les 
équations du système (C), nous obtenons 
tg 0 = tg (Bt — ô), 
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d'où il vient 


0+òô 
ep + 
Substituôns dans (D): 
6 +6 
| p=Me À 
ou 
swa - ô 8 
p=Me P B 
8: 
En désignant Me P par Mi nous obienous en définitive 
0 
p=Mie ©. (E) 


C'est une famille de spirales logarithiniques. Dans ce cas lorsque t — + 00 
“un point se déplaçant sur la trajectoire tend vers l'origine des cuordonnées. 
Le point singulier O (0, 0) est un foyer stable. 


V. Les racines de l'équation caractéristique 
sont complexes avec une partie réelle positive: 
à =a +ib, À: =a — if (&œ > 0). 

Dans ce cas la solution s'exprimera également au moyen des 
formules (15), où & œ> 0. Lorsque #— +œ, |x (ri) | et |y (| 
peuvent prendre des valeurs aussi grandes qu’on veut quelles que 
soient les conditions initiales to et yo. V + y5 = 0). La solution 
est instable. Sur le plan de phase un point singulier de cette nature 
porte le nom de foyer instable. Un point se déplaçant sur la trajectoire 
s'éloigne indéfiniment de l’origine des coordonnées. 


Exemple 5. Etudier la stabilité de la solution du système d'équations 


dx 
tt 
DE TEN 


Solution. Ecrivuns l'équation caractéristique et cherchons ses racines. 
1—X 4 
—1 1— 
M=t+i =i i 
La solution (15), compte tenue de- (17), est dans ce cas 
| z = et(zo cos t + yo sin t), 


1% 221420, 


y = el(ÿo cos £ — zo Sin t). 
Dans le plan de phase nous obtenons une courbe en coordonnées polaires 
p= M,e, 
Le point singulier est un foyer: instable (fig. 285). 
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VI. Les racines de l'équation caractéristique 


sont des nombres imaginaires purs: A4 = if, ^2= —if. 
Dans ce cas la solution (15) prend -la forme: 
z= C, cos Bt + Cosin fé, | 
; 18 
y=  (BCz— cC) cos pt + (—BC, —cC;) sin t). (8) 


Les constantes C, et C, sont déterminées d'après la formule (17): 
Gene GaSe i, (19) 


a 
8 


Il est évident que pour tout e > 0 et |xo | et | Yo | suffisamment 
petits, | z (D |< e et | y (t) |< £ quel que soit £. La solution est 
donc stable. x et y sont des fonctions périodiques de £. 


y 


Fig. 285 ` Fig. 286 


Pour analyser les courbes intégrales dans le plan de phase, il 
est plus commode d'écrire la première des solutions (18) sous la 
forme suivante (cf. (16)): 


x= C'sin (fit + ò), 
CB Ce . 
y =— cos (Bt + 8) ——-sin (B+ ô), } 


où C et 6 sont des constantes arbitraires. Nous constatons immédia- 
tement d'après (20) que x et y sont des fonctions périodiques de £. 
Eliminons le paramètre # des équations (20) 


__ CB y z2 c 
Y=- Lt. 


En faisant disparaître le radical, nous obtenons : 
c 2. CB \2 x2 
bete): (21) 


(20) 
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C'est une famille de courbes du second degré (courbes réelles) dépen- 
dant de la constante arbitraire C. Aucune d'elles ne possède de point 
indéfiniment éloigné. Par conséquent, c'est une famille d'’ellipses 
entourant l'origine des coordonnées (lorsque c = 0 les axes des ellip- 
ses sont parallèles aux axes des coordonnées). Le point singulier 
de cette nature est appelé centre (fig. 286). 


Exemple 6. Etudier la stabilité de la solution du système d'équations 


dx dy 
dant ar 
Solution. Ecrivons l'équation caractéristique et cherchons ses racines 
—À 4 


3 = 2 = =: i. 
|Z 23le0 A244=0, 2242 


Les solutions (20) seront 
xz = C sin (2t + ô), 
y = 2C cos (2t + ô). 


L'équation (21) prend la forme 
z2 


z2 
pee (1-5) at 


Nous obtenons ainsi une famille d’ellipses dans le plan de phase. Le point 
singulier est un centre. 


VII. Soient à =0, <0. 
La solution (8) dans ce cas prend la forme 


T= Ci + Coert, } 


y=+I—Cie+ Ce (A2 — c) et]. (22) 


Il est évident que pour tout e œ> 0 et |xo | et | y, | suffisamment 
petits, | x (A | < e et | y (4 | < e quel que soit # > 0. La solution 
est donc stable. 


Exemple 7. Etudier la stabilité de la solution du système 


; dr dy _ 
a7 yat (a) 
Solution. Cherchons les racines.de l'équation caractéristique 
JA 0 
0 EAST =0, M+h=0, M4=0, = Tt 
Dans ce cas g = 0. Résolvons directement le système sans recourir aux formu- 


les (22) 

z= Cn y= Cet (B) 
La solution satisfaisant aux conditions initiales z = xo et y = yo lorsque ż¿ = 0 
est 

z= £o y = yo. (v) 
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Il est évident que la solution est stable. Dans le plan de phase l'équation diffé- 
dz 
des droites parallèles à l’axe Oy. De l'équation (y) il vient que les points sur 
les trajectoires s'approchent de la droite y = 0 (fig. .287). 


VIII. Soient À = 0 et à, > 0. 
Des formules (22) ou (8”) il résulte que la solution n’est pas stable, 
étant donné que |zx(t) | + | y (ġ | œ lorsque t—> +oo. 
IX. Soit Aa = Ao < 0. 
La solution est 
x= (C14 Ci) eht, 
y= + erit [Ci (M — c) +C (1 -+ At — ct)]. l 


Etant donné que e^t — 0O et te^t — 0 lorsque £ —> +20, pour tout 
e œ> 0 on peut choisir C4 et C, (par le choix de x, et yo) tels que 


rentielle est —— = 0. L'intégrale générale est z = C. Les trajectoires sont donc 


(23) 


Fig. 287 Fig. 288 


Ix( 1e, ly ( | Le quel que soit : > 0. La solution est 
donc sable. De plus, z (t) — 0 et y (4) — 0 lorsque t—> +00. 
Exemple 8. Etudier la stabilité de la solution du système 


dz dy 
En i 


= — y. 
Solution. Cherchons les racines de l'équation caractéristique 


—1—X 0 
0 ee. =0, (A+1)=0, Ado —4 
Dans ce cas g=0. La solution du système aura la forme (8’): 
Cet, y= Cet, 
en outre z— 0, y 0 quand #->—+oo. La solution est stahle. La famille de 
courbes représentées sur le plan de phase aura pour équation 
L'ASIE TER S 
A =k ou y= kr- 


C'est un faisceau de droites passant par l'origine des coordonnées.. Les points 
se déplaçant sur la trajectoire tendent vers l'origine des coordonnées. Le point 
singulier O (0, 0) est un nœud (fig. 288). 
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‘Notons qu’au. cas où A;:-= àa œ> 0 l'allure de la solution (22) 
ne change pas, mais quand t — +00, | x (4) | —> œ et | y (ġ | — œ. 
La solution est donc instable. 

'X. Soit M =, = 0. 

Alors 


z=C; + Ca, 
bo g 


=Ż {— cC, + C—C]. 


On voit que z—> œ et y —+ œ lorsque t—> +00. La solution est 
donc instable. 
Exemple 9. Etudier la stabilité de la solution du système d'équations 
dx dy 
dE CRT 
Solution. Cherchons les racines de l'équation 
caractéristique 
—À 1 
0 —à 
La solution est donc 
y = Ca £= Cott Ci 


=0, A3=0, =M=. 


Fig. 289 


Il est évident que z —- oo quand t + + œœ. La solution est donc instable. Dans 
le plan de phase l'équation sera - = 0. Les trajectoires y = C sont des droi- 


tes parallèles à l'axe Or (fig. 289). Le point singulier de cette nature s'appelle 
selle dégénérée. 


Pour donner un critère général de stabilité de la solution du sys- 
tème (4) procédons de la façon suivante. 

Ecrivons les racines de l'équation caractéristique sous la forme 
de nombres complexes: 


M=MHiAM, = A+ ia 


(si les racines sont réelles, AÏ* = 0 et À5* = 0). 

Introduisons le plan de la variable complexe A*A** et repré- 
sentons les racines de l'équation caractéristique par des points sur 
ce plan. Ainsi d’après les cas que nous venons d'examiner le critère 
de stabilité de la solution du système (4) peut s'énoncer de lå manière 
suivante. 

Si aucune des racines à; et À, de l'équation caractéristique (6) n d'est 
située à droite de l'axe imaginaire et. si l'une d'elles au moins est non 
nulle, la solution est stable; si l'une des racines au moins est située 
à droite de l'axe imaginaire ou si elles sont loutés. deux nulles, la sölu- 
tion est instable (fig. 290). 
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Considérons maintenant un système d'équations plus général : 
d 
-dt = =cxz+gy+P(x, y); 


= ax + by +Q (z y). 


La solution de ce système ne s'exprime pas, sauf pour des cas excep- 

tionnels, au moyen de fonctions élémentaires et de quadratures. 
Pour s’ assurer si les solutions de ce a 

système sont stables ou non on les compare 

à celles d'ùn système linéaire. Supposons WW 

que lorsque x — 0 et y — 0 les fonctions Z pamaine, Domaine 

P (x, y) et Q (x, y) tendent également vers Le Free] des solutions 

zéro, mais plus rapidement que p où pu = 


= Vz + y?; en d'eutres termes 


(25) 


lim @&# 0, lim LE) 0, 
p—>0 p—+0 p 
On démontre alors que, sauf exception, la ` Fig. 290 


solution du système (25) sera de la même 
nature quant à sa stabilité que la solution du système 


T= CE gy, 

(4) 
d 
= ax + by 


Cette exception est précisément le cas où les deux racines de l’équa- 
tion caractéristique sont situées sur l’axe imaginaire; le problème 
de la stabilité de la solution du système (25) se complique alors 
considérablement. 

A. Liapounov a étudié le problème de la stabilité des solutions 
de systèmes d'équations sous des hypothèses assez générales. 

Dans la théorie des oscillations on est souvent amené à résoudre 
l'équation 


d? d. 
=t(s +). (26) 
Posons 
T =D. (27) 
Nous obtenons alors le système d’équations 
ar 
dt °? 
dv (28) 
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Pour ce système le plan de phase sera le plan (z,:.v): Les trajec- 
toires illustrent géométriquement la dépendance de la vitesse v 
par rapport à x et donnent une image concrète des variations de x 
. et v. Si le point x = 0, v = 0 est un point singulier, il définit la 
position d'équilibre. 

Si, par exemple, le point singulier du système d'équations est 
un centre, c’est-à-dire que, dans le plan de phase, les trajectoires 
sont des courbes fermées autour de l’origine des coordonnées, les 
mouvements représentés par l'équation (26) ne sont. pas des oscilla- 
tions amorties. Si, par contre, le point singulier du plan de phase 
est un foyer (et qu'en outre | x [— 0, |v [ — 0 lorsque £ —+ oo), 
les mouvements représentés par l'équation (26) sont des oscillations 
amorties. Si le point singulier est un nœud ou une selle (et ce point 
singulier est unique), alors z —> oo lorsque t-> œo. Dans ce cas 
un point matériel se déplaçant sur la trajectoire s'éloigne à l'infini. 


Si l'équation. (26) est une équation linéaire de la forme FE 


=at+ € le système (28) devient alors 


Z =v, Part. 

Il se ramène donc à un système de la forme (4). Le point x = 0, 
v.= 0 est un point singulier définissant la position d'équilibre. 
Notons que la variable x n’est pas obligatoirement un déplacement 
mécanique d’un point. Elle est susceptible d’avoir un autre sens 
physique et représenter, par exemple, des oscillations électriques. 


§ 32. Solution approchée dės équations différentielles 
du premier ordre par la méthode d'Euler 


Nous considérerons deux méthodes de résolution numérique 
d'une équation différentielle du premier ordre. Dans ce paragraphe 
nous aborderons la méthode d'Euler. 

Trouvons la solution approchée de l'équation 


SL =f (z, y (1) 


sur le segment [zo, b], vérifiant la condition initiale y = yo pour 
z = zo. Découpons le segment [zo, b] à l’aide des Rap Zo, Tis 
Ta... Tn = b en n parties égales (ici to << z1 Ee Ta Le... LT). 
Introduisons la notation z; — To = T — Ti =. = b— 2,1 — 
= Az = = h, par conséquent, 
A LL 


n 
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Soit y = p (x) une certaine solution approchée de l'équation (1) 
et 
Yo = Ẹ (To), Y1 = ps... Un = P (2n). 


Introduisons les notations 
Aya = Yi — Yo, AYi = Y2 — Yi > -o AYn-a = Yn — Yni 


En chacun des points To, 21, . . ., Zn de l'équation (1) rempla- 
çons la dérivée par le rapport des différen- 
ces finies: 


Ay 
Az =f (z, y), (2) 
Ay =f (x, y) Az. (27) 
Pour z= z nous aurons 


A 
F= f (2o, Yo)» Ayo =f (2o, Yo) Az 
ou 


Yi — Yo = Í (To, Yo) À. 


Dans cette égalité zo, Yo, À sont connus, par conséquent nous trou- 
vons: 


Yı = Yo + f (£o, Yo) h. 


Pour z = x, l'équation (2’) sera de la forme 
Ayi = f (21, ya) k 


Y2 — Yi = f (ti, Yy) h, Y2 = y: T Í (21; Ya) h. 


T1, Ya, À sont ici connus, par contre on détermine y. 
Nous trouvons de même: 


Ya = Y2 + Í (£2, Y2) h, 


Ynti = Yr + Í (Er, Yn) h, 


ou 


Yn = Yn + Í (£n -13 Yn 4). h. 


Nous avons ainsi trouvé les valeurs approchées de la solution 
aux points Zo, Ti, . . ., Zn. Réunissant sur le plan des’ coordonnées 
les points (to, Yo), (Zi, Y4), . . ., (Zn, Yn) par des segments de droite, 
nous obtenons une ligne brisée qui est la représentation approchée 
de la courbe intégrale (fig. 291). Cette ligne brisée est appelée ligne 
brisée d’ Euler. 
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Remarque. Désignons par y = Pa (x) la solution approchée 
de l'équation (1) correspondant à à la ligne brisée d'Euler pour Az = k. 
On peut démontrer que s'il existe une solution unique y = q* (x) 
de l'équation (1), satisfaisant aux conditions initiales et déterminée 
sur le segment [xo, b], alors an | Pa (x) — LA (x) | = 0 pour tout x 


-> 


de l'intervalle [xo, bl. 


Exemple. Trouver la valeur approchée pour z = 1 de la solution de 
l'équation 


d=ytz 


vérifiant la condition initiale: yọ = 1 pour zọ = 0. 

Solution. Divisons le segment [0, 4] en 10 parties à l’aide des points 
zo = 0; 0,1: 0,2; ... ; 1,0. Par conséquent, k = 0,1. Nous rechercherons 
les valeurs Yis Y2, + + «+» Un à l’aide de la formule (2’) 


Ayp = (Yn + Th) h 
aof Unti = Yh + (Ur + Th) k. 
Nous obtenons ainsi: 
yı = 1+ (1+ 0)-0,1 = 1 + 0,1 = 1,1, 
ya = 1,4 + (1,1 + 0,1)-0,1 = 1,22, 


CR ........ o’ 


ou 


Au cours de la résolution nous formons le tableau : 


Yk t ER 


Au tx) h 


zo=0 1,000 1,000 0,100 
z;=0,1 1,100 1,200 0,120 
z, =0,2 1,220 1,420 0,142 
z3=0,3 1,362 1,620 _ 0,162 
z4=0,4 1,524 1,924 0,1924 
z5=0,5 1; 17164 2,2164 0,2216 
zg=0,6 1 ,9380 2,5380 0,2538 
z1=0,7 2,1918 2,8918 0,2892 
z8=0,8 2,4810 3,2810 0,3281 


3,7091 0,3709 


Nous avons trouvé la valeur approchée y | y= — 3,1800. La solution exac- 
te de l’équation donnée, vérifiant les conditions initiales citées précédemment, 
sera 
y = 26% — x — i. 


y | x=1 = 2 (e — 1) = 3,4366. 
L'erreur absolue est égale à 0, 2566, l'erreur relative à: 


0,2566 
“32366 ere = 0,075 & 8 Ye 


Par conséquent, . 


§ 33] MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES 145 


§ 33. Solution approchée des équations différentielles 
par la méthode des différences finies basée sur l'application 
de la formule de Taylor. Méthode d’Adams 


Nous rechercherons de nouveau la solution de l'équation 
y = f (z, y) (1) 


sur le segment [xo, b] vérifiant la condition initiale: pour z = zo, 
y = yo: Introduisons les notations qui nous serviront par la suite. 
Les valeurs approchées de la solution aux points 


To, Ti, Los + + e En 
seront 


Yos Yas Y2 + + +3: Un. 
Les premières différences ou les différences du premier ordre seront : 
Ayo = Yi — Yo AY = Ya — Yis + + AUni = Un — Una. 
Les deuxièmes différences ou les différences du deuxième ordre sont : 


Ayo = Ay; — Ayo = Y2 — 2ÿ1 + Yo 
Ay, = Aya — Ayi = Y3 — 2ye + Yi, 


Ayn- = AYn -1 — Ayn -2 = Yn — Yni + Yn-2- 


Les différences des différences du deuxième ordre sont appelées 
différences du troisième ordre, etc. Désignons par Yo, Yo ceay Yn 
les valeurs approchées des dérivées et par Yo: Yis - . … Un les valeurs 
approchées des dérivées du deuxième ordre, etc. On détermine 
d'une manière analogue les premières différences des dérivées 


AY =Y — Yo DY SYY ce, Aya = Yn ~ Yna 
et les secondes, différences des dérivées 
A?y, = Ay; — Ayp Myi=Ay—Ay, ..…., My, =Ays.,—Ays, 


etc. 
Ecrivons ensuite la formule de Taylor pour la solution de l’équa- 
tion au voisinage du point x = zo (t. I, ch. IV, $ 6, formule (6)): 


+ EE y. + y + Ame (2) 


Dans cette formule y, est connu et nous trouvons les valeurs des 
dérivées y, y%, . . . à partir de l'équation (1) de la manière suivante. 


Y = Yo 
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Portant dans le second membre de l'équation (4) les valeurs initiales 
Zo, Yo nous trouvons y: | | 
Yo = Í (Zo, Yo). 


Dérivant les termes de l'équation (1) par rapport à x, nous obte- 

nons: l | | 
n ôf di a 
Cr ES FE (3) 

Portant dans le second membre les valeurs zo, Yo, Yg, nous 
trouvons : 

„= ôf ôf, 
w= (z $ ay Ÿ |e V=u0, v =u 

Dérivant encore une fois l'égalité (3) par rapport à z et portant 
les valeurs zo, Yo, Yo, Ya nous trouvons y, . En poursuivant *) ainsi 
nous pouvons trouver les valeurs des dérivées de n'importe quel 
ordre pour z = zo. Tous les termes du second membre de la for- 
mule (2), excepté le terme restant Rm, sont connus. Ainsi en négligeant 
le terme restant nous pouvons obtenir les valeurs approchées pour 
n'importe quelle valeur de x; leur degré d'exactitude dépendra 
de la grandeur | x — x, | et du nombre de termes dans le dévelop- 
pement. 

Dans la méthode considérée plus bas on ne détermine à l’aide 
de la formule (2) que certaines premières valeurs de y quand 
| £ — zo | est petit. Nous déterminerons les valeurs y, et y» pour 
zı = Lo + h et zT} = ro + 2h, en prenant quatre termes du déve- 
loppement (y, est connue des données initiales): 


h ,, h2, hiers 
Y= Yot T Y tTa t 5T Yo , (4) 


2k , 2h)2 (2 2h) ver T 
=p Ent CE nH y; . (&) 


Nous supposons ainsi connues trois valeurs **) de la fonction : 
o Y1, Y2. Sur la base de ces valeurs nous déterminons en utilisant 


l'équation (1): 
Yo = Í (Zor Yo), Y= f (£1; y), y = f (Tz, y). 


Connaissant Yọ, Y;, Ya nous pouvons déterminer Ayp, Ay;, Ay;, 
Groupons les résultats des calculs dans le tableau suivant : 


+) Nous supposerons dans ce qui suit que la fonction f (x, y) est dérivable 
par rapport à z et y autant de fois que l’exigent les raisonnements. 

*#) Pour une solution d’un degré d’exactitude plus élevé nous aurions 
dû calculer plus que trois premières valeurs de y. 
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T= to +2h 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
D 
| 


Th-2 = T0 + (k —2) h Yh-2 
tn = To + (k—1) h Yn_1 Ayh_9 
zh = T0 + kh | Yk Yh 


Supposons maintenant que nous connaissons les valeurs de la 
solution 


Yos Yis Y2, -+ - Ur. 


Sur la base de ces valeurs nous pouvons calculer, en utilisant 
l'équation (1), les valeurs des dérivées 


Yo: Yi Yo PE T E Yk, 
et, par conséquent, 
Ayo AY, -eea AYkai 
et 
Aul. Au. aaa, AYh o 
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‘Déterminons la valeur de Ymi ‘d’après la formule de Taylor en 
posant a= TL; E , 


Una = Ur +R Yk + 2 Yk += 1- = 3 Yk +- a4 T UP + Rm. 


‘Limitons-nous dans ce cas à quatre termes dans le dévelop- 
pement: 


Va y + 1 vi +35 at ps a Uk. (5) 


Dans cette formule les inconnues sont y; et yk’, que nous cher- 
cherons à déterminer à l’aide des différences connues du premier 
et second ordre. 

Exprimons tout d'abord yp- à l'aide de la formule de Taylor, 


en posant a = Th, £ — 4 = v 
via pi + CD y + E pr, (6) 
t ÿi-2 en posant a= z}, r—a= — 2h: 
yi- = yi + CD 2 pi + SEE PR yk” (7) 
Nous tirons de l'égalité P 
Va Via = Apk- =E kk: (8) 


Retranchant des termes de l'égalité (6) les termes de l'égalité (7) 
nous obtenons : 
; š A h n 3R? ,,, | 
Yh-1— Yo = Ayh-2 =T Yk Yk e (9) 
Nous tirons de (8) et (9) 
Ayk-1 — Ayk-2 = Ayk —2 = hyk” 


ou 
ani ; 
Yr = 77 A Yk- (10) 
Portant la valeur de yx’ dans l'égalité (8) nous obtenons: 
7 2i A. 
_ = Das p Ra ie 2. (11) 


ere 


Nous avons ainsi trouvé y; et yg”. Portant les expressions (10) 
et (11) dans le ne (5) nous :obtenons : 


-Yk = Yr + A Yk BE Ayki Ja Ayko. (12) 
T 2 12 
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C'est la formule dite d’ Adams pour'quatre termes. La formule (42) 
permet, connaissant Y}, Yx_4, Yr_», de déterminer yz+41. Ainsi con- 
naissant Yo, y, et y, nous pouvons trouver y; et par suite y4, Ys, . . 


Remarque 1. Indiquons sans le démontrer que s'il existe 
une solution unique de l'équation (4) sur le segment [xo, b] véri- 
fiant les conditions initiales, alors l'erreur des valeurs approchées 
déterminées par la formule (12) n'excède pas en valeur absolue Mht, 
où M est une constante ne dépendant que de la: longueur de l'inter- 
valle et de la forme de la fonction f (x, y) et indépendante de la 
grandeur h.. 


Remarque 2. Si nous voulons réduire la marge d'erreur, 
il convient de prendre un plus grand nombre de termes dans le 
développement (5) et de modifier en conséquence. la formule (12). 
Ainsi, si au lieu de la formule (5) nous prenons une formule dont 
le membre de droite recèle cinq termes, autrement dit si nous ajou- 
tons un terme d'ordre k*, nous obtiéendrons d’une manière analogue 
au lieu de la EEN (12) la A 


Yren =Y tT È yk + Agé 4 t Sh ay 2 HE Ayha. 


Ici y:+1 est déterminé à partir des valeurs yx, Yx_4, Yn-o €t Yr -3- 
Ainsi, avant d'aborder les calculs suivant cette formule, il faut 
connaître les quatre premières valeurs de la solution: yo, Y1, Yes 
Y3. Lors. du calcul de ces valeurs à l’aide des formules du type (4) 
il convient de. prendre cinq termes dans le développement. 


Exem P. le 4. Trouver les- valeurs approchées de la solution de l'équation 


y =y+z 


vérifiant la condition initiale 
Yo. = E pour x = 0. 
Déterminer les valeurs. de la solution pour x = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 


Solution. Trouvons d’abord y; et yz à l'aide des formules: (4) et: 
(4). ous obtenons de l'équation et des conditions initiales: 


Yo = = (y + T) x=0' =. Yo + To = A+ 0 = 1. 
Dérivant cette équation nous obtenons.: 


g"=y +t. 
Par conséquent, 
= (y + Io = i+i=2 
Dérivons encore une fois. 
y" = y". 
Par consequent, 
Yo = Yo 2 


Portant dans. légalité r 7 valeurs yo, yo, Yo et k—0,1 nous obtenons:: - 


pet phir OM ap OM 24 1108. 
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D'une manière analogue nous trouverons pour k— 0,2: 


2 
Y= 1402. 1+ G 3 2-4- L. 2 = 1,2427. 
Connaïissant yo, Y4, Y2 nous A à partir de l'équation : 
Y6—=Yo+zo= 1; 


yi = Yi + z= 1,11034 0,1 —1,2103 ; 
Ya = Ya + T3 = 1,2427 + 0.2 —1.4427 : 
Ayo = 0,2103 : 
Ayi = 0,2324 ; 
A?y5 == 0,0221. 


Dressons avec les valeurs obtenues le tableau suivant. 


vo 10000 | Yo=1 | 


| 

| | FT os) 
z=0,1 n =1,1103 nana) | A0, 0221 | 

| | Vurepe ro | 

202 ÿa—=1,2427 | y —1,4427 | | Ayi=0, 

| | avi =0, oases 

z; =0,3 P EN | | 

ta=0,4 Ya —1,5833 | | | 
NS l l 


Nous tirons ys de la formule (12): 


hai 2274+ 2t. 1,4427 +Q 0,2324 + se ce) . 0,0224 =1.3995. 


Nous trouvons ensuite les valeurs y5, Ays, i Puis à l’aide de la même 
formule (12) nous trouvons y,: 


y, =1,3995 4 DL , 4 6095 + GE. 0,25684$ +0,1- 0,0244 — 1,5833. 
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L'expression exacte de la solution de cette équation est : 
y = ef — x — 1. 
Par conséquent, yx=0,, = 2e%4 — 0,4 — 1 = 1,58364. L'erreur absolue est: 


0,0003; l'erreur relative: n =æ 0,0002 = 0,02 %. (L'erreur absolue de la 


welo de yi calculée par la méthode d’ Euler est 0,06 ; l'erreur relative : 0,038 =` 
= d, 10» 2 
Exemple 2. Trouver les valeurs approchées de la solution de l’équa- 
= y? + a, 
vérifiant la condition initiale: yo = 0 pour zọ = 0. Déterminer les valeurs 
de la solution pour z = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 
Solution. Nous trouvons: 
ve 02+02—0, 
Ygz—o = (2yy' + 27)x=0 = 0, 
vo = (272 + 2yy" +2): 0 = 2. 


Nous obtenons des formules (4) et (4’): 


3 
= 220,008, v= 
Nous tirons de l'équation : 

yÿ=0, y#—0,0100, y4—0,0400. 


A l'aide de ces valeurs nous composons les premières lignes du tableau, 
puis nous déterminons les valeurs de y3 et ya d'après la formule (12). 


tion 


(0,25 
3! 


+ 2 = 0,0027. 


y{=—0,0901 
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Ainsi. 


ys=0, 0027-E. 0,0400+ 2E. 0,0300 + + 0,1- 0,0200 =-0;0090, . 


u=0, ‘0090. +50, ogoi +0, 0504 +0 1-0,0201—0, 0214. 


Notons que pur ya les qu uatre premiers chiffres exactes après la virgule 
sont: y, = 0,0 (On peut les obtenir par ‘d’autres méthodes plus précises 
permettant Devalue Terreur.) 


g 34. Méthode de Runge-Kutta. 
Soit donnée l'équation: différentielle 


y' = f (z, y). (1) 


On demande de trouver la solution de cette équation satisfaisant 
aux conditions initiales: 


Y: = Yo. OUT T = Lo (2): 
Considérons le domaine Ð: du plan xOy (fig. 294a) 

—A<K T — toL Å,- 

—B<y—yo<B, 


où À et B.sont des nombres. positifs donnés. 
Supposons qu’ en chaque point M (x, y) du domaine D pour un k: 


0 


` Fig. 2944 


donné la solution de l'équation (4). puisse être. développée d'après: 
la formule de Taylor jusqu'aux anse d'ordre A” inclus.. 


ge) y iy OST V O+ Av "(a)i YEN (a), 
| B 


où À. est: une quantité bornée. dans. le. domaine D. 
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[A [<C où C ne dépend pas de x, y, k. 
(Nous n'allons pas étudier les conditions auxquelles doit satis- 
faire f (x, y) pour que ce développement soit: possible). 
En posant x 
Ay = y (x + h) —y(), (4) 


la formule (3) s'écrit sous la forme: 
h e h n h3 m ht r ; 
Ay= Ty (a)H ar t E) tgrt" (+70 (AAA (5) 


Par conséquent, si on connaît. la valeur y (x) au point x et les 
dérivées jusqu’au 4-ième ordre inclus (les dérivées y” (x), y” (x), 
y” (x), yAV) (x) peuvent être tirées de l'équation (1)), on peut dé- 
terminer Ay puis y (x + h). Toutefois il est plus commode de cal- 
culer Ay par une autre méthode : la méthode de Runge-Kutta exposée 
ci-dessous. l 

Donnons-nous les valeurs suivantes: 


kı= hf (z, y), 

ka=hf (1+4, yt), 
ko hf (2+5 ut). 
ka= hf (z4-h, y- ks). 


On peut alors montrer aux termes en k* près, que le Ay donné 
par la formule (4) coïncide avec le Ay donné par la formule suivante : 


Ay = + (ka + 2 42ks- ka). (7) 


(6) 


Indiquons comment a été obtenue cette équation sans nous 
livrer à tous les calculs. ` 
De l'équation (1) nous tirons: 


y’ =f (z, y), 
„__ óf ôf r_ ôf , əf Ka 
Y = a y Ÿ = pr gy E Y)» 


m_ 3f … @f af: -of təf af 
Y" =g t2 griy t a Pta (atta) : 


De la même manière nous trouvons y(IV). 


. En substituant ces expressions dans l'égalité (5) (M145 est négligé), 
on trouve Ay exprimé en fonction de f (x, y), des dérivées partielles: 
dé f(x, y) jusqu'au troisième ordre inclus et des puissances en h. 
jusqu’à kt inclus. Considérons à présent les expressions (6): dévelop- 
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pons au voisinage du point M (x, y) chacune des fonctions f expri- 
mant kz, k3, k, d'après la formule de Taylor pour deux variables 
(cf. t. I. chap. VIII, § 17) jusqu'aux accroissements du troisième 
degré des variables. Il est évident que ki, kz, k3, k, et, par consé- 
quent, 4 (k, + 2k + 2k3 + k;) s'exprimeront en fonction de 
f (x, y), de ses dérivées partielles jusqu’au troisième ordre inclus 
et des puissances en h jusqu’à k*t inclus. En substituant les expres- 
sions ainsi obtenues dans l'équation (7) nous vérifions que nous 
avons bien affaire à une identité. Notons que les calculs se trouvent 
sensiblement simplifiés si nous introduisons l'opérateur de déri- 
vation *) 
ô ô 
Du= (7 Hi ay) 2 
Revenons à présent à la solution de l'équation (1) avec les con- 
ditions initiales (2). nu 
Posons : 
y (z0) E Yo: 
Tot h=, y (Zo +h) = ys Yı —Yo= Ayi, 
T1 +h= Tz; y (t1 +h) = Yz Ya — Y= Ay:, - (8) 


Ts-1 t Å% = Ts y (£s-1 +h) = Ys Ys — Ys-1 = Ays. 
Commençons par chercher 
Yi = y (zo + h). 
Pour cela il nous faut connaître 
Aÿi = Yi — Yo 
ou bien 
Yi = Yo + 4y. 
kP = hf (to; Yo), 


5 h kio 
kp = hf (co+=., Yo + 5 ) , 


Nous avons 


h k£{0) (9) 
kP = hf (a+ Vo À), 
kP = hf (to+h, yo+ kP). 
D'après la formule (7) nous pouvons écrire : 
: 4 
Ayi = (EP + 2H0 + 2H + KO) (10) 


arr 


, +) Pour une démonstration détaillée se reporter à l'ouvrage « Méthodes 
d'analyse numérique » de B. Demidovitch, I. Maron; E. Chouvalova (en russe). 
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et 

Yi = Yo + Ayi 
yı étant maintenant connu, cherchons. y3 


Nous avons 
kP = hf (zi, ya), 
1) 
ky = hf (3+5 zi ut- # À), 


i 
kp = hf (a+ i PI , n+<—) , 
kP = hf (t14 h, yt kP). 
D'après la formule (7) nous avons Ay = Yy — Y1. Ay2 et y; 
étant connus, d'après (4) y> est par conséquent déterminé. De la 
même manière on trouve y3, Y4, et ainsi de suite. 


Pour trouver plus aisément les valeurs yi, Y2, ... ., Ym, leS ré- 
sultats des calculs sont groupés dans le tableau ci-dessous. 


(11) 
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La méthode de Runge- uite se prete facilement à à la programma- 
tion. 

Ajoutons que cette méthode est. g autant plus commode qu’on. 
peut à chaque étape choisir le pas approprié du calcul A.. = 

Il est. relativement: difficile d'évaluer; Verreur de la on 
y: (x) pour une valeur donnée de x. On rècommande néanmoins de 
recourir au procédé suivant (qui. est donné ‘sans: démonstration) 
pour obtenir par un choix judicieux de k, le degré de-.précision 
voulue. 


On cherche la: Salini Yn (x) avec le De h=? Zo. eti la solu- 
tion yn (x) avec le pas pe ; 


7 
On fait ensuite le: modüle de la différence LEZ (x) TU wi 


Si cette différence n'excède pas l'erreur autorisée, la: “colation 
vr (x) est acéptable. Si au contraire cette: différence excède l'erreur 


autorisée, il faut alors. se donner d’autres k* et hý = n et reprendre 


` 


les ‘calculs. Cette remärque s'applique. galement à - la méthode 


d’Adams. 
Illustrons la méthode de Runge-Kutta: par la résolution d’un 
exemple simple où. les ‘calculs. peuvent: être: faits à la. main.. 
Exemple. Trouver la solution de l'équation 
y=z+y 
satisfaisant aux conditions initiales. 


Yo = T. pour. z= 0 


sur le segment 
[0; 0:41. 


Solution: Prenons h = 0;1. IE nous faut, par: conséquent, chercher 
les valèurs yi, Y2; Y3, Y4. Em Ce qui nous concerne: 


Fz y) =2+ y. 
Nous avons: 
k= hf (z, y)=0,1 (041) —0,1, 
de 40) + | 
ne (+4, joe Le j= =0, 4 pita htp Y] =0;,tť, 


H = n (2042 TE 2o [( 042E) p(y- =0,1105, 


KO = lif (zo À, vot A) = 0,1 ((0+-0:4) + (1 +-0,1105)]— 0,124105; 
D'après la. bé. (0) il vient: 


Ayi= + 4420; A+ 2. 0;1105+0, 1240] =0,1103. 
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D'après la formule (4) nous.obtenons 
Yi = yo + Ay, = 1 + 0,1103 = 1,1103. 


Portons les résultats des calculs de. y2, y3, y; dans le tableau suivant. 


` | y | R=0,4 (x + y) Ay 

0 4 0,1 
. 0,05 1,05 0:11 

0,05 1,055 04105 ` 

01 44105 0.12410 Ayı =0,1103 
1 0,1 1,1103 0,1240 

0:15 | 11708 04321 

0:15 11763 0.1326 

02 1.2429 0.1443 Aya = 0,1324 
2 0,2 1,2427 0,4443 

0,25 13149 0.1565 

0:25 1.3209 0.1574 

0,3 1,3998 | 0,4700 Aya= 0,1569 
3 0,3 1,3996 0,1700 

0,35 1.4846 0:1835 

0-35 1.4904 0,1840 

0,4 1.5836 0.1984 Ay4=0,1840 
4 | 0,4 | 1,5836 | | 


Nous obtenons de la sorte les valeurs ys, ya, Ua, ya. 
. Au paragraphe précédent nous avons vu que la solution exacte de cette 
équation était: 
y = 26% — x — À, 


Ya = Yyx=0,4 = 1,58364. 


$ 35. Méthode approchée d'intégration des systèmes d'équations 
différentielles du premier ordre 


Les méthodes d'intégration approchées des équations différen- 
tielles considérées aux $$ 32 et 33 peuvent être appliquées également 
pour la solution des systèmes d'équations différentielles du premier 
ordre. Considérons maintenant la méthode des différences pour la 
solution des systèmes d'équations. Nous conduirons les raisonnements 
pour un système de deux équations comportant deux fonctions 
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inconnues. On demande de chercher les solutions du système d'équa- 
tions 


= ji (x, Y, 2); (1) 
=f (z, Y, 2); (2) 


vérifiant les conditions initiales: y = yo, Z = Zo, Pour £ = To. 

Nous déterminerons les valeurs des fonctions y et z pour les 
valeurs de la variable indépendante £o, £i, T2, . . ., hy Tp+4, . . ., Tne 
Soit de nouveau 


Tati — Tp = Ar =h (k=0,1,2,...,n—1). (3) 
Les valeurs approchées de la fonction seront notées 


Yos Yir + + + Yks Yktis + + es Yn 


et respectivement 
201 Ziy + + + ks Zh+14s + + +) Zne 
Ecrivons les formules de où du na (12).du $ 33: 


he E i Yk + À Ayk- 1+7 ra? Yh-2, (4) 


mnt + + a 1+7 SLA? Zh- 2 (5) 


Pour aborder les calculs suivant ces formules il faut connaître outre 
les yo et zo donnés y1, Y2; Z4, Z2; nous trouverons ces valeurs par les 
formules du type (4) et (4) du § 32: 


m 


h g h2 n h3 
u= Yt bts tar 31 Yo: 


2h 2h)? n 2h Yo: 
Y= Yot Tn eeni D jee À 


h , h? „ h3 
z =T zt- Zo F -5T 2 


2h , , (2h)? n , (2h) » 
2 70 +7 2 yt EË + OÙ 


7 Pour appliquer ces formules il faut connaître yp, Yos Yo > Zor Zur 
Z; que nous allons maintenant déterminer. Nous tirons maintenant 


des équations (1) et (2): 
Yo = fi (z0, Yo, Zo); 


Za =f: (Go; Yo; Zo): 
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Dérivant les équations (1) et (2) et portant les valeurs zo, Yo, Zo, 
Y, et z, nous trouvons: 


nr. [2 of rs Of y 

Yo = (Y re | 2h + h y + 7e s) 
0 n ô a r ôf # 

2 = (2 )xo=x = (+ ++ 7) 


Dérivant encore une fois nous obtenons y,” et z’. Connaissant. 
Yi, Y2, Zi, Z2 nous tirons des équations (1) et (2): 


Vin Ya Zi Za Yo AY My, Az, Az, Az, 


X=X0 ° 


ce qui nous permet de composer les cinq premières lignes du tableau : 


De formules (4) et (5) nous obtenons y; et z3 et des équations (1) 
et (2) y; et z}. Calculant Ay,, Ay;, Az}, A?z, nous trouvons en utili- 
sant de nouveau les formules (4) et (5) y, et z, et ainsi de suite. 


Exemple 1. Trouver les valeurs approchées des solutions du système 
y =z =y 


hour les conditions initiales: yo = 0, zọ = 1 pour z = 0. Calculer les valeurs 
es solutions pour z = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 


Solution. Nour tirons de ces équations: 
yo Ti Zx=0 — 1, 
26 = Yx=0 = 0. 
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“Dérivant ces équations nous aurons: 
ÿ6=(Y")x=0= (7')}x=0= 0, 
z= (2")x=0 = (Y'}x=0 = 1, 
yë = 9") = (2 )a=0 = À, 
zy = ("heno = h). 


Appliquant les ee du type (4) et (5) nous obtenons:; : 


neo 14.04 o Oaie i, 12 0,1002, 
vo +014 CE 04 GA 40,2013, 
u=1+ 04 oap gpt .0=1,0050, 
e z LUE a .0—1,0200. 


Des données obtenues nous’ -tirons : 


v{= 1,0050; 
y4 = 1,0200, 
Ay = 0,0050, 
Ay{=0,0450, 
A2y}— 0,0100, 


.2,=0,1002, 
z$ = 0,2013, 
Azÿ=0,1002,. 
Az! =0,1014, 
A2z4 = 0,0009, 


‘et nous composons les cinq premières lignes du tableau. 
-Nous trouvons à l’aide des formules (4) et (5): 


0,1 


ys=0,2013+ 2.4, 0200 + 52.0, 01504 À.0, 1:0,0100 =0,3045. 


z3=1, 0200421. 0 2013-473- 0, A+ 0, 1- 0, 0009= 1,0452 


et d'une manière analogue 


y=0, 3054+ -t ouso, 2y .0,1-0,0102=0,4107, 


z=1, 04524 h, 0 804 Qt 


Lo 10824 À. 0,1-0,0021 —1,0809. 


Il est évident que les solutions exactes du sens nonne d'équations véri- 


fiant les conditions initiales seront 


y= she, z= hs. 


C'est pourquoi les quatre premiers chiffres exacts après la virgule seront 


ya = sh 0,4 = 0,41075, 


z, = ch 0,4 = 1,08107. 
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E | 
eee 
| | Ay = 0,0050 | 
le à ne he, À 
z1=0,1 ya =0,1002 | yí =1,0050 | A2y4 = 0,0100 
] | Laon | 
z2—=0,2 y2—0,2013 | yz = 1,0200 | A2y; —0,0102 
| | | Ay; = 0,0252 | 
z3=0;3 | y5= 0,3045 | yi=1,0452 | | 
z4=0,4 | ya=0,4107 | | | 


220,2 z4 = 0,2013 


z4 = 0,3045 


æzi=0,1 | 24 =1,0050 | zi=0,1002 
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Remarque. Comme les équations d'ordre supérieur et les 
systèmes. d'équations. des ordres supérieurs se ramènent dans de 
nombreux cas à un système d'équations du premier ordre, la méthode 
exposée est également applicable à la résolution de ces problèmes. 


Exercices 


Montrer que les fonctions ci-dessous dépendant de constantes arbitraires 
satisfont aux équations différentielles en regard. 


Fonctions Equations différentielles 
1. y—sinz—41+Ce-sinz, ty cos + sin 2z. 
dy dy 
2. y=Cr+C—C2 (2)- -%_ By 0. 
d d 
3. ÿ—2Cr+ C2 y (2) D 
a2C dy 2 — (72 2 2 dy 
4. ec — Iye: z| 1- (2) Je —y —a?) zz’ 
C; dy , 3 dy 
2 y= Cie ++ Cs ds te da TO 
Lo. À d?y dy 
6. y = (Ci + Cox) MNT ei x E ar SA. 
2 
7. y= Cen are sin £4 (1—23) PY rY dy 0. 
+ Ce-a arc sin x, 
C dy , 2 dy 
8. y= + C2. lat de 0 


Intégrer les équations à variables séparables : 
9. y dz—x dy —0. Rép. y=Cr. 
10. (4+u)vdu+(1—v) u dv==0. Rép. Log uv+u—v=C. 
41. (1+y) dr —(1— 2) dy=0. Rép. (1+y)(1—r)=C. 
12. (Pat) E patta. Rép. ET L Log À =C. 
1 
13. (y—a) dr tx? dy =0. Rép. (y—a)= Ce". 


t—a 
—(2— = ép. 2a Cr". 
44. zdt— (t?— a?) dz=0. Rép. 724 Ciya 
dz 1+2 n; _y+C 
15 ET P =i e 


16. (1482) dt— V4 ds—0. Rép. 2 Vi—arc tg s=C. 
17. dp+p tg0 d8—0. Rép. p=C cos 6. 
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18. sin 0 cos p dð— cos 6 sin p dp =0. Rép. cos p=—C cos 6. 

19. sec? 6 tg  d0+-sec? q tg 0 dp—0. Rép. tg0 tgp—C. 

20. sec? 6 tg p dp +sec? q tg 6 dð —0, Rép. sin? 0+sin?p=C. 

21. (1422) dy— V1 y dr=0. Rép. arc sin y—arc tg z=C. 

22. VIZ dy— VT— 2 dz=0. Rép. y V1— 2—1 Vi—y=C. 
23. 3e% tg y dz-}- (1—e¥) sec? y dy=0. Rép. tg y—C(1—ex}s. 

24. (z—y?z) dz 4 (y—z?y) dy=0. Rép. a+ y2 = r2y2 4C. 


Etablissement d'équations différentielles 


25. Montrer que la courbe dont la pente de la tangente en chaque point est 
proportionnelle à l'abscisse du point de contact est une parabole. 
Rép. y = az? + C. 

26. Trouver une courbe passant par le point (0, —2) telle que la pente de la 
tangente en chaque point soit égale à l’ordonnée correspondante augmentée 

- de trois unités. Rép. y = e* — 3. 

Trouver une courbe passant par le point (1, 1) telle que la pente de la 

tangente en chaque point soit proportionnelle au carré de l’ordonnée de 

ce point. Rép. k (z — 1) y — ÿ + 1 = 0. 

28. Trouver une courbe dont la pente de la tangente en chaque point soit n 
fois plus grande que celle de la droite réunissant ce point à l'origine des 
coordonnées. Rép. y = Cz”. 

29. Faire passer par le point (2, 1) une courbe dont la tangente en chaque 
point coïncide avec le rayon vecteur mené de l'origine à ce point. Rép. 


27 


Y= TT r 


30. Trouver en coordonnées polaires l'équation d'une courbe telle qu’en cha- 
que point la tangente de l'angle formé par le rayon vecteur et la tangente 
à o T wn égale à l’inverse changé de signe du rayon vecteur. Rép. 
r (80 + C) = 1. | 
31. Trouver en coordonnées polaires l'équation d'une courbe telle qu’en cha- 
. que point la tangente de langle formé par le rayon vecteur et la tangente 
à la courbe soit égale au carré du rayon vecteur. Rép. r? = 2 (0 + 0). 
Montrer que la courbe douée de cette propriété que toutes ses normales 
passent par un point fixe est un cercle. 
‘Trouver une courbe telle qu’eu chaque point la sous-tangente soit égale 
- au double de l'abscisse. Rép. y = C Vz. f 
Trouver une courbe dońt le rayon vecteur soit égal à la portion de tangente 
comprise entre le point de tangence et son intersection avec l'axe Cz. 


32 
33 


34 


Solution. D’après les conditions du problème | a V1 Fy’ = 
-rr p a dy dr ; Lure 4 
= VF y, d'où PA On obtient en intégrant deux familles 


de courbes: y = Cz et y = = 


35. D’après la loi de Newton, la vitesse de refroidissement d’un corps quelcon- 
que dans l’air est proportionnelle à la différence des températures du corps 
et du milieu. La température de lair étant de 20°C, le corps 
se refroidit de 400° à 60 °C en l’espace de 20 minutes. On demande en 
gombien de temps sa température tombera à 30 °C. 
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Solution. L'équation différentielle du problème est = = k (T—20). 

On trouve en intégrant T — 20 = Cet: T = 100 lorsque t = 0;.T = 
1 

= 60 lorsque ¿= 20; donc C = 80; on a 40 = Ce20h, eè — (7)5 par 


t . | 
conséquent, T = 20 + 80( 5 )#. Posant T = 30, on trouve #— 60 


minutes. ; 

36. On considère un entonnoir conique d'angle au sommet d = 60° et de 
hauteur 10 cm. Au bout de quel temps T l'entonrioir sera-t-il vide, sachant 
que l’eau fuit par une ouverture de 0,5 cm? dans le fond? 


Solution. Calculons de deux manières différentes le volüme de l’eau 
qui a coulé entre les instants ż et 4 At. A vitesse constante v, il s'échap- 
pe en une seconde une colonne d’eau de section 0,5 cm? et de hauteur 
v. Il s'échappe donc dans le temps Aż une quantité d'eau dv 


—dv = —0,5 v dt = — 0,3 y2 gh dt +}, 


Par ailleurs, la hauteur diminuant avec l'écoulement, son accroissement 
dh est négatif et l’on a n 


— do = nr? dh= + (40,72 dh. 
De sorte que | 
+ (40,7 dh= —0,8/2 8h dt,- 
d’où 
t = 0,0345 (105/2_25/2) 40,0732 (103/2 28/2) 10,078 (1/10— Vh). 


„Posant k = 0, on obtient le temps d'écoulement T = 12,5 s. 

Le freinage d'un disque tournant dans un liquide est proportionnel à la 

vitesse angulaire de rotation œ. Trouvér la dépendance entre la vitesse 

angulaire et le temps si l’on sait que la vitesse angulaire du disque est 

tombée de 100 tr/mn à 60 tr/mn en l'espace d'une minute. Rép. œ = 

100 (5/5) tr/mn. | | 

38. On suppose que la pression d’une colonne d'air verticale en une section 
donnée dépend de la pression des éouches d'air supérieures. Trouver la 
dépendance entre la pression et l'altitude sachant que la pression est de 
4 kg/cm? au niveau de la mer et de 0,92 kg/cm? à 500 mètres d'altitude. 
Indication. Se servir de la loi de Mariotte en vertu de laquelle la 
densité d’un gaz est proportionnelle à sa pression. L'équation différen- 
tielle du problème est dp = —kp dh, d'où p —e”t®0ûh, Rép. p = 
= g—0:00017h 
Intégrer les équations différentielles homogènes suivantes: 

39. (y — z) de + (y + z) dy = 0. Rép. y? + 2ry — 2 = C. 

40. (x+ y )dx + x dy = 0. Rép. z? + 2ry = C, 

41. (z+ y) dz + (y — z) dy = 0. Rép. Log (x? + y?) 7? — arc ter =C. 


42. z dy — y dr = Va F y dz. Rép. 1+ 2 Cy — Cr = 0. 
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*) La vitesse d'écoulement v de l’eau par une ouverture se trouvant à la 
distance % de la surface libre est donnée par la formule v = 0,6 V/2g#, où g 
est l'accélération dans le champ de la pesanteur. 
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43. (8y + 107) dz + (5y + Tz) dy = 0. Rép. (x + y)? (2z + y} = C. 
c 


44. (2 V5i—s) dt+t ds=0: Rép. te” T =C ou s= t Log? =. 


8 
45; (E — s) dt + tds = 0. Rép. tef =C ou s= t Log Ê. + 
46. zy? dy = (23 + y?) dr. Rép. y = sý 3 Log Cr. 


47. x cos Z (y dz + x dy) = y sin £ (x dy — y dz). Rép. xy cos 


Le c. 
z 
Intégrer les équations différentielles suivantes se ramenant à des 
équations homogènes : i 
48. (Sy — Ta + 7) dz — (3z — Ty — 3) dy = 0. Rép. (z+ y — 155 (x — 


49. (z + 2y + 1) dz — (2z + 4y + 3) dy = 0. Rép. Log (4x + 8y + 5) + 
+ 8y — 4x = C. , i i pps 

50. (x + 2y + 1) dz — (2x — 3) dy = 0. Rép. Log (2x — 3) -2h -= C. 

51. Déterminer la courbe dont la sous-normale est la moyenne arithmétique 
entre l'abscissé et l’ordonnée du point de la courbe considérée. Rép. 
(z — y)? (z + 2y) = C. et 

52. Déterminer la courbe dont le rapport du segment découpé par la tangente 
sur l'axe Oy au rayon vecteur est une constante. 


ya 
Solution. On a par hypothèse RC d'où (5)"- (y= 
V+ c z 
= 
=>. 


53. Déterminer la courbe dont le rapport du segment découpé par la normale 
sur l'axe Ox au rayon vecteur est une constante. 


Solution. On a par hypothèse ———m, d'où 22+y2—m?(xz—C}?. 
V+? 

54. Déterminer la courbe dont le segment découpé par la tangente sur l'axe 

Oy est égal à a sec 6, où 6 est l'angle entre le rayon vecteur et l'axe Oz. 


Solution. Comme on a tg6 = 2 et par hypothèse 


d 
y—zr TY a sec 6, 


dx 
on obtient 
dy _ VZ% 
PF og 
d'où 


a a 
= Let. (En), š 


55. Déterminer la courbe dont le segment découpé par la normale sur l'axe 
Oy est égal à la distance du point considéré à l'origine des coordonnées. 
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Solution. Le segment découpé par la normale sur l'axe Oy est égal 
à y + a ; on a donc par hypothèse ` 
z% ES 
y+ = Va, 
. y 
d'où 
i z? = C(2y + C). 
56. Trouver la forme d'un miroir tel que les rayons issus d’un point O soient 
réfléchis parallèlement à une direction donnée. 
Solution. Confondons cette direction avec l'axe Or et soit O l'origine. 


Soient OM lerayon incident, MP le rayon réfléchi, MQ la normale à la 
courbe cherchée: 


a = $; OM = 0Q, NM = y, 
NQ=N0+0Q=—1+ VF =y cote By Se, 
d'où f 

y dy = (~ 2 + Ve F y) ds; 


on trouve par intégration 


y? = C2+ 2Cr, 
Intégrer les équations différentielles linéaires suivantes.: 
57.. v-a =(r+1)3. Rép. 2y—(r+1)4+40C (z4 1)2. 
L y _x+i j e z 1 
58." y’ —a PA Rép. a A 


59. (x— z3) y’ + (222—1) y—az3?=0. Rép. y=az4 Cz VīI—zr. 


60. T eost+ssint=4. Rép. s=sin t4 C cost. 


61. Ds cost=+ sin 2t, Rép. s—sint—1+Ce-siné, 


62. y' year. Rép. y= z" (ež C). 


63. v+. Rép. tny =ar +C. 


64. y'+y—e x. Rép. ey—=zxz+C. 


1—2x 
zè 


i 
y—1=0. Rép. y=? (14 Ce”). 


65. y’ + 
Intégrer les équations de Bernoulli : 

66. y'+ry—x3y8. Rép. y2(x2+1+ Ce**)=1, 

67. (1—2?) y'—zy—aszy?=0. Rép. (C V1—22—a) y—1. 

68. 3y?y'—ay3—x—1—0. Rép. a2y3=Cea*— a (x +1) —1. 

iya 41 


69. y’ (z2y8+xy)—1. Rép. z[(2—ye? +C]=e? 
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70, 


71. 


ty Log z—2) y di = x dy. Rép. y (Cr? +Logr?+1)=4. 
y—y" cos z = y? cos x (1— sin x). Rép. y= Re , 


Intégrer les équations suivantes aux différentielles totales : 


3 
72. (22+ y) dr + (x —2y) dy —0. Rép. ture c. 


73. 
74, 


75. 


76. 
77. 


78. 


79. 


80. 
81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


(y — 3x?) dz — (4y — zx) dy =0. Rép. 2y2— zry +z3=C. 
QS—x) y' =y. Rép. yi—4xy +C. 


COES 


s z 
Rép. Log = C 


2 (3zy2 + 223) dr +3 (2x2y + y2) dy =0. Rép. r4+372y2+y8=C. 


æ dr + (2x +y) dy _ z matn 
rm =. Rép. Log (x+y) nt C. 


2 - 
a? dy — y? dx 


(z—y)? 
RU Rép. s24 y2— Za 
xz dr + y dy = Apy Rép. 22+y?—2 arc tg y =C. 
Trouver les courbes jouissant de cette propriété que le produit du carré 
de la distance d'un point quelconque pris sur la courbe considérée à l'ori- 
gine des coordonnées par le segment découpé par la normale sur l'axe des 
abscisses est égal au cube de l'abscisse du point. Rép. y? (22? + y?) = C. 
Trouver les enveloppes des familles de courbes suivantes: 


=0. Rép. Pr 


a) y=Cz4+C2. Rép. z24+4y=0. b) = + ce. Rép. 27a?—4y8. c) + 


— 5 =2. Rép. 2y=28. d) Cix+Cy—4—0. Rép. +470. e) (5—C)8+ 


+(y—C}= C2. Rép. z=0; y=0. f) (z—C}+y2—4C. Rép. y°—4r+4. 
g) RUES" Rép. (z—y)}=8. h) Czr2+C2y—1. Rép. 24+ 
+4y=0. | 
Une droite se déplace de telle manière que la somme des segments qu’elle 
découpe sur les axes de coordonnées est égale à une constante a. Chercher 
l'enveloppe de cette famille de droites. Rép. 21/2 + y/2 = a™/2 (parabole). 
Trouver l'enveloppe d'une famille de droites telles que les axes de coor- 
données découpent sur ces droites des segments de longueur onstante a. 
Rép. zh + y 8 = as, 
Trouver l'enveloppe d'une famille de cercles dont les diamètres sont les 


doubles des ordonnées de la parabole y? = 2px. Rép. y? = 2p (+2) ; 


Trouver l'enveloppe d'une famille de cercles centrés sur la parabole y? = 
= 2pzx et passant par le sommet de la parabole. Rép. La cissoïde z? + 


+a’ (z+ p) =o. 
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87. Trouver l'enveloppe d’une famille de cercles dont les diamètres sont les 
cordes de l'éllipse b?x? + a?y? = a?b? perpendiculaires à l'axe Os. Rép. 
T y 
atat 
88. Trouver la développée de l’ellipse b?z? + a?y? = ab? en tänt qu’enveloppe 
de ses normales. Rép. (ax)”/5 + (bx)°/3 = (a? — b2)°/s, 
Intégrer les équations suivantes (équations de Lagrange) : 
89. y—2xy" +y'2. Rép. je, ; pa Gb . 
3p? 3 7: 3p 
90. y = ay? + y'?. Rép. y = (Vz F 1- C}. Intégrale singulière: y = 0. 
91. y =g GT y") + (y). Rép. z = Ce-P — 2p + 2; y = C (p + 1) eP — 


P À 

92. y—yy 2+2xy'. Rép. 4Cr =4C2— 42. i 

93. Trouver la courbe à normale constante. Rép. (x — C} + y = a, 
Intégrale singulière: y = + a. 
Intégrer les équations de Clairaut: 

94. y = zy' + y' — y? Rép. y= Cz+ C — C?. Intégrale singulière: 
žy = (æ + Í}. 

95. y—zy + V1— y”. Rép. y=Cr4+ V/1—C2. Intégrale singulière : y2— z2 =1. 

96. y=zxy'+y'. Rép. y—Cr+cC. l 


97. v= + . Rép. y=0r4+4. Intégrale singulière : y? = 4z. 


98. y= zy’ — E . Rép. y= Ce . Intégrale singulière : y3 = Pa 22. 


99. L'aire du triangle formé par la tangente à une courbe et les axes de coor- 
données est constante. Trouver cette courbe. Rép. L'hyperbole équi- 
latère 4zy = + a?, ainsi que les droites de la famille y = Cz + a VC. 

100. Trouver une courbe telle que le segment de sa tangente compris ue les 


a 
axes de coordonnées ait une longueur constante a. Rép. y = Cz + Vire 
Solution singulière: x°/8 + y°/8 = as, 

101. Trouver une courbe telle que la somme des segments découpés par ses 
tangentes sur les axes de coordonnées soit égale à la constante 2a. Rép. 


y = Cz — na Solution singulière: (y — x — 2a)? = Bar. 


102. Trouver les courbes telles que le produit des distances de deux points don- 
nés à la təngente soit constant. Rép. Des ellipses et des hyperboles. (Tra- 
jectoires orthogonales et isogonales.) ; 

103. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de courbes y = az”. 
Rép. z? + ny? = C. 

104. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de paraboles y? = 

; l a 
= 2p (x — a) (x est le paramètre de la famille). Rép. y = Ce P. 
105. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de courbes z? — y? = a 


(œ étant le paramètre). Rép. y = = 


106. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de cercles z? + y? = 
. = 2az. Rép. Les cercles y = C G y 

107. Trouver les trajectoires orthogonales des paraboles égales tangentes en 

leurs sommets à une droite donnée. Rép. Si le paramètre des paraboles 

est 2p et si Oy est la droite donnée, l'équation des trajectoires sera y + 


+ C = 2 29/2, 
3 P 


. EXERCICES 169 


3 

108. Trouver les trajectoires orthogonales. des  cissoïdes y2 = z 
Rép. (22+ y?) =C (y2+2x?). 

109.. Trouver les trajectoires orthogonales des lemniscates (z? + y2)? = 
= (z? — y?) a. Rép. (z? + y}? = Czy. | 

110. Trouver les trajectoires isogonales de la famille de courbes z? = 2a (y — 
— 2/3), où a est un paramètre variable, sachant que l'angle entre les 
courbes et leurs trajectoires est œ = 60°. 


Solution. On trouve l'équation différentielle de la famille de cour- 


2y z i ; : . y'’—tgo 
AE LA = = ä 
bes y = V3 et l'on remplace y’ par l'expression q= 1y te 

y" —7V3 


Si o—60°, on a q=————— et on obtient l'équation différentielle 
| IF Var 


y — VS 2 ie ane pes z 
— r= L’ intégrale générale y2=C (zx—y 3) donne la 
up Ve grale g =C (z—y V3) 
famille des trajectoires cherchées, ; 
111. Trouver les trajectoires isogonales de la famille de paraboles y?—4Cx, 
É arc tg 2y-x 
sachant que œ= 45°. Rép. y2— syt 2r? = Ce VT æ V1, 
112. Trouver les trajectoires isogona.es de la famille de droites y—Czx pour 
&=— 30°, 45°. Rép. Les spirales logarithmiques i i 


2 V3 arc tg 4 
z24-y2=e m 


2 arctg 
z2} y2 =e ka 


113. y = Cie* + Ce-®. Eliminer C, et Co Rép. y” — y = 0. 
114. Ecrire 1 poue non ierentelle de tous les cercles d'un plan. Rép. (1 + 
y m y = (: 

115. Tesino l'équation différentielle de toutes les coniques à centres ayant pour 
axes principaux Oz, Oy. Rép. x (yy" + y?) — y'y = 0. 

116. On se donne l'équation différentielle y" — 2y” — y + 2y = 0-et sa 
solution générale y = Cie* + Cre-* + Cae*. On demande: À) de véri- 
fier que la famille de courbes données est bien la solution générale; 
2) de trouver la solution particulière correspondant à = 0: y—1, y —0, 


y” = —1. Rép. y = A (ex + ex — 462%), 
117. On se donne l'équation différentielle y” = D et sa solution générale 


2 
y= + (+) HC 
4) Vérifier que la famille de courbes données est bien l'intégrale géné- 


rale; 2) trouver la courbe intégrale passant par le point (1, 2) et dont la 
tangente en ce point forme avec l'axe positif Or un angle de 45°. Rép. 


2_7-3 , 4 
= Va + E 
Intégrer les équations différentielles simples suivantes se ramenant 
à des équations du premier ordre: 
4118. zy" = 2. Rép. y = z? Log x + Cyr? + Cox + C3; donner la solution 
particulière satisfaisant aux conditions initiales: z = 4, y = 1, y' = 1, 
y” = 3. Rép. y = z? Log x + 4. 
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119. 
120. 
121. 


122. 
123. 


124. 
125. 


126. 


127. 
128. 


129. 


130. 


131. 
132. 
133. 
134. 
135. 
136. 
137. 
138. 


139. 


140. 


141. 


142. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH XIII 


mlamtn 


y =m, Rép. Y= mpa Cyril t ... + Cn-1 t+ Cne 

y" = ay. Rép. az= Log (ay + V/a2y? + Ci) + C2 ou y= Ceat + Cemarx, 
a £ 

y” = . Rép. (Car + C2}? = Cay?—a. 


. Dans les exemples 122-125, écrire la solution particulière satisfaisant 
aux conditions initiales: z = 0, y = —1, y = 0. 
zy" — y = 2e, Rép. y = ef (x — 1) + Ciz? + C2. Solution particu- 
lière: y. = e® (x . ` 
yy” — (y') + (y = 0. Rép. y + Ci Log y = z + Co. Solution par- 
ticulière: y = —1. 


y” + y' tgz = sin 2r. Rép. y = C} + Ci sin z — z — 2 sin 2r. Solu- 


tion particulière: y = 2 sin z — sin z cos z — s — 1. 

y") + (y)? = a. Rép. y = C — a cos (x+ Cı). Solutions particu- 
lières: y = a — 1 — a cos z; y = a cos x — (a + 1). 

n ai cation. Forme paramétrique y” = a cost, y = a sin t.) 

y" =r > Rép. yat g (1+0)? Ce. 

y" =y"? Rép. y= (C1 — x) [Log (C1 — x) — 1] + Cor + Ca. 

y'y" — 3y"2= 0. Rép. z = Ciy? ' 


Czy 3° 
Intégrer les équations linéaires hrréheés suivantes à coefficients 
constants: is 


y" = 9y. Rép. y = Cie + Cze, 

y” + y = 0. Rép. y = A cos z + B sin z. 

y” — y = 0. Rép. y = Ci + Ca. 

y” + 12y = Ty’. Rép. y = Cie® + Coet". 

y” — áy’ + 4y = 0. Rép. y = (C1 + C2r)e®. , 
y” + 2y' + 10y = 0. Rép. y = e* (A cos 3x + B sin 3z). 


. + VIT, =3- vit, 
y" +3y'—2y=0. Rép. y—Cye ? Ce ? 
4y" —12y'+9y=0. Rép. y= (C14 Cor) e9/2%, 


1 L ) 
Zig . 
y"+y'+y=0. Rép. y =e 2 [A cos (LÉ) +Bsin ()] x 
Deux masses identiques sont suspendues à un ressort à boudin. On suppose 
que l'une des masses se détache et on demande de trouver le mouvement de 


l'autre. Rép. z = a cos £ t), oùaest l'allongement du ressort sous 
P a 


l'action d'une seule masse au repos. 

Un point matériel de masse m est sollicité par deux centres, les forces 
étant proportionnelles à la distance. Le coefficient de proportionnalité 
est k. La distance entre les deux centres est 2c. Le corps se trouve à l'ins- 
tant initial sur la ligne des centres à la distance a du milieu. La vitesse 
initiale est nulle. Trouver la loi du mouvement du point. 


Rép. x = a cos (V=) 
m 


yY — 5y" + 4y = 0. Rép. y = Cie® + Cze-® + Cat + Cie”. 
y" — 2y” — y + 2y = 0. Rép. y = Cie! + Cù + Car. 
y" — Say" + 3ay' — ay = 0. Rèp. y = (Ci + Coz + Car?) e°”. 
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143. A — 4y” = 0. Rép. y = Ci + Cor + Car? + Cyr + Cse. 

144. y!Y + 2y" + 9y =0. Rép. y = (Cı cos VZ z+ Cz sin V2 z)e-* + 
n (C3 cos V 2 z+ C, sin V/2 z)e®. 

145. yIV — 8y” + 16y = 0. Rép. y= Cie? + Coe- + Ca ret + Cire?2x, 


146. yV+y—0. Rép. pme Ë (Coos 5 Casin z5) + 


x 


+e yz (cs cos = z tCasin 


a). 


147. y!Y — aty = 0. ue la solution générale et mettre en évidence la 
solution particulière satisfaisant aux. conditions initiales: zọ = 0, y = 1, 
y =0, y"=—a, y" = 0. - Rép. Solution générale: y = Cie + 


+ Ce + C3 cos ax I C, sin az. Solution particulière: yo = cos az. 
. Intégrer les équations différentielles avec seconds membres; trouver 
la solution générale; 


148. y"—7y" +12y= xz. Rép. y= Css Cati EET, 
149. s”—a?s =t +1. Rép. H 


150. y" 4+- y'’—2y=8 sin 2z. Rép. y= Cest Cyst (6 sin 274-2 cos 2z). 
151. y” —y =5r4+2. Rép. y—=Cyex + Coet — 57 —2. 
g: j i 
152. s°—2as atset (a #1). Rép. s=C1ett 4 Ctent +. 
153. y" + 6y’ + 5y = ex, Rép. y = Cie + Cie 5x +4 e2x, 
154. y” + 9y—6e%. Rép. y= C; cos 3r+C,sin 3244 e3x, 


155. y"—3y—2—67. Rép. y = C414 Cet- 12. 
156. y À + 3y— ex cos z. Rép. y=" (C1 cos V2r+C; sin V/2x) + 
T6 cos z—4 sin x). | 

157. y" 4y—2 sin 2x. Rép. y =C; sin 2r+ C, cos 2z — _. cos 2z. 

158. y” — 4y” + 5y—2y—2r+48. Rép. y= (C14 Cox) e% + Caex— x —4. 

159. y!Y — aty = 5atecx sin az. Rép. y—(C1—sin az) e0% +C,e-a* + C3 cos ax + 
+ CAsin az. 

160. y!Y + 2a2y" + a4y =8 cos ax. Rép. y= (C14 Cor) cos az + (C3+Cax) sin ar — 
-5 cos az. 


161. Trouver la courbe intégrale de l'équation y” + ky = 0 passant par le 
point M (zo, Yo) et tangente en ce point à la droite y = az. Rép. y = 


= yo COS k (£ — zo) + $ sin k (z — zo). 
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162. Trouver la solution de l'équation y”+2hy"+n?y=0, satisfaisant aux 


1 


conditions initiales y =a, y'’=C pour x=0. . | 
Rép. Sik<n, y—=e"hx (2 cos Vnk PO a sin V= h z) ; 


Ver 


sih=n, y=e-h*[(C+ah)x+a]; 
CHa (ht V=) (ren) 
2 V hi—ni 
C +a(h— Vh — n?) (h+ V ha-a)" 
me 7 . 
2yh — n? 


sik>n, y= 


163. Trouver la solution de l'équation y” + n?y —.h sin pz (p = n), satis- 


faisant aux: conditions:: y = a, y':= C. lorsque z = 0. 
C (n?— p?)— kp 


Rép. y=acosnr+ np) sin nr sin pz. 


164. Un poids de 4 kg accroché à un ressort l'allonge de 1 cm. Trouver la loi 


du mouvement du poids, sachant .que l'extrémité supérieure du ressort 
effectue des oscillations harmoniques y = sin V/100 g t, y étant l’élonga- 
tion verticale. re , | CRE 

Solution. Soit x la coordonnée verticale du poids comptée à par- 
tir de la position de repos. On a:. 


4 dx 
ame UE | 
où Z est la longueur du ressort détendu. et k = 400, comme il résulte des 


2 | re, 
conditions initiales. On en déduit + 100 gx = 100 g sin V/100 gt+ 


+ 100 Zg. On cherchera une intégrale particulière de cette équation sous 
la forme 
t (C4 cos V/100g#+ Casin 100g é) +4, 


étant donné que le premier terme du second membre de l'équation entre 
dans la solution de l'équation homogène. 


165. Dans le problème 139, la vitesse initiale est égale à vo et elle est dirigée 


perpendiculairement à la droite entre les centres. Trouver la trajectoire. 
` Solution. Prenons l'origine des coordonnées au milieu du seg- 
ment reliant les deux centres: les équations différentielles du mouvement 
s'écrivent: i 


dz d2 
m =F (C—a)—k (C-+a)= — 2ks, mir —2ky. 
Conditions initiales à l'instant ¿=0:* 
dz d 
z=4; gami y=0; -r =o 


On trouve en intégrant : 
(i f 2k ) 4 m . y 2k 
z= COS m tj, Y=v zg Sin ( £) : 


x? y22k : 
Y Hmo = í (ellipse). 


` 


d’où 
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166. Un tube horizontal tourne autour d'un axe vertical avec une vitesse angu- 


167. 
168. 
169. 


170. 


171. 
172. 


173. 
174. 


175. 


176. 


177. 
178. 


179. 


180. Pra 


181. 


182. 


laire constante œ.. Une bille glisse dans le tube sans frottement. Trouver 
la loi du mouvement de la bille sachant qu'à l'instant initial elle se trouve 
sur l'axe de rotation et'sa vitesse initiale est vọ (selon l'axe du tube). 


2r 

Indication. L'équation différentielle du mouvement est ri = o?r. 

Conditions initiales: r—0, Ton lorsque ż=0. On trouve en intégrart 
vo -6 

r= I ent at, 


` 


Appliquer la méthode de la variation des constantes à l'intégration des 
équations différentielles suivantes : 
5sinr+7cosxz 


y"— Ty" + 6y =sin z. Rép. y=Cyex + Cet + ZA L 

y" +y =sec z. Rép. y =C; cos z+ Csin s+ rsin z- cos x Log cos x. 

y" +y =— — , Rép. y =C1 cos r+ Casin r— V cos 2r. 
cos 2z cos 2x 


Intégrer les équations E suivantes des divers types : 


yy" =y" +1. Rép. y=5 
z2 dy — y? dz = 5 zY 
Sec Rép. z—y =C. 


y=2y"2+y"2. Rép. ÿy=(Vz+1+C}. 


i [ef1(%- Ca) + e702- C2], 
1 


Solutions singulières : y—0; x+1—0. 


y"+z=sec z. Rép. y= Cicosz+C sin s+ z sin z -+ cos x Log cos z. 
(14-22) y’ —zy —a—0. Rép. y=as+C VIF 


d sin 
x COS LT dz 7Y cos Zr, Rép. re “=C. 
y" —4y =e" sin 2z. Rép. y = OE T o — ai ~ (sin 2x +2 cos 2x). 


y + y — y? Log z = 0. Rép. (Log z + 1+Cx) y = 1. 
CORRECTE 2) dy = 0. Rép. 2z + y — 3 Log (x + 


y 
3e™ tg y dz + (1 — e*) sec? y dy = 0. Rép. tg y = C (1 — e7). 
Intégrer La systèmes d'équations différentielles: 


dx 
=y+i, = E g =2+1. Indiquer la solution particulière satisfaisant 
aux de ua z= —2, y—0 pour t=0. Rép. y mn Cu à t—1, 
SAWA t—1. La solution particulière est: zt = —ei—1, y*= 
= €" ; 
dz 


=? —2y, Dry. Indiquer la solution particulière correspondant 


aux conditions initiales x—1, y—1 pour #—0. Rép. y—Cicosi+ 
+Casiné, z = (C1 + Cr)cost+(C;—Cr)sint. Solution particulière : 
æ#—Cos ê—sint, y*—Ccosi. 


Rép. r—Cye-t— Cet, 
y= Cet + 3Cser3t + cos t. 
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183. . 


184. 


185. 


186. 


187. 


188. 


189. 


190. 


191. 
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rs 

d 

a Y 

a nisa 
a 
Bony, 

= —y— 3: 
Hi z=0, 

LE ay 0. 


dz 
g y —2:= cos z 
dz 
g TIt» 
dy _. 
g 0 
dz . 
arty 
dy 1 
Ets 
a_i 
dr - y—z 
CAREA 
dr yz? 
dz_ z 
dr y? 


[CH. XII] 


Rép. z= Cet + Ce t+Cs cos ¿+ Csin t, 
y= Ciet+ Cet — Ca cos ¿— Ca sin t. 


Rép. z= Cat Cat+ Cat — À 134p et, 


1 
y=C,— (C1 +203) — -7 (C2— 


== |. Er 3L —- 4 _ et,- 
1) ë 3 Cat? + JA t4—et, 
Rép. y= (C14 Cox) 2%, 
z= (C2— Ci — C2) ea, 


Rép. y = Cet + Cie-2x, 
z= — 2 (C4e?® — Cie-2x), 


Rép. y=Ci+ Cor +2 sinz, 
z= —2Ci—C;(25+1)— 
—3 sin z—2 cos T. 


Rép. z= Cie? + Cet, 
y= Cat + Cast, 
Z= — (Ci + Cs) et + Cet. 


Rép. z= CeCi?, 


1 
TT 


een, 


z 
Rép. ~= Ci, 
P y 1 


zy? — $ r= Ca 


Etudier la stabilité de la solution z=0, y=0 pour les systèmes d’'équa- 
tions différentielles suivants : 


Rép. Instable. 
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192. 


193. 


194. 


195. 


196. 


= —hz—10y, Rép. Stable. 
y 

it -= 2y. 

Caa 12x + 18y, Rép. Instable. 
dy 

HT —8z—12y. 


Trouver les valeurs approchées des solutions de l'équation y’ = y? + x, 
vérifiant les conditions initiales: y = 4 pour z = 0. Trouver les valeurs 
S CC pour les valeurs z = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5. Rép. y=0,5 = 
Trouver la valeur approchée y,=1,, de la solution de l'équation y’ + 


4 
+ — 7⁄7 e% vérifiant les conditions initiales: y = 1 pour z = 1. Com- 


ns le résultat obtenu avec la solution exacte. 

Trouver les valeurs approchées zi=1,, et yt=1,4 des solutions du système. 
dz dy 

r T. = — z — 3y vérifiant les conditions ini- 
tiales: z = 0, y = 1 pour ¢¿ = 1. Comparer les résultats obtenus avec les 
valeurs exactes. 


d'équations —— 


Chapitre XIV 


INTÉGRALES MULTIPLES 


$ 1. Intégrale double 


. Soit dans le plan Oxy un domaine fermé *) D limité par une cour- 
be L | 


Soit donnée dans le domaine D une fonction continue 


= Î (z, y). 
Partageons le domaine D en n domaines partiels par des courbes 


quelconques : . 

ASi, ÅS, ÅS3, ..., As 
(fig. 292). Pour ne: pas alourdir l'écriture, nous désignerons égale- 
ment par As, ..., As, les aires de ces petits domaines. Choisissons 
dans chaque As; un point P; arbitraire 


(intérieur ou sur la frontière); on aura 
donc n points: 


Pis P ap esor Pn: 


Soient f (Pi), F (P2), .. ., f (P,) les 
valeurs de la fonction en ces points; 
formons la somme de produits f (P;) As; : 


Vn = f (Pi) As + f (P2) Ass +... 


ce + f (Pn) Asn = > f(P)A& (4) 


qui est appelée somme intégrale de la 

fonction f(x, y) dans le domaine D. 

Fig. 292 Si f>0 dans D, on pourra se 

représenter géométriquement chaque ter- 

me f (P;) As; comme -le volume du cylindre élémentaire de base 
As; et de hauteur f (P;). | 

La somme V, est la somme des volumes des cylindres élémentai- 


res, c.-à-d. le volume du corps en « escalier » représenté sur la 
fig. 293. 


*) Un domaine D est dit fermé s’il est limité par une courbe fermée et si 
l'on considère que les points frontières appartiennent au domaine. k 
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Considérons une suite arbitraire de sommes intégrales formées 
pour la fonction f (x, y) dans le domaine D 


Pet Corana Ve (2) 


pour divers découpages de D en domaines partiels As;. On supposera 
que le plus grand diamètre des As; tend vers zéro lorsque n, —> oo. 
On a alors le théorème suivant que nous ne démontrerons pas. 


Théorème 1. La fonction f(x, y) étant continue dans le 
domaine fermé D, la suite (2) de sommes intégrales (1) a une limite 
lorsque le plus grand diamètre des domaines partiels As; tend vers zéro 


Fig.293 Fig. 294 


et que n— œo, Cette limite est la même quelle que soit la suite (2), 
c.-à-d. qu'elle ne dépend ni du mode de découpage de D en domaines 
partiels As; ni du choix du point P; dans As;. 

Cette limite est appelée intégrale double de la fonction f (x, y) 
sur le domaine D et on la désigne par 


[Tr ou BES y) dx dy, 
D D 


c.-à-d. 


lim J} / (Pi) As:= | | f (2, v) dedy. 


diam As;=>0 ii D 


D est appelé le domaine d'intégration. 

Si f (x, y) > 0, l'intégrale double de la fonction f (x, y) sur le 
domaine D est égale au volume Q du corps limité par la surface 
z = f (x, y), le plan z = 0 et la surface cylindrique dont les géné- 
ratrices sont parallèles à l’axe Oz et s'appuient sur la frontière 
de D (fig. 294). 

Considérons encore les théorèmes suivants sur l'intégrale double. 
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Théorème 2. L'intégrale double de la somme de deux fonc- 
tions p (x, y) +p (x, y) sur un domaine D est égale à la somme des 
intégrales doubles de chacune des deux fonctions étendues à ce domaine : 


| f p(z +y, pds f | o (z, past | (bte, y) ds. 


D D D 


Théorème 3. On peut sortir un facteur constant de sous le 
signe d'intégration double : 
si a= const, on a 


ff ap (x, y)ds=a |f ol y) ds. 
D D 


On démontre ces deux théorèmes exactement comme les théorèmes 
correspondants sur les intégrales définies (voir t. I, ch. XI, § 3). 


Théorème 4. Si le domaine D est constitué de deux domaines 
partiels D, et D, sans point intérieur commun et si f (x, y) est continue 
en tous les points de D, on a 


| | fe V) dzdy= | | f(z, v) dzdy+ 
D i Di 
+ | | 4 (2, v) de dy. 8) 
Dz 


Démonstration. On peut 
représenter la somme intégrale dans 
D sous la forme (fig. 295) 


Fig. 295 21 (P:) As: = 2 Í (Pi) As: + 2 f (P:) Asi, 
(4) 


la première somme contenant les termes relatifs aux domaines par- 
tiels de D, et la seconde, les termes relatifs aux domaines partiels 
de D}. En effet, l'intégrale double ne dépendant pas du mode de 
découpage, nous découperons le domaine D de telle façon que la 
frontière commune de D, et de D, soit aussi une frontière des domai- 
nes partiels As;. Passant dans l'égalité (4) à la limite lorsque As; —> 0, 
on obtient l'égalité (3). Ce théorème subsiste lorsque D est formé 
d’un nombre arbitraire de domaines disjoints sans points intérieurs 
communs. 


§ 2. Calcul des intégrales doubles 


Considérons un domaine D du plan Ozy tel que toute parallèle 
à l'un des axes de coordonnées, par exemple à Oy, et passant par 
un point intérieur *) du domaine coupe sa frontière en deux 
points N, et N, (fig. 296). 


*) Un point intérieur est un point ne se trouvant pas sur la frontière. 
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Nous supposerons que, dans le cas considéré, D est limité par 
les courbes y = mi (x), y = p2 (x) et les droites x = a, x = b et que 


Pi (x) < P2 (x), a< b, 
les fonctions. g; (x) et p2 (x) étant continues sur le segment [a, b]. 
Nous conviendrons: d'appeler ce domaine régulier selon l'axe Oy. 
On définit de la même manière un 
domaine régulier selon l'axe Ox. 

Un domaine régulier selon Les deux 
axes de coordonnées sera dit simple- 
ment domaine régulier. La fig. 296 
donne un exemple de domaine régulier. 

Supposons f (x, y) continue dans D. 

Considérons l'expression 


b  œa(x) 
w=] (| te w dv) ae 


Fig. 296 


que nous appellerons intégrale double 
ou somme double de la fonction 
f (x, y) sur D. Dans cette expression, on calcule d'abord l'intégrale 
entre parenthèses, l'intégration étant faite par rapport à y, et z 
étant considéré comme constant. On trouve après intégration une 
fonction continue *) de z: | 

pza(x) 

D(D= | f( v) dy. 

P(x) 

Intégrons maintenant cette fonction par rapport à zx entre les 


bornes a et b: 
b 


To= | D (x) dz. 
a 
On trouve en définitive un nombre constant. 


E xem ple. Calculer l'intégrale double 
i x 


Ip= f ( f (x2 + y?) dv) dz. 
0 0 
Solution. Calculons d’abord l'intégrale interne (entre - parenthèses) : 


x2 


x2 
De | et ay= (ayt) = 
0 


0 
(x2}3 = PR | 


3 3 


*) Nous ne démontrerons pas la continuité de la fonction ® (x). 


== 7272 + 
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Intégrons maintenant la fonction obtenue de 0 à 1: 
1 , 
FA æb æ7 \1 4 1 26 
| (atg) (Sr) tarde. 
0 
Lė domaine d'intégration D est le domaine limité par les courbes (fig. 297) 
y=0, z=0, y= z, z=4, 
Il arrive que le domaine D est tel que l'une des fonctions y = 
= pı (x), y = p2 (x) ne peut être donnée par une seule expression 


ÿ 


Fig. 297 Fig. 298 
analytique dans tout l'intervalle de ue de x (de x = a à 
x = b). Soit, par exemple, a < c < b 

qu (x) = (x) sur le PR la, cl, 
qu (x) = y (x) sur le segment Íc, bl, 


vd (x) et x (x) étant des fonctions données analytiquement (fig. 298). 
On écrira alors l'intégrale double comme suit: 


b Q(x) 
| (f 76, 9) dy) de = 
a p(x) 


-f CPE jæ [CT f(x, v) dy) dx = 
a p(x) (x) 


palx) 
>] ( i f (2, y) dy jaz+Í( 1 f (2, y) dy) dz. 
c y(x) . 
On a écrit Ía prenite égalité en vertu de la POE connue des 
intégrales définies et la seconde parce que l'on a 1 (x) =p (x) sur 
le segment [a, c] et qu (x) = x (x) sur [c, b]. 

Une transcription analogue pour l'intégrale double a lieu lorsque 
la fonction 2 (x) se décompose en différentes expressions analytiques 
sur le segment [a, b]. 

Etablissons quelques propriétés des intégrales doubles. 
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Propriété 1. Si lon divise un domaine D régulier selon Oy 
en deux domaines D, et D, par une parallèle à l'aze Oy ou à l'aze 
Oz, l'intégrale double Ip sur D est égale à la somme d'intégrales analo- 


gues sur D, et Do: 
Ip = Íp, + Ip,- (1) 


Démonstration. a) Supposons que la droite z = ¢ 
(a < c < b) partage le domaine D en deux domaines réguliers selon 
Oy *) D, et Da. Alors 
b  œa(x) 
Io= | ( À f(x v) dy) = 


b 
= | © (x) dr 


= f o (a)äz+ (og 


j (a (2, y) dy) dz + Fig. 299 


œ1(x) 


| 


b  œa(x) 
+È (È fe v) dy) de = Int In 
c a(x) 

b) Supposons que la droite y = h partage le domaine D en deux 
domaines réguliers D; et D, selon Oy comme sur la figure 299. 
Désignons par M, et M, les points d'intersection de la droite y = k 
avec la frontière L de D. Désignons les abscisses de ces points par 


ai et bi. 
Le domaine D, est limité par les courbes continues: 
1) y = qi (x): 


2) la courbe AM, MB dont nous écrirons conventionnellement 
l'équation: sous la forme 
y = pi (x), 
ayant en vue que pi (x) = p2 (x) lorsque a <S z <S q et b ST <b 
et que 
| pi (x) =h lorsque a, Sr < b; 


3) les droites. z = a, x = b.. 


-*) Le. fait qu’une partie de la frontière du domaine D, (et du domaine D3) 
soit un segment vertical n'empêche pas ce domaine d'être régulier selon Oy ; 
caï on exigeait à cet effet que toute verticale passant par un point intérieur 
du domaine ne coupe pas la frontière en plus de deux points:: 
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Le domaine D, est limité par les courbes: 
y = pi (2), y = p2 (2), ù au <zr<Kb:. 


Ecrivons l'identité suivante en appliquant à , l'intégrale inté- 
rieure le théorème sur la décomposition de l'intervalle d'intégration : 


b qalx) 
D= | ( | f(z, y) dy) dx = 
ee ia 
-Í ( f rem | re ma)e- 
a Q(x) Ex) 
b g(x) i b palz) 
=f ( T f(e, v) dy) de+ | ( i f(z, Y) dy) dz. 
a a g(x 


Décomposons la dernière intégrale en trois intégrales en appli- 
quant le même théorème à l'intégrale extérieure : 


b a pa(x) 
f T f(e, dy)dz= | ( Ù re vdu) dz+ 
a LA CL CE 


+ f i i f (2, y)dy) d+ f j f (2, y)dy) dz; 


comme f(x) = P2 (x) sur le DA [a, a] et sur le segment 
[b,, b], la première et la troisième intégrale sont identiquement 
nulles. Par suite, 


b P7) bı qa(x) 
Ip= f CL, f(z, y) dy) a Que y) dy) dz. 


Le premier terme est ici une intégrale double étendue à D, et le 
second une intégrale double étendue à D. Par conséquent, 


Ip = Ip, + Ipa 


La démonstration est analogue quelle que soit la sécante MM». 
Si la droite M,M, partage D en trois domaines ou plus, on obtient 
une relation analogue à (1) avec dans le second membre un nombre 
correspondant de termes. 


Corollaire. On peut partager chacun des domaines obte- 
nus en des domaines réguliers selon Oy par une parallèle à Oy ou 
Oz et leur appliquer l'égalité (1). Par conséquent, on peut partager 
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le domaine D par des parallèles aux axes de coordonnées en un 
nombre arbitraire de domaines partiels réguliers 


Dı, Də, D3, stig D;, 
et on pourra toujours affirmer que l'intégrale double étendue au 


domaine D est égale à la somme d intégrales doubles étendues aux 
domaines partiels (fig. 300) 


Ip = In, + In + In, +... + Ipp (2) 


riété 2. (Evaluation des intégrales 
s.) Soient m et M la plus petite et la plus grande valeur 


Fig. 300 


de la fonction f (x, y) dans le domaine D. Soit S l'aire de D. On a l’iné- 
galité 


b (x) 
mS < j S f (z, Y) dy) de < MS. (3) 


Démonstration. Evaluons l'intégrale intérieure que nous 
désignerons par ® (x): 


p2(x) P2(x) 
D(a)= | f(z Ddy< | May=Miq(r)—-q (al. 
a(x) Pa(x) 
On a: 
b œa(x) b 
D= f ( | Fæ ndy) da< | M [p> (z)— pı (2)] dz = MS, 
` a Q(x) a 
c.-à-d 


Ip< MSs. (3') 
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D'une manière analogue 


pa(x) @a(x) ai 
D(z)= | f(z, u)dy> | mdy=m[p(z)— g: (x), 
a pr . Pix) 


b 
In= | D(z)dz> | mip(r)—e (2)] dz ms, 
c.-à-d. que ° : 

Ip > ms. (3^) 
L'inégalité (3) résulte des inégalités (3’) et (3”): 

| mS < I, S MS. 

Nous interpréterons géométriquement ce théorème au paragraphe 
suivant, 


Propriété 3. (Théorème de la moyenne.) 
L'intégrale double Ip d'une fonction continue f (x, y) sur un domaine 
D d'aire S est égale au produit de S par la valeur de la fonction en un 
certain point P du domaine D: 


b qa(x) o: 
r f f(z, y) dy} dz = (P) S. (4) 
a Q(x) ; 


Démonstration. On déduit de (3): 


m<4In<M. 
i Í 
S 
valeur de la fonction f (x, y) dans le domaine D. En vertu de la 
continuité de f (x, y) dans D, elle prend en un certain point P du 


Le nombre Ip est compris entre la plus grande et la plus petite 
pomaine D la valeur F Ip, c.-à-d. que 
4 
4 Ip=f(P), 
d'où 
In= f (P) S. (5) 
§ 3. Calcul des intégrales doubles (suite) 


Théorème. L'intégrale double d'une fonction continue f (x, y) 
étendue à un domaine régulier D a pour expression *) ` 


jf f(z, y) dx dy f (e f(z, n) dy) dz. 
D a p(x) 


- ) On suppose de nouveau que le: domaine D est régulier selon Oy et limité 
par les courbes y = qu (x), y = max), £ = a, x = b. 
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Démonstration. Découpons le domaine D par des paral- 
lèles aux axes de coordonnées en n domaines réguliers (rectangulèl 
res) : 

Ass, AS, . .., Asn.. 

On a en vertu de la propriété 1 [formule (2)] du paragraphe pré- 

cédent : 


LE Las + Las + + las, = 2 Las. (1) 
= 


Transformons chaque terme de droite par application du théo- 
rème de la moyenhe sur les intégrales doubles: 


Las, = f (P:) As. 
L'égalité (1) devient 


In= f (P4) As, + f (P2) Aso +... + f (Pn) Asn = 2 f(P) Asi, (2) 


où P; est un point dans As;. On a à droite une somme intégrale pour 
la fonction f (x, y) sur D. D'après le théorème d'existence des inté- 
grales doubles, il résulte que la limite de cette somme, lorsque 
n —> œo et que le plus grand diamètre des domaines partiels As; tend 
vers zéro, «existe et est égale à l'intégrale double de la fonction 
f (x, y) sur D. La valeur numérique de Ip du premier membre de 
l'égalité (2), résultant de deux intégrations simples successives, 
ne dépend pas de n. Passant donc à la limite dans (2), on obtient 


In= lim J f(P)As= | È f(e, yéray 
D 


diam As;=>0 
ou 
| {7 v)dzdy= 1». (3) 
D 
On obtient en définitive : 
b  pa(x) 
BEG v)dzdy= Í ( f f (2, y) dy) da. (4) 
a a(x) 


Remarque 4. Lorsque f (x, y) > 0, la formule (4) admet 
une interprétation géométrique simple. “Considérons le corps déli- 
mité par la surface z = f (x, y), le plan z = 0 et la surface cylin- 
drique dont les génératrices sont parallèles à Oz et s'appuient sur 
la frontière du domaine D (fig. 301). Calculons le volume V de ce 
corps. Nous avons indiqué plus haut que le volume de ce corps 
était égal à l'intégrale double de f (x, y) sur D: 


= [| f (x, y) dx dy. (5) 
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Calculons maintenant le volume de ce corps en utilisant les résul- 
tats. du $ 4, chap. XII, t. I sur le calcul du volume d'un corps en 
fonction des aires des sections parallèles. Menons le plan sécant 
x = const (a < x < b). Calculons l'aire S (x) de la figure obtenue 


z=f{x.4) 


Fig. 301 


dans le plan x = const. Cette figure est le trapèze curviligne déli- 
mité par les courbes z = f (x, y) (x = const), z = 0, y = qi (x), 
y = P: (x). Par conséquent, cette aire est exprimée par l'intégrale 


pa(x) 
S (z)= | f (z, y)dy. (6) 
Pi(x) 
Connaissant les aires des sections parallèles, on trouve facilement 
le volume 


V= | S (2)dz 


ou, substituant l'expression (6), pour l'aire S (x) on trouve: 
b  œpa(x) 
V=(( | jt y)dy) dz. (7) 
a g(x) 
Les premiers membres des formules (5) et (7) sont égaux, il en est 
donc de même des seconds membres 


bdb  œza(x) 


NEC y)dzdy= | ( f f (2, y) dy) dz. 


D a Q(x) 
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Il n'est plus difficile à présent de donner le sens géométrique 
du théorème sur l'évaluation des intégrales doubles (propriété 2 du 
paragraphe précédent) : le volume V du corps délimité par la surface 
z = f (x, y), le plan z = 0 et la surface cylindrique ayant pour 
directrice la frontière du domaine D est supérieur au volume du 
cylindre de base S et de hauteur m, mais inférieur au volume du 


z Z=xtÿ# 


Fig. 302 Fig. 303 


cylindre de base S et de hauteur M (m et M étant la plus petite et 
la plus grande valeur de la fonction z = f (x, y) dans le domaine D 
(fig. 302)). Ceci résulte du fait que l'intégrale double Ip est égale 
au volume Ÿ de ce corps. 


Exemple 1. Calculer l'intégrale double f f (4 — x2? — y?) dr dy, sa- 
D 


chant que le domaine D est limité par les droites r=0, z=1, y=0, y= > : 
Solution. 
3/2 1 3/2 
x3 1 
V= f [f (&— 22 — y?) de | dy= | Léa ver J dy = 
0 0 0 
Ka 1 1 3 ie 35 
y 
5: | (4-5) da= (a +) | =g. 
0 0 


Exemple 2. Calculer l'intégrale double de la fonction f (x, y) = 


= 1 + z + y sur le domaine limité par les courbes y = — z, z = Vy, y = 2. 
z = 0 (fig. 303). 
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S o l u - ion. 


-Í| f [ | ateta] dy = í [Aita] a 
ATP EEE 


SUR Ru Vu+s y |a= 


+ 
a dy? 2 jF 13 
z3 To RER. 


Remarque 2. Supposons un domaine D régulier selon Oz 
délimité par les courbes. 


z = pi (y), £ = p2 (y), y =c, y = d, 
avec V4 (y) < Ye (y) (fig. 304). 


On a alors évidemment 


d paly) nd 
[ff ndzdy=f ( | fe p) àz) dy. (8) 
D e paly) 

Pour calculer une intégrale double, on appliquera, selon le cas, 


la formule (4) ou la formule (8). Le choix est indiqué par la forme 
du domaine D ou de la fonction à intégrer. 


Fig. 304 


Fig. 305 Fig. 306: 
Exemple 3. Intervertir l’ordre d'intégration dans 
| 1 VE 


= | ( f Filz, y) dy ) dz. 
D. x 


S olütion. Le domaine d'intégration. est- limité par la droite y. = T: 
et la parabole y = V/x (fig: 305). 
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Toute droite parallèle à l'axe Oz coupe la frontière du. domaine en deux 
points au plus; on pourra donc appliquer la formule (8) en posant 


p a) S=, by=y 0<y<i; 
on a 
y 


1 
I= f (| f(z, ya dy. 
0 y2 
me 
Exempie 4. Calculer | f e* ds, sachant que le domaine D est le 


triangle limité par les droites y—x, y—0, x—1 (fig. 306). | 
Solution. Appliquons la formulé (4). (Si l’on appliquait la formule 
Ù y 


(8), il nous faudrait intégrer la fonctione* par rapport à x; mais cette dernière 
intégrale ne s'intègre pas au moyen des fonctions élémentaires) : 


y i x y i y à 
| f e*as= | (f edy) dx = f (ze ™) dz = 
D k 0 0 F 0 
= f z(e—1) ds (1) + = mi = 0,859 .. 


0 0 


Remarque 3. Si le domaine D n'est régulier ni selon Ox 
ni selon Oy (c.-à-d. s'il existe des verticales et des horizontales pas- 


A 


Fig. 307 Fig. 308 


sant par des points intérieurs du domaine et coupant la frontière 
du domaine en plus de deux points), où ne peut alors intégrer sans 
précaution. Si l'on arrive à découper le domaine irrégulier D en un 
nombre fini de domaines réguliers selon Ox ou Oy Di, Da, . .., Dns 
on intégrera séparément dans chaque domaine partiel et on fera 
la somme des résultats obtenus. 

On a donné sur la fig. 307 un découpage d'un domaine irrégulier 
D en trois domaines réguliers D;,, D, et D3. 
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Exemple 5. Calculer l'intégrale double 


f f extV ds 


D 


éiendue au domaine D compris entre deux carrés centrés à l’origine et dont les 
côtés sont parallèles aux axes de coordonnées, sachant que les côtés sont res- 
pectivement égaux à 2 et à 4 (fig. 308). 


Solution. Le domaine D est irrégulier. On le découpe en quatre domai- 
nes réguliers Di, D2, Da, D, par les droites x = — 1 èt z = 1. On a donc 


J) ex ds = J) e®+tY ds + j) e®+tY ds- ff ex+tY ds + | f e®+Y ds. 


1 D2 D3 D4 
On a successivement : 
-1i 2 1 2 
[fee | ( | extu dy) a+ | ( f etudy) dz + 
D -2 -2 1 1: 


1 2 2 
+ ex#Y dy | dr + eXtY dy | dr = 
j (Gevaar f (f re) 
= (e2 — e?) (e-1— e72) (e2 —e) (e— e7) -+ 
+ (e71 — e72) (e — e71) + (e2— e~?) (e? — e) = 
= (e8 — e73) (e —e1)=4 sh 3 sh 1. 


Remarque 4. Par la suite, nous omettrons les parenthèses 
dans l'intégrale double # 


b (x) 
I»= | ( | fe v) dy) de, 
a  mi(x) 
et nous écrirons simplement : 
b pa(x) 
D= | | CA y) dy dx, 
a p(x) 


l'intégration étant faite dans l’ordre où sont écrites les différentiel- 
les des coordonnées *). 


*) Il est parfois commode d'écrire: 


b q2 b 2 
=f (| F(z, y) dy) ae= | as | fe, )dy. 
@1 a LP 


a 
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$ 4. Application des intégrales doubles au calcul d’aires 
et de volumes 


1. Volumes. Nous avons vu au $ 1 que le volume V d’un 
corps limité par une surface z = f (x, y), où f (x, y) est une fonc- 
tion non négative, le plan z = 0 et la surface cylindrique de géné- 
ratrices parallèles à Oz et dont la directrice est la frontière de D, 
est égal à l'intégrale double de f(z, y) sur D: 


V= ff f(x, y) ds. 


Exemple 1. Calculer le volume du corps limité par les surfaces z = 0, 
y=0, s+ y+z=1, z= 0 (fig. 309 
Solution. 
V= [ua dy az, 
D 


où D est le domaine triangulaire du plan Ory limité par les droites z = 0, 
y = 0, z+ y = 1; c’est le domaine hachuré de la fig. 309. On a: 
4 1-x 1 
1 


V= Î | (1—z— y) dy dz = f Lt) y Le | a | $ aa) dr=5 - 


On a donc v=% d'unité de volume. 


Remarque 1. Si le corps dont on cherche le volume est 
limité supérieurement par la surface z = ®, (x, y) > 0 et infé- 


z Z=, (24) 


i 
‘2-4 {r4) 
I 


Fig. 309 Fig. 310 


rieurement par la surface z = ®, (x, y) > 0, la projection de ces 
deux surfaces sur le plan Oxy étant un même domaine D, le volume V 
de ce corps sera égal à la différence des volumes des corps « cylin- 
driques » ; le premier cylindre a pour base D et est limité supérieure- 
ment par la surface z = ®, (x, y); le second cylindre a également 
pour base D et est limité supérieurement par la surface z = ©, (x, y) 
(fig. 310). 
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Le volume V est donc la différence de deux intégrales doubles : 
V= | | D(z, y)ds— | È O: (æ, was, 
' ‘D D 
ou 
v= ) | IDi(, y) —@i (z, p)läs. (1) 


Il est facile de joue que la formule (1) est vraie non seule- 
ment lorsque È; (x, y) et ®, (x, y) sont des fonctions non négati- 
ves, mais aussi lorsque ®;, (x, y) et ®, (x, y) sont des fonctions 
continues arbitraires satisfaisant à la relation 


D: (x, y) > Pi (x, y). 
Remarque 2. Si f (x, y) change de signe dans D, on parta- 


gera D en deux domaines: 1) D, avec f (x, y) > 0; 2) D, avec 
f (x, y) < 0. Supposons D, et D, tels que les intégrales doubles sur 


PY 


Fig. 311 


ces domaines existent. L'intégrale sur D, est alors positive ét repré- 
sente le volume du corps se trouvant au-dessus du plan Oxy. L'inté- 
grale sur D, est négative et sa valeur absolue représente le volume 
du corps se trouvant sous le plan Oxy. Par conséquent, l'intégrale 
sur D représente la différence des volumes correspondants. 


2. Aires planes. Si l'on forme une sornme intégrale pour 
la fonction f (x, y) = 1 définie dans le domaine D, ön obtient l'aire 


-5 AAs; 
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quel que soit le découpage. Passant à la limite dans le second 
membre, on obtient 
S= f f dz dy. 


Si le domaine D est régulier (voir, par exemple, fig. 296), l'aire 
s'exprime par l'intégrale double 


b (x) 
S= f Li dy) dz. 


On a après intégration de l'intégrale interne 


b 
S= | lp (2) — qu (2)1 de 


(comparez § 1, ch. XII, t. I). 


Exemple 2. Calculer l'aire du domaine limité par les courbes 
y=2— r, y=r. 
Solution. Déterminons les points d'intersection des courbes données 


(fig. 311). Les ordonnées des deux courbes sont égales en un point d'inter- 
section: 


z= 2 — z, 


d'où 
m+z—2—= 0, 
a = — 2, 
t= 1. 


Nous avons obtenu deux points d'intersection: M, (—2, —2), M2 (1, 1). 
L'aire cherchée est donc 


1 2-22 


2 11 9 

= SR = Et PA 
S= K f dy jæ- fo z2? — x) dz = [2z 5 7: 
- x 


§ 5. Intégrales doubles en coordonnées polaires 


Considérons en coordonnées polaires 0, p un domaine D tel que 
tout rayon issu de l'origine et passant par un point intérieur du 
domaine coupe la frontière de D en deux points au plus. Supposons 
que D soit limité par les courbes p = ®, (0), p = ®, (0) et les 
rayons 0 = & et 0 = f, avec D, (0) < D, (0) et « < B (fig. 312). 
Nous dirons aussi qu'un tel domaine est régulier. 

Soit dans D une fonction continue des coordonnées 8 et p: 


=F (9, p). 


Découpons arbitrairement D en domaines partiels Ası, Asz, ... 
As. 
eea As. 
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Formons la somme intégrale 
n 


où P, est un point pris dans As}. 

II résulte du théorème d'existence des intégrales doubles que, 
lorsque le plus grand diamètre des As, tend vers zéro, la somme inté- 
grale (1) a une limite V. Elle donne par définition l'intégrale double 
de F (0, p) dans D: 


v= f f F (0, p) ds. (2) 
D 
Occupons-nous du calcul d’une telle intégrale double. 
Comme la limite de la somme intégrale ne dépend pas du mode 
de découpage de D en domaines partiels As,, nous le découperons, pour 


Fig. 312 


raison de commodité, en menant des rayons 0 = 64, 0 = 0,, 0 = 


= 62, ..., 0 = 0, (où Oo =a, On = B, Oo <0 <B02<...< 
< On) et des circonférences concentriques p = po, P = Pi,- -P = 
= Pm (où po est la plus petite valeur de la fonction ®, (8) et p» 

B; 


Po < U<.. Om). 

Soit As;, laire délimitée par les lignes de coordonnées p = 
= Pia P = Ppi 0 = Orai, 0 = Oh. 

Il y aura trois espèces de domaines partiels As;,: 

4) des domaines entièrement intérieurs à D; 

2) des domaines entièrement extérieurs à D; 

3) des domaines empiétant sur la frontière de D. 


la plus grande valeur de ®, (8) dans l'intervalle fermé œ < 0 < 
p 


$ 5] INTÉGRALES DOUBLES EN COORDONNÉES POLAIRES 195 


La somme des aires empiétant sur la frontière tend vers zéro lors- 
que A8, —> 0 et Ap; — 0; on négligera donc ces aires. Les aires 
partielles As;, extérieures à D n'entrent pas dans la somme inté- 
grale considérée et ne présentent pas d'intérêt. On pourra donc 
écrire la somme intégrale sous la forme 


Va= ` [XF (Pin) Asir] , 


où P;, est un point arbitraire pris dans Asi}. 
La sommation double exprime que nous sommons d'abord sur 
l'indice i en considérant k fixe (c.-à-d. que nous faisons la somme 


be 


liyer- Lnè 
LTD 


a à 
T?+ (y-a) =a? y 
Fig. 313 Fig. 314 


des aires comprises entré deux rayons voisins *)). Le signe de somma- 
tion extérieur exprime que nous additionnons les sommes résultant 
de la première sommation (nous sommons sur k). 

Trouvons l'expression de l'aire d'un domaine partiel As;, n'em- 
piétant pas sur la frontière de D. C'est la différence des aires de 
deux secteurs : | ' 


1 i ; 
Asin = -y (Pr + pi)? A64 — + ptABn = (pi -+ SEL) Ap;A6 

ou 

Asin = P7 Ap:Abn, où pi pt << pi + Api. 

La somme intégrale s'écrit donc **) 
n 
Vr= 2 [D F (0%, pt) p'Ap:A0:] , 

où P (Ož, př) est un point pris dans As:;:. 


*) Notons que sommant sur l'indice i cet indice ne prendra pas forcément 
toutes les valeurs de 1 à m, étant donné que tous les domaines partiels compris 
entre les rayons 0—0,; et 0 = 0,,, n'appartiennent pas forcément à D. 

**) Il est permis de considérer une somme intégrale sous cette forme, étant 


nonoa NS la limite de la somme ne dépend pas du point choisi dans le domaine 
partiel. 
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Sortons maintenant le facteur A0, de la somme intérieure (ce qui 
est légitime, car c'est un facteur commun à tous les termes de cette 


somme) : 
V, = 2 [D F (4, pt) přAp:] Ar. 


Supposons que Ap; —+ 0 et que A8, est constant. Alors l'expres- 
sion entre crochets tendra vers l'intégrale 
D2(87) 
F (0k, p) p dp. 
D0) 
Supposant maintenant que A6, — 0 on obtient en définitive *): 
B  D2(0) 
v=f ( f F0, p)pdp) do. (3) 
: œ ®ı(8) 
La formule (3) sert au calcul des intégrales doubles en coordon- 


nées polaires. . . : sn 
Si l’on intègre d’abord sur 6, puis sur p, on a la formule (fig. 313) : 


: p2 @2(p) 
v= f ( f F0, p)do) pdp. 8’) 
pı o(p) 


Soit à calculer l'intégrale double de la fonction f (x, y) sur le 
domaine D, cette intégrale étant écrite en coordonnées rectangulai- 
res: 


| f f(z, y) dx dy. 
D | 
Si D est un domaine régulier en coordonnées polaires 6, p, on 
pourra passer dans les calculs aux coordonnées polaires. 
On a, en effet, 
x = pcosð, y—psine, 


f (z, y) =f (p ċos0, psin 0) = F (6, p), 


+) Notre déduction de la formule (3) n’est pas rigoureuse; nous avons 
d’abord fait tendre Ap; vers zéro en conservant A6, invariable, et c'est seule- 
ment après que nous avons fait tendre AG -vers zéro. Ceci ne correspond pas 
complètement à la définition de l'intégrale double que nous considérions comme 
la limite de sommes intégrales lorsque. le plus grand diamètre des domaines 
partiels tendait vers zéro (ici il faudrait faire tendre vers zéro simultanément 
A6; et Ap;): Cependant, malgré ce manque de rigueur, le résultat est juste 
(c-à-d. que la formule (3) est légitime). On pourrait établir cette formule rigou- 
reusement comme pour l'intégrale double en coordonnées rectangulaires. Indi- 
quons qu'elle sera établie aussi au $ 6 en partant d’autres considérations (comme 
cas particulier de la formule générale de transformation des coordonnées dans 
une intégrale double). 
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par conséquent, 
B  ®2(0) 


BEG v)dzdy= | ( | f(pcos0, psin6)pdp) d6. (4) 
D æ  ®i1(8) 


Exemple 1. Calculer de volume V du corps compris entre la sphère 


a+ y? -b 2 = 4a 
et le cylindre 
z? + y? — 2ay = 0. 

Solution. On pourra prendre pour domaine d'intégration la base du 
cylindre z? + y? — 2ay = 0, c.-à-d. le cercle de centre (0, a) et de rayon a. 
On peut écrire l'équation de ce cercle sous la forme z? +- (y — a)? = a? (fig. 314). 
Calculons le quart du volume cherché V (la moitié avant représentée sur la 
fig. 314). On prendra alors pour domaine d'intégration le demi-cercle défini 
par les équations 


z=pw)=0, z= p (y) = V2ay — y, 
y=0, y= 2a. 


La fonction sous le signe somme est 
z=f (z, y)= V i—i. 
Par conséquent, 


1 2a V2ay-y? 
| ( | Var yi da dy. 
0 0 


Passons en coordonnées polaires 0, p: 
z= pcosð, y= psinð. 


Déterminons les bornes d'intégration. Ecrivons à cet effet l'équation du 
cercle donné en coordonnées polaires: comme 


aiis aE i 
y =p sin 9, 
on a 
p? — 2ap sin 0 = 0 
ou 


p = 2a sin 0. 


La frontière du domaine en coordonnées polaires s'écrit donc (fig. 345): p = 
= ®, (6) = 0, p = De (8) = 2a sin 0, a = 0, B =5. La fonction à intégrer 


devient 
F (0, p) = V 42—p5. 
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198 
On obtient, par conséquent : 
Æ a 
2 2asinð 2 : 
f 2_n213/2 -2a sin 6 
+= | ( f VZ pp dp) æ= | [-=0— _ J dð= 
0 (0 0 
LL 
i 2 
DE f [(4a2 — 4a? sin? 0)8/2 — (4a2)3/?] 40 = 
0 
ELA 
8a3 R 
-5f (1— cos? 0) d0 = Les (3x —4). 
ü 
Exemple 2. Calculer l'integrale de Poisson 
+00 
| e% dz. 


Solution. (Calculons d'abord l'intégrale 7r— pf e 2 Gr dy, le 
D 


domaine d'intégration étant le cercle (fig. 316) 
z? y2 = R?. 
Passons en coordónnées polaires 6, p: 
2n R 


A 27 R 
IR= f (| e-wpdp) d=—— f el? 
0 0 0 0 


=n (1 — eF’). 


Fig. 316 


Faisons tendre R vers linfini, c.-à-d. agrandissons indéfiniment le domaine 
d'intégration. On a 
27 © 
| (| e"padp) dð = ou m Í ( 
0 d d 


Montrons due l'intégrale ji e7*?-¥°dzdy tend vers x lorsqu'on élargit 


Fig. 315 


[X] 


T 


fi ep dp) dð = dim n(—e7 t? J=. 
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le domaine D’ de sorte que tout point du plan se trouve en définitive dans D’ 
(nous écrirons conventionnellement D’ —+ co). 


Soient R, et R2 la plus petite et la plus grande distance de la frontière 
de D’ à l’origine des coordonnées (fig. 317). 


Comme e**V? > 0 partout, on a 
In S ( { ex dy < Try 
D’ 
ou 
-R2 
n(i—e }< f f e™™-8? dz dy <n (1 — 


D’ 


ss), 


Comme D’ — œ, on a aussi Ri —+ œ et Fig. 317 
Rz —> œ, et les membres extrêmes de l'inégalité 
tendent vers une seule et même limite x. Il en est donc de même du terme 
intermédiaire : 


lim | y e PU Gr dy =n. (5) 
D'—00 D 


Supposons notamment que D’ soit un carré de côté 2a et de centre à 
l’origine ; on aura 


Sortons maintenant le facteur e”? de sous l'intégrale interne (ce qui est permis, - 
car e Ÿ? ne dépend pas de la variable d'intégration z). On a 


a a 
f f e 0? Gr dy = { e f e7% de) dy. 


D’ —a —a 
a 


Posons | e7% dr= Ba. C'est un nombre constant (il dépend seulement de a); 


a a 
f | e TU? dx dy = f eV Ba dy = Ba eu? dy, 
D’ -a -a 


a 
Mais cette dernière intégrale est aussi égale à Ba (car [ea 
-0 
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-M 
de 


eg a) ; par conséquent, 


{| e7™?-4? de dy = BaBa = B3. 
D° * = 
Passons maintenant à la limite en faisant tendre a vers l'infini dans cette 
égalité (D’ s'élargit alors indéfiniment) : 
f a 5 -0 A 
lim | UE Gr dy= lim B} = lim | e7% dz ] =j f e de | 
D’ a= ac. . 
-D -Q -%0 
Mais on a vu que (5) 


n 
lim | e7% -8? ds dy =n. 


D'-00 P 


Par conséquent, 


pi 2 
[ f Pal az | =n, 
+ P 


ou 


00 


| e? dr= Va. 


-œ 
Cette intégrale se rencontre souvent en probabilités et en statistique. 
Notons qu'il nous aurait été impossible de calculer directement cette intégrale, 


£ z sous 2 . : 
étant donné que la primitive de e-™" no s'exprime pas au moyen des fonctions 
élémentaires. 


§ 6. Changement de variables dans une intégrale double 
| (cas général) i 


Considérons un domaine D du plan Oxy limité par une courbe L. 
Supposons que les coordonnées x et y soient des fonctions des nou- 
velles variables u et v: 

T— (u, v), y = Ÿ (u, v), (1) 


où les fonctions ọ (u, v) et p (u, v) sont univoques, continues et 
possèdent des dérivées continues dans un certain domaine D’ que 
nous définirons par la suite. Il correspond alors d’après les formu- 
les (4) à tout couple de valeurs u et v un seul couple de valeurs x 
et y. Supposons en outre les fonctions ọ et Ÿ telles que si l'on donne 
à x et y des valeurs définies du domaine D, il leur correspond alors 
des valeurs déterminées de u et v d’après les formules (1). 
Considérons le système de coordonnées cartésiennes Ouv (fig. 318). 
Il résulte de ce qui précède qu'à tout point P (x, y) du plan Ozy 
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(fig. 319) il correspond univoquement un point P’ (u, v) du plan 
Ouv de coordonnées u, v définies par les formules (1). Les nombres 
u et v sont appelés les coordonnées curvilignes de P. 

Si dans le plan Oxy le point P décrit la courbe fermée L délimitant- 
le domaine D, le point correspondant décrit dans le plan Ouv une 
courbe fermée L’ délimitant un certain domaine D’; il correspond 
alors à tout point de D’ un point de D. 


u+4u 


o r Fu RE 7 
EXT AR 0 


wA 
iori 


u utu 


e= EE) 
| A| of | 
[TL 


Fig. 318 Fig. 319 


Ainsi, les formules (1) établissent une correspondance 
biunivoque entre les points des domaines 
D et D'ou, comme on dit encore, représentent biunivoque- 
ment D sur D”. 

Considérons dans D’ une droite u = const. En général, les for- 
mules (1) lui font correspondre dans le plan Oxy une ligne courbe. 
De la même façon, il correspondra à toute droite v = const du 
plan Ouv une certaine courbe dans le plan Oxy. 

Découpons le domaine D’ par des droites u = const et v = const 
en de petits domaines rectangulaires (nous ne prendrons pas en con- 
sidération les rectangles empiétant sur la frontière de D’). Les cour- 
bes correspondantes du domaine D découpent ce dernier en quadri- 
latères curvilignes (fig. 319). 

Considérons dans le plan Ouv le rectangle As’ limité par les 
droites u = const, u + Au = const, v = const, v + Av = const 
et le quadrilatère curviligne correspondant -As dans le plan Oxy. 
Nous désignerons les aires de ces domaines partiels également par 
As’ et As. On a évidemment 


As’ = Au Av. 


Les aires As et As’ sont en général différentes. 
Supposons donnée dans D une fonction continue 


z = f(x, y). 
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Il correspond à à toute valeur de la fonction z = f G y) du domai- 
ne D la même valeur de z = F (u, v) dans D”, 


F (u, v) =f [p (u, v), p (u, v)l. 


Considérons les sommes intégrales de la fonction z daħs le domai- 
ne D. On a évidemment l'égalité suivante: 


È f (æ, y) As = J; F (u, v) As. (2) 
Calculons As, c.-à-d. l'aire du quadrilatère curviligne PPP 3P, 


dans le plan Oxy (voir fig. 319). 
Déterminons les coordonnées de ses sommets : 


Pi (21, Yi), di = (u, v), yı=Ħ (u, v), 

Po (£2, Y2), t= p(u+ Au, v), Ya = 4 (u + Au, v), 3) 
Ps (Z3, Us), z3 = Ẹ (u -+ Au, v+Av), y=9 (u-+ Au, v+ Av), 

Pa (£a, Ya), ta= Q (u, v+ Av), ya=Ņ (u, v+ Av). 


Nous assimilerons dans le calcul de l'aire du quadrilatère 
P,P,P3P, les arcs PP, PaP 3, P3P a, P P1 à des segments de droites 
parallèles; nous remplacerons en outre les accroissements des fonc- 
tions par leurs différentielles. C'est dire que nous faisons abstrac- 
tion des infiniment petits d'ordre plus élevé que Au et Av. Les 
formules (3) deviennent alors: 


z= 9 (u, v), yı=ŅĦ(u, v), 


z= Q (u, DE ae Ath y= 4 (u, v) +È Au, 
z3 =Q (u, v) + Saup iE ? Av, Yy =ĦŅ (u, v) + re ab Au+ 2e 2 Av, (8 
za= plu, v) + ÂE Av, ` y= 4 (u, v) +E Av. 


Sous ces hypothèses, le quadrilatère curviligne PP PP, peut 
être assimilé à un parallélogramme. Son aire As est approximative- 
ment égale au double de l'aire du triangle P,P,P3, que l'on calcule 
en appliquant la formule correspondante de la géométrie analytique: 


Asx | ra (Ya — Y2) — (£3 — z2) (Ya — Y1) | = 
=| (2 ŽE Au- SE Av) SE Av— ŽE Av (E auie av) |= 


p ap ôg âp + 
=| Ju ðv Au Av— -5 o AuAv|= 
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ôp _ôp 
|2 3p _ 2p ap ou nDe : 
=] Du a pv gu | AVAL = ap ay |AtAv*) 
“ðu ðv 
Posons 
ôp_ ôP 
ðu ðv 
bp ap 
ðu ðv 
Par conséquent, 
As % |T | Av. (4) 


Le déterminant I est appelé le déterminant fonctionnel ou jacobien 
(du nom du mathématicien allemand Jacobi) des fonctions ọ (u, v) 
et p (u, v). 

L'égalité (4) n’est qu'approximative, étant donné que dans les 
calculs de l'aire As nous avons négligé les infiniment petits d'ordre 
supérieur. Toutefois, plus les dimensions des domaines élémentai- 
res As et As’ sont petites, plus on s'approche de l'égalité. L’égali- 
té a lieu quand on passe à la limite, les diamètres des domaines 
élémentaires As et As’ tendant vers zéro: 


3 As 
Ij= lim =. 
al diam As’-0 ÀS 
Appliquons maintenant l'égalité obtenue au calcul de l'inté- 
grale double. On peut écrire en vertu de l'égalité (2) 


È f (z, y) As œ DEF (u, v) |T | As 


(la somme intégrale de droite est étendue à D’). Passant à la limite 
lorsque diam As’ — 0, on obtient l'égalité rigoureuse 


| [ 4 (& v) dzdy= | È F (u, v) | I | du dv. (5) 
D D’ 


Telle est la formule de transformation des coor- 
données dans une intégrale double. Elle per- 
met de ramener le calcul d’une intégrale double dans le domaine D 
au calcul d’une intégrale double dans le domaine D’, ce qui peut 
simplifier le problème. La première démonstration rigoureuse 
de cette formule est due à M. Ostrogradsky. 


Remarque. Le passage des coordonnées cartésiennes aux 
coordonnées polaires, examiné au paragraphe précédent, est un cas 


*) Le double trait vertical signifie que l’on prend la valeur absolue du 
déterminant. 
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particulier du changement de variables dans une intégrale double. 
On a dans ce cas ų = 9, v =p: 
z = p cos 9, y = p sin 8. 
L'arc de cercle AB (p = p1) du plan Ozy (fig. 320) est représenté 


par la droite A'B’ dans le plan Op (fig: 321). L'are de cercle DC 
(p = p2) du plan Ozy est représenté par la droite D'C’ du plan O8p. 


Fig. 320 Fig. 324 


Les droites AD et BC du plan Oxy sont représentées par les droi- 
tes A'D’ et B’C’ du plan O6p. Les courbes L, et L, sont représentées 


par les courbes L; et L3. 
Calculons le jacobien de la transformation des coordonnées 
cartésiennes x et y en coordonnées polaires 6 et p: 


0x ôx 


I a p —psinð cosôð ai ” 
|v ðy| | pcosô şinð = — p sin? 0 — p cos? 0 = — p. 
68 6p 


On a donc |7Z|=p et 
D2(8) 


[frenda | | | FU, p) pdp) a0. 
D D1(0) 


On retrouve la formule établie au paragraphe précédent. 


Exemple. Soit à calculer l'intégrale double 


f f (y — x) dx dy, 


D 
où D est le domaine du plan Ozy limité par les droites 


y=s+1, y=s—3, y=— Ltd, y= r45. 
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Le calcul direct de cette intégrale double est assez fastidieux, mais un 
changement de variables simple permet de ramener cette intégrale à l'intégra- 
tion dans un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées. 

Posons 

u=y— t, v=y+4 Le (6) 


Alors les droites y =z--1, y=z—3 sont représentées respectivement par les 
droites u—1, u——3 du plan Ouv; les droites = rt: y= —4 r45 
: ; 7 
ont pour images les droites V= 7: v=ð. 
Le domaine D sera donc représenté par le domaine rectangulaire D’ de la 
fig. 322. Reste à calculer le jacobien de la transformation. Exprimons à cet 


effet x et y en fonction de u et v. On obtient 
en résolvant le système d'équations (6) 


3 3 1 3 
z=—7"t i y=7“tT v. 


Par conséquent, 


peba Toa 
ôu ðv 4 4 
I= = 
a a| 13 
ôu ðv 4 4 
Lae ere 
16 10 4) 
et la valeur absolue du jacobien est [7 =Å. Done 
1, 3 \ 3 3 3 
[fu-araue | [(+ze+7)-(-Fe+ie)] Sud = 
D D’ 
3 ts 3 
= [{Suaae ( [du ave —8. 
D? 7 -3 
3 


$ 7. Calcul des aires de surfaces 


Soit à calculer l'aire limitée par une courbe I tracée sur une 
surface (fig. 323) ; la surface est donnée par.une équation z = f (x, y), 
où f (x, y) est continue et possède des dérivées partielles continues. 

Soit L la projection de T sur le plan Oxy. Désignons le domaine 
du plan Oxy limité par L par D. 

Découpons arbitrairement D en n domaines élémentaires As, 
AS, ..., As,. Prenons dans chaque domaine élémentaire As; un 
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point arbitraire P; (£;, ni). Il correspond au point P; un point sur 


la surface : 
Mi LE, ni, f (Ea mil. 
Menons le plan tangent à la surface au point M;. Il a pour équation 
2 — 2 = fe (Bi, n) (x — E) + y (Es, ni) (y — mi) (1) 


(voir $ 6, chap: IX, t. I). Délimitons sur ce plan le domaine Ac; 


Fig. 323 Fig. 324 


ayant As; pour projection. sur le plan Oxy. Considérons la somme 
de toutes les aires correspondantes Ac; : 


n 
>» AG. 
i=1 
La limite o de cette somme, lorsque le plus grand des diamètres 
des Ag; tend vers zéro, sera, par définition, l'aire de la surface: 
n 
o= lim J Ao;. (2) 
diam Ag;=>0 i=1 
Calculons maintenant l'aire de la surface. Désignons par y: 
langle entre le plan tangent et le plan Oxry. On sait de la géométrie 
analytique que (fig. 324) 
As; = Ag; cos y; 
ou 
_ Asi 
AG; = Tos yr . (3) 
L'angle y; est aussi l'angle entre l'axe Oz et la normale au plan 
(1). On obtient compte tenu de (1) et par application de la formule 
correspondante de la géométrie analytique : a 


41 
COS Y; = L 
VS TEFIE eo d Fig Er m0 
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Par conséquent, 
Aoi= VT+ fe En nA + 757 (Er, ni) As- 


Substituons cette expression dans la formule (2), on obtient: 


o= lim > VIFT Es, n) +I En n) As. 


diam As;>0 i= 


Comme la limite de la somme intégrale du second membre de cette 
dernière TEN est, par définition, l'intégrale double 


f Varie) + (5) dx dy, on a en définitive 


= [++ GT (Z) dray. & 


Telle est la formule EER de calculer l'aire de la surface z = 
= f (z, y). 


Fig. 325 Fig. 326 


Si l'équation de la surface est donnée sous la forme 
z = p (y, z) ou bien y = y (x, z), 


les formules correspondantes du calcul de l'aire deviennent 


o= Vily + (y dy de, 3’) 
o= V i+ (2) + (2Y azas, (3) 


où D’ et D” sont des domaines des plans Oyz et Oxz sur lesquels se 
projette la surface donnée. 
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Exemple 1. Calculer l'aire ø de la sphère 
z3 + y? 2 = Re 
Solutio n, Calculons l'aire de l'hémisphère supérieur 
z= V Rx y 
(fig. 325). On a: 


9z z X 
ðr VRay’ 
ôz. y 


Par conséquent, 


R 
VEE pi VAR x y ° 


Le domaine ne est déterminé par la condition 
| a + y? R. 

On a donc en vertu de la formule (4): 
R  VR?-xi 


1 R 
2 | ( f VR y ) 
-R VR- x2 R Š y 


XIV 


Pour calculer cette intégrale double, passons. aux coordonnées polaires. 
L'équation de la frontière du domaine d’ intégration devient p—R. Par consé- 


quent, 


2x R R 
o=2 | (| =) d— 
LU vezp 
27 2x 
=2R f [ -VÆ P] d0—2R | R d=4nR?. 
0 0 
Exemple 2. Trouver l'aire de la partie du cylindre 
+ y= 0 
Ha 


découpée par le cylindre 


Solution. On a représenté sur la rS 326 le huitième de la surface 


en question. L'équation de la surface est 
y= Vë, 
d’où 
ðy T . , 3y 0 


Ir aa aT? 


ESETE (3) +( VV per Dr 


Le domaine A e) le quart de cercle d’équation: 
2+ z<, zx>0, 230. 
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Par conséquent, 
a Vaz-x a Va?-x2 


1 i a z 
ER en CE = —— = 
5 (oj f ( ) Ve z) dz i] VE | dz 


§ 8. Densité de distribution de matière et intégrale double 


Supposons distribuée dans un domaine D une certaine matière, 
de sorte que chaque unité d'aire de ce domaine contient une certaine 
quantité de cette matière. Nous parlerons par la suite de la distri- 
bution de masse, bien que les raisonnements qui suivent soient 
valables quand il s'agit de la distribution de charge électrique, de 
quantité de chaleur, etc. 

Considérons un élément d'aire arbitraire As du domaine D. Soit 
Am la masse de B ANETE distribuée sur cet élément. On appelle 


alors le rapport 5 * densité superficielle moyenne de la matière 
dans le domaine À | 
Supposons maintenant que l'aire As se resserre autour du point 


P (x, y). Considérons la limite lim m . Si elle existe, elle dépendra, 
s—+>0 


en général, de la position du point P, c.-à-d. des coordonnées x, y. 
C'est donc une fonction f (P) du point P. Nous appellerons cette 
limite densité ee de la matière au point P: 


lim = f (P)=f (e, 4). (1) 


Ainsi, la densité superficielle est une fonction f (x, y) des coor- 
données du point considéré dans le domaine. 

Inversement, supposons donnée dans le domaine D la densité 
superficielle d'une certaine matière en tant que fonction continue 
Í (P) = f(x, y); l’on demande de déterminer la quantité totale 
de matière M contenue dans D. Dévoupons le domaine D en aires 
partielles As; (i = 1, 2, ..., n) et prenons dans chaque aire un 
point P;; f (P;) représente alors la densité superficielle au point P;. 

Le produit f (P;) As; représente, à des infiniment petits d'ordre 
supérieur près, la quantité de matière contenue dans l'aire As;, 
et la somme 


à f (Pi) Asi 


exprime approximativement la quantité totale de matière distri- 
buée dans le domaine D. Or, c'est une somme intégrale pour la 
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fonction f (P) dans D. On obtient une valeur exacte en passant 
à la limite lorsque As; —> 0. 

Par conséquent *), 


M= lim SiP) as= (TP | | fœ dedy, @ 
a T D D 


c.-à-d. que la quantité totale de matière dans le domaine D est 
égale à l'intégrale double sur D de la densité f (P) = f (x, y) de 
cette matière. 

Exemple. Déterminer la masse d’une plaque circulaire de rayon R, 


sachant que la densité superficielle f (z, y) du matériau en coque point P (x, y) 
est proportionnelle à la distance du point (z, y) au centre du cercle: 


f (z, y)=k Var. 


Solution. On a d'après la formule (2) : 


M = fe Vz2+ y? dx dy, 
D 


où le domaine d'intégration D est le cercle z2-}- y2 < R2. 
Passons en coordonnées polaires, on obtient : 


2x R 


M=k dp\ do= w?n À En R3 
à f (fe e) = ler | 
JA | 


$ 9. Moment d'inertie d’une figure plane 


On appelle moment d'inertie I d'un point matériel M de masse 
m par rapport à un point O le produit de cette masse m par le carré 
de la distance r du point M au point O: 
I = mr. 
Le moment d'inertie d'un système de poinis matériels m4, ma, . . . 
+... Mn par rapport à O est la somme des moments d'inertie des 
divers points du système : 


n 
I= ` mir. 
i=1 


Déterminons à présent le moment d'inertie d’une figure maté- 
rielle plane D. . 

Supposons D contenue dans le plan Oxy. Déterminons le moment 
d'inertie de cette figure par rapport à l’origine O en supposant la 
densité superficielle constante et égale à l'unité. 


sear) L'expression As, — 0 signifie ici que le diamètre de l'élément d'aire 
As; tend vers zéro. 
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Découpons D en aires élémentaires AS; (i = 1, 2, ..., n) 
(tig. 327). Prenons dans chaque élément d’aire un point P; de coor- 
données Ë;, n:. Appelons moment d'inertie élémentaire AJ; de 
l'aire AS; le produit de la masse de AS; y 
par le carré de la distance 7r? = E} + nê: 


A J;= (E+ nf) AS; 
et formons la somme de tels moments : ny 


n 

À (E+ nt) AS:. 

i=1 E T 
Elle définit une somme intégrale pour Fig. 327 


la fonction f(x, y) = z? + y? dans 
le domaine D. 

‘Définissons le moment d'inertie de la figure comme la limite 
de cette somme intégrale lorsque le diamètre de chaque élément AS; 
tend vers zéro: | 

n 


t= ten À (En) AS. 
Mais la limite de cette somme est l'intégrale double 
ff (x? + y?) dx dy. Par conséquent, le moment d'inertie de Ja 
figure D par rapport à l'origine des coordonnées est 

l= jf (x°+ y?) dz dy, (1) 


D étant le domaine défini par la figure plane donuée. 


. Les intégrales 
Tax | | yè de dy, (2) 
D 


fys f f <? dz dy (3) 
D 

sont appelées respectivement les moments d'inertie de .la figure D 
par rapport aux azes Ox et Oy. 


Exemple 1. Calculer le moment d'inertie du cercle plein D de rayon R 
par rapport à son centre O. ` ; 


Solution. On a, d’après la formule (1): 
Ra f f (z2-+ y?) de dy. 
D Sri 


Passons en eoordonnées polaires 6, p. L'équation de ce cercle devient : 
p = À. 
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Donc. 
2m R ToS. 
us i M DE. ES 
= | (f p?p dp) = E 
0 ` 0 | | | Ri , g EES r D 
Remarque. Si la densité superficielle y n'est pas égalé 
à l'unité mais est une fonction de x et y, c.-à-d. y = y (x, y), la 
masse de l'aire AS; sera égale, aux infiniment petits d'ordre supé- 
rieur près, à y (E;, n:) AS; et le moment d'inertie d’une figure 
plane par rapport à l'origine devient: 


I= È È y (z, v) (2+1?) dr ay. (1) 
fi Hu) de du ; 


Exemple 2. Calculer le moment d'inertie de la figure matérielle 
plane D limitée par les courbes y? = 1 — z; x = 0, y = 0 par rapport à l'axe 
Oy, sachant que la densité superficielle en chaqué point est égale à y (fig. 328). 

Solution. | Rs a ; 

YT=x 1 LA 


1 | Sa T-x 
In=f ( f vždy) az= | F | dz = 
0 0 S o0 


E te 4 
= \ 2 (1— =. 
a ja ({— x) dz pra | 
à Ellipse d'inertie. Déterminons le moment d'inertie 
d'une figure plane D par rapport à un certain axe OL passant par 


Fig. 328 Fig. 329 


un point O que nous prendrons pour origine des coordonnées. Soit p 
l'angle formé par la droite OL avec la. direction positive de l'axe 
Ox (fig. 329). 
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L'équation normale de la droite OL est 
x sin ọ — y cos p = 0. 


La distance r d’un point quelconque M (x, y) à cette droite est 
égale à 


r = |z sin ọpọ — y cos p |. 


Le moment d'inertie Z de la figure plañe D par rapport à la droite 
OL est par définition 


2 2 = in @— a = 
I= P r? dx dy = p (x sin pọ — y cos p)° dx dy 
= sin? | | x? dx dy — 2 sin ç cos p f f zy dx dy + cos? p | f y? dx dy. 
Fe D D 
Par conséquent, 
I = Iy sin? o — 21, sin cos p + Tea cos? P, (4) 


où lyy = jf z? dx dy est le moment d'inertie de la figure par rap- 
d | 
port à laxe y et Zxx— ff y? dx dy le moment d'inertie par rapport 
D 


à l'axe z; nous avons .posé en outre Je) | zy dx dy. Divisons 
J 
D 


tous les termes de l'égalité (4) par I; on 
obtient: ` 


i coso)? sin q 
1= Tux ( TT ) — 2I C7 ) x 
e | ; 
(Sa © 
Prenons sur l'axe OL un point A(X, Y) 
tel que H 


Gize ; 
yT 
Il correspond à diverses directions OL, 
c.-à-d. à divers angles p, diverses valeurs I 
et donc divers points A. Cherchons le lieu géométrique des points 
A..On a évidemment 


Fig. 330 


cos ®, Y = 


sin @. 


o 1 
= yI 7 
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En vertu de l'égalité (5), les quantités X et Y sont reliées entre 
elles par la relation | 


1 = Le — 2I y XY F Toy. (6) 
Le lieu géométrique des points A (X > Y) est donc la courbe du second 
degré (6). Montrons que c'est une ellipse. 


On a l'inégalité suivante dite de Bouniakovsky *) (mathéma- 
ticien russe): 


(J vazau) < (f f azdu) (f azas) 


Ixl yy — Iy > 0. 
Ainsi, le discriminant de la courbe (6) est positif, ce qui montre 
que c’est une ellipse (fig. 330). On l'appelle ellipse d'inertie. La 
notion d'ellipse d'inertie est fondamentale en mécanique. 


ou 


*) Pour démontrer l'inégalité de Bouniakovsky, considérons linégalit 
évidente: `` DES E e 


| | F (e, np (e, vf dz dy >0, 


D 
où À est une constante. L'égalité n'est possible que lorsque f (z, y) — A9 (z, y) = 
= 0, c.-à-d. si f (z, y) = À (x, y). Si l’on suppose que Ln + const = À, 


on aura toujours une inégalité. On obtient donc en développant les parenthèses 
sous le signe d'intégration : 


({ i2 (e, v) de ay—2a È È ta, v) oiz, v) dz une |È qè (e, v) de ay > 0. 
D D . D 


. Considérons l'expression du premier membre comme une fonction de À. 
C'est un polynôme du second degré ne s’annulant pas; ses racines sont donc 
complexes, ce qui implique que le discriminant formé avec les coefficients du 
polynôme du second degré est négatif, c.-à-d. que p 


(f fpdz ay) >l f? drdy i q? de dy < 0 
(I fp dzdy) < Jf j2 dx dy Je 


D 
C'est l'inégalité de Bouniakovsky. 


ou 


Dans notre, cas, f (z, y) = x, œ (x, y) = y, 2 const. 


La remarquable inégalité de Bouniakovsky intervient constamment en 
mathématiques.. Dans maints ouvrages elle est appelée inégalité de Schwarz. 
Bouniakovsky l’a publiée (ainsi que d’autres inégalités importantes) en 1859 
et Schwarz en 1875. 
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Notons que les longueurs des axes de l’ellipse d'inertie et sa 
disposition dans le plan dépendent de la forme de la figure plane 
donnée. Comme la distance de l’origine des coordonnées à un point 


arbitraire À de l’ellipse est égale à -> , où I est le moment d'inertie 


de la figure relativement à l'axe OA, ayant construit l’ellipse, on 
calcule facilement le moment d'inertie de la figure D par rapport 
à une droite quelconque passant par l'origine des coordonnées. 
En particulier, il est facile de voir que le moment d'inertie de la 
figure est minimum par rapport au grand axe de l'ellipse et maxi- 
mum par rapport à son petit axe. 


$ 10. Coordonnées du centre de gravité d’une figure plane 


Nous avons indiqué au § 8 du chapitre XII (t. I) que les coor- 
données du centre de gravité d'un système de points matériels 
Pi, P2, . . ., P, de masses mi, Mo, . .., Mp étaient données par 
les formules 


X) rimi $j vimi 
=; p=. (1) 

21m È mi 

Déterminons à présent les coordonnées du centre de gravité d’une 
figure plane D. Découpons cette figure en aires élémentaires très 
petites AS;. Si l'on suppose que la densité superficielle est égale 
à l'unité, la masse de l'élément partiel sera égale à son aire. Si l’on 
suppose en outre, en première approximation, que toute la masse 
de l'aire élémentaire AS; est concentrée en l’un quelconque de ses 
points P; (Ë;, n:), on pourra assimiler la figure D à un systè- 
me de points matériels. En vertu des formules (1), 
les coordonnées du centre de gravité de la figure seront alors déter- 
minées approximativyement par les égalités: 


Le 


in 


in 
D EAS; D, niAS: 
îi=1 x i=1 
Te X -ia = Ye X -in T 
5 ASi 5 AS; 
i= i= 


A la limite, lorsque AS; — 0, les sommes intégrales des numé- 
rateurs et des dénominateurs définissent des intégrales doubles et 
nous obtenons des formules exactes pour le calcul des coordonnées 
du centre de gravité d’une figure plane: 


{ | x dx dy | f y dx dy 
D i D 


z $ f dx dy ’ S= [Sax dy 
D 


Le 


(2) 
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Ces formules, qui ont été établies pour une figure plane de densité 
superficielle égale à 1, subsistent pour une figure dont la densité 
serait une constante y. 

Si la densité superficielle est variable: 


_ Y=, y) 
les formules correspondantes prennent alors la forme 
fre y) x dx dy [fre y) y dz dy 


o yaa o "7 
D 


TE Dada ` 
D 
Les expression s 


M,= | f Y (z, y) x dx dy 
et j 


M:= | f (0) y dx dy 
D 


sont appelées moments statiques de la figure plane D par rapport 
aux axes Oy et Oz. 


7 Fig. 331 
L'intégrale f f y (x, y) dx dy exprime la masse de la figure 
or 


xemple. Déterminer les coordonnées du centre de gravité du quart 
d’ a (fig. 331) 


en supposant la densité ss KD égale à 1. 
So lution. D'après les formules (2) : 
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a 


+ . _ (a2 —2)8/2 
oo 4a 
= aae Pega 
4 nab 3x 
a 2 Vaz- xi 
f ( f vdu) dz 
v 0 4b: 
DE Ed 
—- Tab 
4 


§ 11. Intégrales triples 


Considérons un domaine V de l'espace limité par une surface S. 
Soit une fonction f (x, y, z), où x, y, z sont les coordonnées rectan- 
gulaires d'un point de l'espace, définie et continue dans V et sur 
sa frontière. Pour fixer les idées, lorsque f (x, y, z) > 0, on pourra 
supposer que cette fonction représente la densité de distribution 
d'une certaine matière dans V. | 

Découpons le domaine V arbitrairement en domaines partiels 
Av;, où Av; représentera également le volume du petit domaine 
correspondant. Prenons un point arbitraire P; dans chaque Av, et 
désignons par f (P;) la valeur de la fonction f en ce point. Formons 


la somme intégrale 
D f (P) Av (1) 


et augmentons le nombre de domaines partiels Av; de sorte que leurs 
diamètres tendent vers zéro *). Si la fonction f (x, y, z) est continue, 
la limite des sommes intégrales (1) existe (on donne ici à la limite 
le même sens que pour les intégrales doubles **)). Cette limite, qui 
ne dépend ni du mode de découpage du domaine V ni du choix des 


points P;, est désignée par le symbole | f | f (P) dv et on l'appelle 
i4 


intégrale triple. On a donc, par définition, 


lim D 4 (Pa Av = f f È FP) dv 


diam Av;=>0 P 
ou 
| {f 1 av= [TT 4 (2, y, 2) de dy de. (2) 
vV V 


*) On appelle diamètre du domaine Av; la plus grande distance entre les 
points de sa frontière. 

**) Nous ne démontrerons pas ce théorème d'existence de la limite des 
sommes intégrales (théorème d'existence des intégrales triples), qui a lieu pour 
toute fonction continue dans un domaine fermé V (y compris la frontière). 
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Si l'on considère que f (x, y, z) est la densité spatiale de la 
distribution d'une matière dans un domaine Ÿ, l'intégrale (2) donne 
la masse de toute la matière se trouvant dans V. 


$ 12. Calcul des intégrales triples 


Supposons qu'un domaine spatial (tridimensionnel) V limité 
par une surface fermée S jouisse des propriétés suivantes: 

1) toute parallèle à l'axe Oz passant par un point intérieur (c.-à-d. 
non tangente à la frontière S) de V coupe la surface S en deux points; 


Z= PZY) 


Fig. 332 


2) le domaine tout entier V a pour projection sur le plan Ozy 
un domaine régulier D (à deux dimensions) ; 

3) toute partie de V obtenue en découpant V par un plan parallè- 
le à un plan de coordonnées quelconque (Ory, Oxz, Oyz) jouit égale- 
ment des propriétés 4) et 2). 

Un domaine V à trois dimensions jouissant des propriétés indi- 
quées sera dit régulier. 

Tels sont, par exemple, l’ellipsoïde, le parallélépipède droit, 
le tétraèdre, etc. On donne un exemple de domaine irrégulier à 
trois dimensions sur la figure 332. Dans ce paragraphe, nous ne con- 
sidérerons que des domaines réguliers. 

Supposons que la surface délimitant le domaine V ait pour équa- 
tion dans sa partie inférieure z = y (x, y) et dans sa partie supé- 
rieure z = 1p (z, y) (fig. 333). 

Donnons un procédé de calcul d’une intégrale triple Iy dans 
un domaine V pour une fonction de trois variables f (x, y, z) définie 
et continue dans V. Supposons que la projection D de V sur le plan 
Ozxy soit limitée par les courbes 


y = pı (x), y = p2 (T), T = a, x = b. 
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On a alors 
b  œa(x) (x, v) 


I= | { | [ | f (2, y, 2) dz | dy} de. (1) 


Pi(x) x(x, V) 


Observons qu'après intégration par rapport à z et substitution 
des bornes dans les accolades de (1) on obtient une fonction de z et y. 
Il reste alors une intégrale double sur y 
D que l'on sait intégrer. 


Donnons un exemple de calcul d'une in- 
tégrale triple. l 


Exemple 1. Calculer l'intégrale triple 
de la fonction f (x, y, z) = zyz dans le volume 
V limité par les plans 


z= O0, y = 0, 2z=0, z+y+z—ti 


Solution. Ce domaine est régulier, 
il est limité supérieurement et inférieurement y=0 
par les plans z = 0 et z = 1 — z — y, et sa , 
projection sur le plan Ozxy est un domaine Fig. 334 
régulier D qui est le triangle limité par les 
droites z = 0, y = 0, y = 1 — z (fig. 334). Par conséquent: 


-x-y 


=f] [ae 


0 


Introduisons les bornes d'intégration dans l'intégrale double sur le domaine D: 


1x 1-x- 


j] [ f anaa} dr= 


Iy 


1 


1x 1 
: 1 
=7 | { f zy (1—z— y)? ay} d= | yg (a) dz=75 f 
0 0 i 


Considérons à présent quelques propriétés des intégrales triples. 


Propriété 1. Si lon coupe le domaine V en deux domaines 
Vi et V, par un plan parallèle à un plan de coordonnées quelconque, 
l'intégrale triple dans V est la somme des intégrales triples dans V, et V2. 

La démonstration de cette propriété est analogue en tous points 
à celle de la propriété correspondante des intégrales doubles. Il 
n'y a donc pas lieu de la reprendre. 
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Corollaire. Quel que soit le découpage du domaine V èn 
un nombre fini de domaines Vi, . .., V, par des. plans parallèles aux 
plans de coordonnées, on a 


Iy = In + In + + Iyn- 


… Propriété 2 (Théorème sur l'évaluation 
d'une intégrale triple). m et M étant la plus petite et 
la plus grande valeur de f (x, y, dans V; on a l'inégalité 


où V est le volume du domaine aia et Iy Mae triple de f(x, y,2) 
dans V. 
Démonstra ti on. Evaluons d'abord l'intégrale ‘interne 
DC, y) 
dans l'intégrale triple Ty = f f [ | f(x, y, 2) dz] do: 


D (x, y) 
Px, y) W(x, y) px, v) 
f(z, y, 3) dz<: | Ma=M | d= 
18, 0) | aÈ) 2 CR, y) 
DARCOS | 
= Mz | = M j} (z, y)— x (z, y)l. 
x(x, y) 


L'intégrale interne n’est donc pas supérieure à l'expression 
M lp (x, y) — y% (z, y)l. Par conséquent, en vertu dw théorème du 
$ 1 sur les intégrales doubles, on obtient (en désignant par D la 
projection de V sur le plan Oxy) : 


= || M its dz|do< | | M ip(e, 1) — 
D xx, y) Z D: 


—x (z, Didc= M |È t4 (z, y) — x (2, v) do. 
D 


Mais cette dernière intégrale double est égale au volume du domaine 
compris entre les surfaces z = y% (x, y) et z = p (x, y), c.-à-d. au 
volume du domaine V. On a donc 


Iy < MY. 


On démontre d'une manière analogue que Iy > my. La PIONEER 
2 èst ainsi démontrée. 


‘Propriété 3 (Théorème de la Ho nn 
L'intégrale triple Iy d'une fonction continue f(x, y, zj dans un 
domaine V est égale au produit de son volume V par la valeur de la 
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fonction en un certain point P du domaine: 
b œ2(x) (x, y) 
= {| [ | fœuoalé}d=f(pr. B 
a (x) xx, y) | 
La démonstration de cette propriété est analogue à celle de la pro- 
priété correspondante des intégrales doubles (voir $ 2, propriété 3, 
formule (4)). Nous pouvons maintenant démontrer le théorème sur 
le calcul des intégrales triples. 
Théorème. L'intégrale triple d'une fonction f (x, y, z) dans 
un domaine régulier V a pour expression 
Plx) (x, y) 


fffrenaaf {TT (I f f (æ, y, 2) dz | dy } de. 


P1(x) Tes y) 


Démonstration. Découpons le domaine V par des plans 
parallèles aux plans de coordonnées en n domaines réguliers: 


AU, AD, ..., An. 
Désignons, comme plus haut, par Jy l'intégrale triple de f (x, y, 2) 
dans V et par Ia», l'intégrale triple de cette fonction dans l'élément 
de volume Av;. On peut écrire en vertu de la propriété 1 (de son 


corollaire) : 
Ty = Ta, + Tao, + ss... + Thon: (3) 
Transformons chaque terme du second membre d'après la formule (2) : 
Iy = f (P) Av, + f (P2) Ava +... + f (Pr) Avn, (4) 


où P; est un point de Av;. 

On a dans le second membre de cette égalité une somme intégrale. 
f (x, y, z) est, par hypothèse, une fonction continue dans le domaine 
V et la limite de cette somme, lorsque le plus grand diamètre des Av; 
tend vers zéro, existe et définit l'intégrale triple de f (x, y, z) dans 
V. On obtient donc en pansant à la limite dans l'égalité (4) lorsque 
diam Av; —+ 


I= i f f f(x, y, 2) dv, 
V 


soit encore 
P(x) p(x, y) 


fffrenaaw= f | [ È f@œu ada] dy} dz. 


pi(x) x(x, y) 


Le théorème est démontré. 
Ici z = y% (z, y) et z = 9 (x, y) sont les équations des surfaces 
délimitant le domaine régulier V inférieurement et supérieurement. 
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Les courbes y = q; (x), y = p2 (x), x = a, x = b délimitent le 
domaine D, projection de V sur le plan 0ëy. 


Remarque. Ainsi que pour les intégrales doubles, on peut 
former des intégrales triples avec des ordres différents d'intégration 
par rapport aux variables et avec d'autres bornes, si toutefois la 
forme du domaine V le. permet. 


Calcul du volume d'un corps au moyen 
P intégrale triple. Si Ia fonction à intégrer ‘est 
f(x, y, z) = 1, l'intégrale triple dans le domaie V exprime le 
volume V de ce domaine: 


v= JS] dx dy dz. (5) 


Fig. 335 


Exemple '2. Calculer le volume de l’ellipsoïde 
l z2? y? 


CEE EE u 


Solution. ep (fig. 335) est limité inférieurement par la sur- 


m2 
face 2=—0c ARR et supérieurement par la surface z= 


=C pis . La Has de cet ellipsoïde sur le plan Oxy 


(domaine D) est l'ellipse Itii On a donc en ramenant au calcul 


d'une intégrale triple : 


x2 g x2 y2 
W a2 ae a2? be 
x3 
2 Ve 2 ARE 
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b i- — 


Lorsqu'on calcule l'intégrale interne, on considère z constant. Faisons le 
changement de variables : . 


2 2 
v= 1—2 sint, dy =b y 1—2 oost à. 


: z z2 : R T 
La variable y va de —b ye 77 à oy 1- T) donc { varie de ee 
n 


7: Portant ces nouvelles bornes dans l'intégrale, on obtient : 


ELA 
ue TT, Æ\ — 72 
V —2c i f y (-4)-(-5) sin? ż sy 1- vos at] dr = 
a a a? 
a 


à 


Ainsi, 


Si a=b=c, on retrouve le volume de la sphère : 


= 4 3 
V=- ma . 


$ 13. Changement de variables dans une intégrale triple 


1. Intégrale triple en coordonnées cylin- 
driques. On appelle coordonnées cylindriques les trois nombres 
0, p, z définissant la position d’un point P dans l’espace, 0 etp 
étant les coordonnées polaires de la projection du point P sur le 
plan Oxy et z la cote de P, c.-à-d. sa distance au plan Oxy prise 
avec le signe plus si le point se trouve au-dessus du plan Oxy et 
avec le signe moins dans le cas contraire (fig. 336). 

On découpe le domoine spatial donné V en volumes élémentaires 
par les surfaces de coordonnées 6 = 6;, p = pj, Z = Z} (demi-plans 
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contenant l'axe Oz, cylindres circulaires d’axe Oz, plans perpendi- 
culaires à Oz). Un volume élémentaire est alors un « prisme » cur- 
viligne (représenté sur la figure. 337). L’aire de la base de ce prisme 
est égale, à des infiniment petits d'ordre supérieur près, à p A6 Ap, 
sa hauteur est Az (nous omettons les indices ë, j, k pour abréger 
l'écriture). On a done Av = p A0 Ap Az. L'intégrale triple de la 
fonction F (0, p, z) dans le domaine V s'écrit donc 


I | | F (8, p, z) p d9 dp dz. (1) 
V 


Les bornes d'intégration sont déterminées par la forme du domai- 
ne V. 


Z 


Fig. 336 Fig. 337 


Si l'intégrale triple de f (x, y, z) est donnée en coordonnées rectan- 
gulaires, il est facile de donner son expression en coordonnées cylin- 
driques. En effet, prenant en considération que 

z—=pcos8; y—psin06; z—3z, 
on obtient: 


JIFr ee Y: 2) dayde] F (0, p, z) p dð dp dz, 


f (p cos 6, p sin 6, z) = F (6, p, 2). 


Exemple. Déterminer la “masse M d'un hémisphère de rayon R et 
de centre à l’origine des coordonnées, sachant que sa densité Æ est proportinn- 
nelle en chaque point (x, y, z) à la distance de ce point à la base: F = kz. 


‘Solution. L'équation de l'hémisphère supérieur 
O =V a | 
s'écrit en coordonnées cylindriques 
z= VR2=p,. 
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Par conséquent, 


2x R VR3-p3 
m= | | È zzpaapaz= | [ È ( f kz dz) p dp | d0= 
vV 0 0 0 
2x R hz? V R2—p2 2x R k 
= | B) a | pap | a= | [f 5 prod | dð = 
0 0 0 0 
k ([RI Ri k Ri knRA 
=z | [zr] er n 


2. Intégrale triple en coordonnées sphé- 
riques. En coordonnées sphériques, la position d'un point P 
dans l’espace est définie par trois nombres 6, r, p, où r est la dis- 


17 


Fig. 338 Fig. 339 


tance du point à l'origine des coordonnées, dite encore le rayon vec- 
teur du point, y l'angle entre le rayon vecteur et l’axe Oz et 0 l'angle 
entre la projection du rayon vecteur sur le plan Oxy et l'axe Ox 
calculé dans le sens trigonométrique (dans le sens contraire des aiguil- 
les d'une montre) (fig. 338). On a pour tout point de l'espace: 


0Sr<o, 0<p<n;, 0<0< 2x. 


Découpons le domaine donné V en éléments Av par les surfaces 
de coordonnées r = const (sphère), p = const (cônes de sommets 
à l'origine), 60 = const (demi-plans passant par l'axe Oz). A des 
infiniment petits d'ordre supérieur près, on peut considérer que 
le domaine élémentaire Av est un parallélépipède d'arêtes Ar, r A, 
r sin p A6. Le volume élémentaire s'exprime alors (voir fig. 339): 


Av = r?° sin ọ Ar A6 Ag. 
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L'intégrale triple de la fonction F (6, r, œ) dans le domaine V s'écrit 


1=[\Îr(e, r, p) r? sin dr dO dọ. (1) 
v 
Les bornes d'intégration sont déterminées par la forme du domai- 
ne V. On déduit facilement de la fig. 338 les expressions des coor- 
données cartésiennes en fonction des coordonnées sphériques : 
z =r sin cos 6, 
y =rsin ọsin 9, 
z =r cos Q. 
La formule permettant de passer d'une intégrale en coordonnées 


`~ 


cartésiennes à une intégrale en coordonnées sphériques est donc 
MEG y, 2) dx dy dz = 
v 


= | | È 7 (sin pcos 6, r sin ọsin 6, r cos ọ) r? sin ọ dr d9 dọ. 
v 


3. Changement de variables général dans 
ane intégrale triple. Le passage des coordonnées car- 
tésiennes en coordonnées cylindriques ou sphériques dans une inté- 
grale triple est un cas particulier de la transformation générale 
des coordonnées dans l'espace. 

Supposons que les fonctions 


x = f (u, t, w), 

y = Ÿ (u, t, w), 

z = y% (lu, t, w) 
représentent biunivoquement le domaine V en coordonnées carté- 
siennes x, y, z dans un domaine V’ en coordonnées curvilignes 


u, t, w. Supposons que l'élément de volume Av du domaine V soit 
représenté par l'élément Av’ z domaine nortspondant V’ et soit 


lim 22 =]|7]. 


Av” m an 


[AT FC v 9 dedy dr 
vV 


Alors 


= i) flo (u, t, w), Ņ (u, t, w), x (u, t, w)] |T | du dt dw. 
FE 


De même que pour les intégrales doubles, ici encore 7 est appelé 
le jacobien de la transformation ; de même que pour les intégrales 
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doubles, on montre que le jacobien est représenté par le déterminant 
du troisième ordre: 
La 02 ðs 
Ou ôt ðw 
ĝy ôy ôy 
ðu ðt ðw 
CR 
ðu ôt ðw 
Ainsi, dans le cas des coordonnées cylindriques : 
z—pcos6, y=psinð, z=z (p=u, 0=t, z=w); 
cosð —psin6 0 
I=|sin8 pcos8 0|=p. 
‘0 0 1 


En coordonnées sphériques : 
z=rsinpcos6, y=rsin ọsin 0, z=r cos ọ (r=u, p=t, 0—w); 
sin pcosð rcosæcos8û — rsin ọsin 8 
I=|singsinð rcospsin6 r sin ọ cos 0 | = r? sin q. 
cos ọ —T Sin ọ 0 


$ 14. Moment d'inertie et coordonnées du centre de gravité 
d’un corps 


4. Moment d'inertie d'un corps. Les moments 
d'inertie d’un point matériel M (x, y, z) de masse m par rapport 
aux axes de coordonnées Ox, Oy, Oz (fig. 340) s'expriment respec- 
tivement par les formules 

Las = (y? + z?) m, 
Iyy = +) m, Iz = (2 + y’) m. 

Les moments d'inertie d'un corps s'expriment par les inté- 
grales correspondantes. Ainsi, le moment d'inertie d’un corps par 


rapport à l'axe Oz s'exprime par l'intégrale J,, = | f f (£? + y?) x 


X y (x, y, z) dx dy dz, où y (x, y, z) est la densité de la matière. 


Exemp le 1. Calculer le moment d'inertie d’un cylindre circulaire 
droit de hauteur 2k et de rayon R par rapport à un diamètre de sa section moyen- 
ne, la densité yo étant constante. 


„Solution. Choisissons un système de coordonnées comme suit: con- 
fondons l'axe Oz avec l'axe du cylindre et prenons l'origine au centre de symétrie 


(fig. 341). 
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Le problème revient alors à chercher le moment d'inertie du: cylindre par 
rapport à l'axe Oz: 


Lex= \ | (2422) Vo dz dy dz. 
y 


Passons en coordonnées cylindriques : 
R 


2x h T 
fn | {f Lee sin? 6) dz | pap} dð = 


-0 


2n R 243 . 
=Y f { f [5 H2? sin20 | ed} dð= 
0 0 


27 
: 2h R2 2ARS 2 
=v Í 5 z t Z sin e} dB = 


2h3R?2 2hR4 


= st 


2, Rq 
a | = yon R? [+ Re ++] z 


Fig. 340 Fig. 341 


2. Goordonnées du centre de gravité d'un 
corps. On a les formules Se a à celles du centre de gravité 
de figures planes données au $ 8, chap. XII, t. I:. 


AU Y, z) dx dy dz 
v ; EN 


vV 
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SSD yy (æ, v, 2) dz dy dz 
vV 


E 
vV 
eeg zy (z, Y, z) dz dy dz 
z y 


< 


où y (x, y, z) est la densité. 


Exemple 2. Déterminer les coordonnées du centre de gravité de la 
moitié supérieure d’une sphère de rayon R et de centre à l’origine. On consi- 
dère que la densité yo est constante. 


Solütion. L'hémisphère est limité par les surfaces 
z= VRł?—z3— y, z=0. 
La cote du centre de gravité est donnée par la formule 
[TS 2v0 dx dy dz 
Vi nn 
{ f È Yodz dy dz 
vV 
Passons en coordonnées sphériques, on a: 


Ze = 


2x F R 
vo $ { SES rcosgr?sin g dr] do} dð 
Des ò ò l 2 
Yo j ti L$ r2sin q dr] do} dð 
R4 1 
E 
A nR? $ 


On a, évidemment, en vertu de la symétrie de l'hémisphère, ze=yc=0. 


$ 15. Intégrales dépendant d'un paramètre 


Considérons l'intégrale suivante dépendant du paramètre œ: 
b 
I (œ) — f Í (x, æ) dz. 
a 


(Nous avons considéré de telles intégrales au $ 10, chap: XI, t. I.) 
Indiquons sans démonstration que si la fonction f (x, œ) est con- 
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tinue par rapport à x sur le segment [a, b] et par rapport à œ sur 
le segment [æ:, æl, la fonction 
i 
I (œ) = | Í (x, æ) dx 
a 


est continue sur le segment [æ,, &:l. On pourra donc intégrer la 
fonction I (œ) par rapport à æ sur le segment [œ, œl: 


E (a) E (f Í (z, a) dz) da. 


L'expression du second membre est l'intégrale double de f (x, œ) 
sur le rectangle correspondant du plan Oxa. On peut intervertir 
l'ordre d'intégration : 


T (f aaz) a í (f1 oda) az 


ce qui montre qu'il suffit d'intégrer. par rapport au paramètre @ 
sous le signe somme. Cette formule sert aussi au calcul de certaines 
intégrales définies. 


Exemple. Calculer l'intégrale 
T e—a® — e—bx 
f TE de (a>0, b>0). 


T 


On ne sait pas calculer cette intégrale au moyen des fonctions élémentaires. 
Mais partons de l'intégrale suivante, facile à calculer : 


t 1 
f e72: dr=— (œ>0). 
Qx 
0 
On obtient en intégrant cette égalité de œ =a à gq =b 


(2 

b œ b F 

f (| eux dz) da = f ta ie 
a a 

a 0 a 


Changeons l'ordre d'intégration dans le premier membre, on a: 
b 


œ 
f [f e= da | az Log + ; 
0 a 

on obtient en calculant l'intégrale entre crochets : 


co 
| sé — e-bx 


= dz = Log © — 
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Exercices 
Calculer les intégrales #): 
1 2 8 
1. f | (x2+ y?) dx dy. Rép. E 
0 1 
ei dyd 25 
Y aT A 
| [er PE 
3 1 
2 x V3 
„ 45 
3. f f zy dz dy. Rép. -7° 
1 x 
2x a i 
4. f f r dr dð. Rép. gre. 
0 asin8 
CT cdya 1 
x dy dx >, na 
5. f f zy? Rép. -g 4a tg — 
0 x 
a 
a 2y 
4 
6. f | zy dz dy. Rép. a ” 
0 y-a 
ELA 
b 2 3 
7. f f p dB dp. Rép. + nb. 
b 0 
2 


Définir les bornes d'intégration pour l'intégrale f fr (x, y) dx dy, le do- 
D 


maine d'intégration étant délimité par les courbes : 


3 5 
8. t—2, r=3, y= —1, y=5. Rép. f f (z, y) dy dz. 
2 —1 


*) Comme nous l'avons indiqué plus haut, l’ordre a’intégration dan 


f (z, y) dx dy est celui des différentielles, c.-à-d. que 


| 


D 2 
Re, ti 


Ds ts 


f(z, y) de asi (È F v) az) dy. 
M K 
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9. y=0, y=1— zr. 


10. z244 y? =a. 
2 
= —— = g2. 
11. y Ta y=x 
12. y=0, y=4, y—x, y—z—2a. 
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1 1—x2 
Rép. | À ft, maya. 
1 0 
a Var-xi 
Rép. f f(x, y) dy dx 
-a Var-xi 
2 
1 TF 
‘ Rép f (z, y) dy dz 
-1 x2 
| a y+2a 
Rép. | | f (£, y) de dy. 
0 y 


Intervertir l'ordre d'intégration dans les intégrales suivantes : 


2 4 4 2 
13. f | i, y) dy dz. Rép. f | f (z, y) dx dy. 
1 3 3 1 
1 vz 1 V7 
14. f f Île, y) dy dz. Rép. f f (z, y) dr dy. 
0 xs 0 y? 
a VSay-yè a a 
15. f f(x, y) dx dy. Rép. f f (z, y) dy dz. 
0 0 0 a- Vas-x3 
1 VI-xi 1 VI 
16. { f (z, y) dy dz. Rép. f f f(x, y) dx dy. 
“1 0 0 -yI 
1 1-y 0 V1-x? 
17. f f(z, y)dzdy. Rép. f f f(z, y)dy dr+ 
0 vi “1 0 


a Va- xà 
18. f f Var y dy dz. 
0 0 


Rép. 


[CH. 


a 
V= p? p dpdð = gh 


XIV 
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A LA 
a Va-y? 2 a 
5 nat 
19. | f (x? + y?) dz dy. Rép. { f p? dp dd = -g 
0 0 0 0 
KLE 
oo o0 2 œ 
n 
20. i f e CHU) dy dz. Rép. | f ep dpd8= -7 
0 0 0 0 
LE 
2a V2ax-x? 2 2a cos 8 
na? 
21. | | dy dz. Rép. f p dp d=- 
0 0 


Santo les intégrales doubles suivantes en introduisant les nouvelles 
variables u et v liées à x et y par les formules z = u — uv, y = uv: 


B e 


e Bx 1+8 1-7 
22, f f f (z, y)dy dx. Rép. i f f(u— uv, uv) u du dv. 
0 ax œ 0 
1+a 
b.e 


c b -p 
23. {f Í (z, y) dy dz. Rép 14 f(u—uv, uv) u du du+ 
0 0 0 


b 
b v 
+ f | tù—u, uv) u du dv. 
b 0 
b+c 
Application de l'intégrale double 
au calcul des aires 


24. Calculer l'aire de la figure délimitée par la parabole y? = 2x et la droite 
y=aæ. Rép. — 


25. Calculer laire de la figure délimitée par les courbes y? = 4ax, x + y = 
= 3a, y = 0. Rép. î a 
26. 


Calculer l'aire de la figure délimitée par les courbes z1/2+y1/2at/2, 
z+y=a. Rép. +. 


27. Calculer laire de la figure délimitée par les courbes y = sin x, y = Cos 7, 


z=0. Rép V2—1. 

2 
Calculer l'aire de la boucle de la courbe p = a sin 28. Rép. T. 
Calculer laire délimitée par la lemniscate p? = a? cos 2p. Rép. a. 


28. 
29. 
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: g 2 2 2 2x 
30. Calculer l'aire de la boucle de la courbe (Z+) = c r 


Indication. Passer aux nouvelles coordonnées zr=pacos® et y= 
=pbsin 0. Rép. 2 


Calcul des volumes. 


Calculer les volumes des corps délimités : . 
31. Par les surfaces ++, z=0, y—0, z—0. Rép. a. 
32. z = 0, Ppp Te pei Rép. 3x. 
33. (z — 1) + (y — 1} = 1, zy =z, z= 0. Rép. x. 
34. z2- y2—2ar=0, z=0, x24+-y2—72. Rép. 3i as, 
569 


35. y—x?, zt=y4?, z=0, z=124 y—z?.. Rép. EV 

36. Par Jen plans de coordonnées, le plan 2r+3y—12=0 et le cylindre 
2= 7 Rép. 16. 

37. Par le cylindre circulaire droit de rayon æ dont l'axe est confondu avec 
Oz, les plans de coordonnées et le plan +=. Rép. a? (5-5) x 


38. Par les cylindres z24-y2=a?, 124 z2=a?. Rép. E a. 


39. y24+z2= zx, =y, z=0. Rép. n 
40. 224 y34+ z2 =a, 224+ y2=R?, a > R. Rép. $ njas (Va Ra. 


4i. az—22+y2, z=0, 124 y2=2az. Rép. Š nat, 


42. p?=a? cos 20, 22+y2+22—02, z=0. (Calculer le volume intérieur au 


cylindre.) Rép. = a3 (8x +-20—16 V2). 


Aires de surfaces 


43. Calator: Taire de la partie du cône z? + y? = ca découpée par le cylindre 
a? + y? = 2az. Rép. 2na? 4/2. 

44. Calculer l'aire de la partie du plan z + y + z = 2a se trouvant ‘dans le 
premier .trièdre jp a les axes de coordonnées et limitée par le cylindre 


x + y? = æ. Rép. T À V3. 
45. Calculer laire du segment sphérique (du petit), le rayon de la sphère étant 


a et le rayon de la base du segment b. Rép. 21 (a? — a Wa? — b). 
46. Trouver laire y ka me de la sphère z2+ P+r—e? qui est découpée 


2 2 
par le cylindre © z sie E] ut (a > b). Rép. 47a2— 8a? arc sin en , 
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47. Trouver l'aire de la surface du corps qui est formé par l'intersection de 
deux cylindres z? + y? = a?, y? + z2 = a?. Rép. 162. 

48. Calculer laire de la partie de la surface cylindrique z? + y? = 2ax comprise 
entre le plan z = 0 et le cône z? + y? = z?. Rép. 8a?. 

49. Calculer l'aire de la partie de la surface cylindrique z? + y? = a? comprise 
entre les plans z = mz et z = 0. Rép. 2ma?. 

50. Calculer l'aire de la partie du paraboloïde y? + z? = 2ax comprise entre 


le cylindre parabolique yë = ax et le plan z = a. Rép. La (8V3 — 1). 


Masses, centres de gravité et moments 
d'inertie de figures planes 


(Nous supposerons dans les problèmes 51 à 62 et dans le problème 64 que 

la densité superficielle est constante et égale à 1.) 

51. Quelle est la masse d’un disque circulaire de rayon a sachant que la densité 
en chaque point P est inversement proportionnelle à la distance au centre 
(on désignera par K le coefficient de proportionnalité). Rép. 214K. 

52. Calculer les coordonnées du centre de gravité d’un triangle équilatéral. 
On confondra l'axe Oz avec la hauteur et le sommet avec l’origine. Rép. x = 
— aA y a 0. 

53. Trouver les coordonnées du centre de gravité d'un secteur circulaire de 
rayon a. On confondra la bissectrice de l'angle au centre (2x) avec l'axe Oz. 


2a sin a 
3a à 
54. Trouver les coordonnées du centre de gravité du demi-cercle supérieur 


d'équation z? + y? = a. Rép. ze = 0, ye= =. 


Rép. Le = » Ye = 0. 


55. Trouver les coordonnées du centre de gravité de l'aire définie par un arc 


de cycloïde z = a (t — sin t), y = a (1 — cost). Rép. te = af, ye = = 


56. Trouver les coordonnées du centre de gravité de l'aire de la boucle de la 


nay? 


courbe p? = a? cos 20. Rép. ze = g Ve— 0. 
57. Trouver les coordonnées du centre de gravite de l'aire intérieure à la car- 
dioïde p = a (1 + cos 8). Rép. ze = 5, Ye = 0. 
58. Calculer le moment d'inertie de l'aire du rectangle limité par les droites 
x—=0, z—a, y—=0, y = b par rapport à l’origine des coordonnées. 
.… ab(a?+b?) 
Rép. 3 
2 2 
59. Calculer le moment d'inertie de l’ellipse Iti =i: a) par rapport 


3 
à l'axe Oy; b) par rapport à l'origine des coordonnées. Rép. a) ; 


b) me (a2+b?). 


60. Calculer le moment d'inertie du cercle plein p=2scos@ par rapport au 


pôle. Rép. © nat, 
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61. Calculer le moment d'inertie de l'aire de la cardioïde p—a(1—cos 8) par. 
PEE 35rra4 
rapport au pôle. Rép. -16 


62. Calculer le moment d'inertie du disque (z:— a)? + (y — b) = 2a? par 
rapport à l'axe Oy. Rép. 3raf. 

63. La densité en chaque point. d'une plaque carrée de côté a est proportion- 
nelle à la distance de ce point à un sommet du carré. Calculer le moment 
d'inertie de la- plaque par rapport à un côté passant par ce sommet. 


Rép. 5 ka [7 VZ + 3 Log (V3 + 1)], où k est le coefficient de propor- 


tionnalité. 
64. Calculer le moment d'inertie de l'aire de la figure délimitée par la para- 


bole y? = ax et la droite z = a par rapport à la droite y = — a. Rép. LE 


Intégrales triples 
65. Calculer f f f Put sachant que le domaine d'intégration est 
Gt ve 
borné par les plans de coordonnées et le plan z+y+z—1. Rép. = — Tg: 


66; Calculer f ri fi zyz d] dy} dz. Rép. T 
| 0 D 0 


67. Calculer le volume du corps limité par la sphère x2+y2+z72—4 et le para- 
boloïde z2+y2—3z. Rép. Dy, 

68*). Calculer les coordonnées du centre de gravité et les moments d'inertie 
de la pyramide formée par les plans z=0, y=0, z=0; ++ <=. 
Rép. &=% ' v=}, z=7 ; g parn, bee, I= 

y ( ++ c3). 


69. Calculer le moment d'inertie d'un cône circulaire droit par rapport à à son 


+ 


axe. Rép. A mhra, où h est la hauteur et r le rayon du cercle de base. 
70. GARE le volume délimité par la surface d’équation (z? + y2+ 32) = aëz. 
Rép. La, 
71. Calculer le moment d'inertie d'un cône circulaire par rapport au diamètre 
m T (224-372. 


72. Calculer les AES du centre de gravité du corps délimité par une 
sphère de rayon a et un cône d'angle au sommet 2x, le sommet coïncidant 


de sa base. Rép. 


avec le centre de la sphère. Rép. ze = 0,. ye = 0, ze = La (1 + cos æ) 


(on : confondu l'axe du cône avec l'axe Oz et on a placé le ARR à Pori- 
gine 


*) Dans les problèmes 68, 69, 71, 72, 73 on suppose que la densité est 
constante et égale à à l'unité. 
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73. Calculer les coordonnées du centre de gravité du corps délimité par une 
sphère de rayon a et par deux plans ee par le centre et formant un 
angle de 60°. Rép. pọ = iai, 6 — 0, p= 5 T da droite d'intersection des 


plans a été prise pour axe Oz, le centre de A sphère a servi d’origine aux 
coordonnées sphériques p, 0, œ). 


74. Se servir de l'égalité 


oo d oo 
coszdr -4 
inté R CE EE ——, Ré A po 5 
86 Vz F Vz p. 2 ; J 


= Ai qu («a >0) pour calculer les 


Chapitre XV 


INTÉGRALES CURVILIGNES ET INTÉGRALES 
DE SURFACE‘ 


$ 1. Intégrale curviligne 


Considérons un point P (x, y) se mouvant sur une courbe plane 
L d’un point M à un point N. Le point P est sollicité par une force 
F qui varie en grandeur et en direction lorsque P se déplace, c'est- 
à-dire qu'elle est fonction des coordonnées de P: 


F = F (P). 


Calculons le travail A de la force F lorsque le point est déplacé 
de M en N (fig. 342). Découpons à cet effet la courbe MN en n mor- 
ceaux arbitraires par les points M = Mo, Mi, Mo, ..., Ma = N 


Ti*ÂT; 


Fig. 342 


en partant de M vers N et désignons par As; le vecteur M;M;+1. 
Désignons par F; l'intensité de la force F au point M;. On peut 
alors considérer que le produit scalaire F'; As; représente approxima- 


tivement le travail de F le long de l'arc M;M;+1: 


A;=F; As:. 
F = X (x, y) îi +Y (x, y) j, 


Soit 
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où X (x, y) et Y (x, y) sont les projections du vecteur F sur les axes 
Oz et Oy. Désignant par Az; et Ay; les accroissements des coordon- 
nées x; et y; lorsqu'on passe de M; à M;+1, on obtient: 


As; = Axit + Ayii. 
Par conséquent, 
F; As; = X (ai, y:) Ati + Y (ai, yi) Ayi. 


La valeur approchée du travail À de là force F tout le long de la 
courbe MN est 


A 2 FAs; = 2 [X (ci, y:i) Ati (ai, yi) Ayil. (1) 


Sans faire de raisonnements rigoureux, indiquons en attendant 
que si la limite de l'expression du second membre existe lorsque 
As; — 0 (il est alors évident que Az; — 0 et Ay; — 0), elle exprime 
le travail de la force F'le long de la courbe L entre les points M et N: 


n 
A= Jim 2 [X (zi y:i) Az:+Y (zi, y:) Ayil. (2) 
Xy i= 
Ay;-+0 


La limite *) du second membre est appelée l'intégrale curviligne 
de X (x, y) et Y (x, y) le long de la courbe Z et est désignée par: 


A= Í X (z, y) dz+Y (z, y) dy (3) 
ou r 
(N) 

A= È X (z, y)dæ+Y (z, y) dy. (3) 
(4) 


On rencontre souvent des limites de sommes (2) en mathématiques 
et en physique, X (x, y) et Y (x, y) étant des fonctions de deux 
variables dans un domaine D. g 

Les lettres M et N dans l'intégrale (3°) ont été mises entre paren- 
thèses pour indiquer que ce ne sont pas des nombres mais les extré- 
mités de la courbe à laquelle est étendue l'intégrale curviligne. Le 
sens de M à N le long de la courbe est dit sens d'intégration. 

Si L est une courbe gauche, on définit d’une manière analogue 
l'intégrale curviligne des trois fonctions X (x, y, z), Y (x, y, 2), 


+) On donne ici à la limite de la somme intégrale le même sens que pour 
l'intégrale définie, voir § 2, chap. XI, t. I 
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Z (z; y, 2):° 
f X (z, y, z) dz +Y (x, y; 2) dy+Z (z, Y, 2) dz= 


am 5 X (Er, Yns Zn) Ati -HY (Er, Yh, 2x) Ayr tZ (Tr, Un, Zr) AzRe 
aai k=1 
Azp =>0 
La lettre L'sous le signe somme indique que r intégrale est étendue 
à la courbe L. 
Indiquons deux propriétés de l'intégrale curviligne. 


Propriété 1. Une intégrale curviligne est définie par l'ez- 
pression sous le signe somme, la forme de la courbe d'intégration et 
le sens. d'intégration. 

L' intégrale curviligne change de signe en même temps que le 
sens d'intégration, étant donné que le vecteur As et, par conséquent, 

ses projections Az et Ay changent de signe. 


L; W Propriété 2. Découpons la courbe 
D4 en deux parties Lı. ot La de sorte que 


MN = UK + KEN (fig. 343). Il résulte alors 


L 
/ directement de la formule (1) 
(N) (K) 
M f Xdz+Y dy= | Xdz+Ydy+ 
Fig. 343 F9 an N) 


+ f Xdr+Y dy. 

(K) . 
Cette relation est valable quel que soit le nombre d’arcs partiels. 
Indiquons encore que l'intégrale curviligne conserve son sens 


lorsque la courbe L est fermée. 
L'origine et l'extrémité de la courbe coïncident alors. On ne peut 
N 


plus écrire dans le cas d'une courbe fermée | X dd +Y dy, mais 
A) | 
| X dx + Y dy et il faudra indiquer forcément le sens de par- 


cours le long de la courbe fermée L. On désigne aussi fréquem- 
ment une intégrale curviligne sur une courbe fermée L par 


le symbole QX de +Y dy. 
Remar à u e. Nous avons été conduits à la notion d’intégrale 


curviligne en considérant le problème du travail d’ une force F sur 
un parcours curviligne L. 
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On considérait alors que la force F était une fonction vectorielle 
des coordonnées du point d'application (x, y); les projections du 
vecteur variable F' sur les axes de coordonnées sont égales aux fonc- 
tions scalaires (c’est-à-dire numériques) X (x, y) et Y (x, y). On 


peut donc considérer une intégrale ue a de la forme | X dz + 


+Y dy comme l'intégrale de la fonction vectori e 1 le F 
donnée par.ses.composantes X et Y. 

L'intégrale de la fonction vectorielle F sur la courbe L est dési- 
gnée par le symbole 


Fan 


Si le vecteur F est déterminé par ses composantes X, Y, Z, cette 
intégrale s'écrit 


| Xdr+Y dy+Zdz. 
L 


Notamment, si le vecteur F se trouve dans le plan Oxy, l'intégrale 


de ce vecteur se réduit alors à 


| X da +Y dy. 


Lorsque l'intégrale curviligne d’une fonction vectorielle F est 
étendue à une courbe fermée L, on l'appelle encore la circulation 
du vecteur F sur le contour fermé L. 


§ 2. Calcul de l'intégrale curviligne 


Nous nous proposons dans ce paragraphe de préciser la notion 
de limite de la somme (1) § 4 et, par là même, nous aurons précisé 
la notion d'intégrale curviligne 
et nous indiquerons un procédé 
de calcul. 

Supposons la courbe L donnée 
sous forme paramétrique : 


spi), y=Ņ(ġ. 


Considérons l'arc de courbe 
MN (fig. 344). Soient œ et f les 
valeurs du paramètre correspon- 
dant aux points M et N. Partageons Fig. 344 
larc MN en morceaux As; par les 
points M, (£1, Y1), Mo (to, Y2), - - ., Mn (En, Yn) et posons z; = 
= pi), Yi = Y (t). 
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‘Considérons l'intégrale NET" définie au. paragraphe _pré- 
cédent : 


[Xe War +Y (e, y)dy. (0 


Enonçons sans démontrer un théorème sur l'existence 
des intégrales curvilignes. Si les fonctions AU) 
et p (£) sont continues et possèdent des dérivées continues Q’ (t) et ÿ’ (t) 
sur le segment La, P] et si les fonctions de t X [ọ (t), % (dl et Y H (è), 
p (Ż)] sont continues sur ce RENE les limites 


lim 5 X (zi; Yi) Ar = 
Ax;-+0 i=1 
(2) 
lim 3 Y (zi, Y) Ay: = B 
AY; +0 i=1 
existent, x; et y; étant les coordonnées d'un point de l'arc As;. Ces limi- 
tes ne dépendent pas du mode de découpage de la courbe L en arcs par- 


tiels As; lorsque As; — 0, ainsi que du choix du point M; (zi, Yi) 
sur l'arc Asņ, on les appelle les intégrales curvilignes et on les désigne 


par: 
A= È X (z, y) da, 
e. (2) 
B= f Y (x, y) dy. 
L PE 

Remarque. Il résulte du théorème que tendent aussi vers 
cette même limite (c'est-à-dire vers l'intégrale. curviligne) les som- 
mes définies au paragraphe précédent, où les points M; (x;, y;) sont 
les extrémités de larc As;, le découpage de L en arcs partiels As; 


étant arbitraire. i | 
. Le théorème qui vient d’être formulé donne un procédé de calcul 


des intégrales curvilignes. 
Ainsi, par définition : 


CN) " 
f X (z, y)dr= lim J) X (x, yi) Azi, (3) 
A) f Ax;—0 ii 


où 
At; = Ti — Tia = P (é) — P (is). 
Appliquons la formule des accroissements finis de Lagrange 
Azi = pi) — pti) = p (T) (ti — tia) = p (T) Ati, 
T; étant une certaine valeur de £ comprise entre les valeurs tia etti. 
Le point Ti, Yi étant arbitraire sur'l'arc As;, choisissons-le de manière 
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que ses coordonnées correspondent à la valeur du paramètre t: 
D = qui), Yi =Y (T). 


Substituant les valeurs trouvées de z;, y; et Az; dans la formule (3), 
on trouve: 

(N) n 

| X (z, y)dz= lim D X [ (T) p (ral Q’ (Ta) A. 

At; —=>0 ; 
M) i i= 
Le second membre représente la limite d’une somme intégrale pour 
la fonction continue d’une seule variable X [ọ (4), % (:)] p’ (2) sur 
le segment [œ, fi]. 
Par conséquent, cette limite est égale à l'intégrale définie de 


cette fonction : 
(N) 


B 
| X (z, y) dz= | X lp (1e (H) dt. 
(M) œ 


On obtient d’une manière analogue la formule 
(N) B 
| Y (z, y) dy= | Y lp (0), ver O) dt. 
(M) æ 
On obtient en ajoutant ces égalités membre à membre : 
(N) 
| X (æ, v)da+Y (z, y)dy = 
A) 
B à 
= [XIE VOIE OHEA POI D}d. A 
œ 


Telle est la formule permettant de calculer une intégrale curviligne. 
On calcule de la même façon l'intégrale curviligne 


| X dz + Y dy +Z dz 


le long d'une courbe gauche définie paramétriquement : z = ọ (2), 
y =Ņ (t), z = x (8. 
Exemple 1. Calculer l'intégrale curviligne portant sur les fonctions 
2; 3zy?; —x?y (c'est-à-dire sur la fonction vectorielle 294 + 3zy?j — z?łyk) 
ie long 5 segment de droite allant du point M (3, 2, 1) au point N (0, 0, 0) 
ig. à e 


. Solution. Pour trouver les équations.paramétriques de la droite d'in- 
tégration, écrivons-la sous la forme: ; f 
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désignant par ż la valeur commune de ces rapports, on obtient l'équation para- 
métrique de la droite: 
z= 3t, y—2t, 21, 


Il correspond à l’origine du segment MN la valeur du paramètre ż = 1 et à 
l'extrémité la valeur ż = 0. On trouve y RME 
facilement les dérivées de x, y, z par 3 
rapport à £ (on en a besoin pour calcu- 
ler l'intégrale curviligne): 


Ti yi—2, = 1. 


Fig. 345 Fig. 346 


| &+ calcule maintenant l'intégrale curviligne proposée à l'aide de la formu- 
e (4): 
© N) 0 
25 dz + 3zy? dy — z2y dz = | [(3£)3-3 43t (21)2.2—(36)2.2t.1] dt = 
. (M)... 1 


0 
87 
RE 3 re aiaa 
= (7 =. 
1 


Exemple 2. Calculer l'intégrale curviligne pour le couple de fonc- 
tions: 6x2y, 10zy? sur la courbe plane y = z? entre les points M (1, 1) et N (2,8) 
(fig. 346). . i 

Solution. Pour calculer l'intégrale proposés 

(N) 
6z2y dz + 10xy? dy 
-o å 
il faut avoir les équations paramétriques de la courbe. Il est évident qu'ici z 
peut servir de paramètre : 
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Le paramètre x varie de x1 = 4 à z = 2. Les expressions des dérivées par rap- 
port au paramètre x sont: 

Te = 1, Ye = 3x2. 
Par conséquent, 


(N) 2 
f 6z?y dz +10zy? dy = | (6x213. 1 + 10z10.372) dr = 
(M) 1 


= f (6x5 + 3020) dz = [18 + 3210)? = 3132. 
1 


Donnons maintenant quelques applications des intégrales cur- 
vilignes. 


1. Expression de laire d'un domaine dé- 
limité par une courbe en fonction d'une 


Fig.. 347 Fig. 348 


intégrale curviligne. Soit donné dans le plan Ozy un 
domaine D limité par un contour L tel que toute parallèle à un 
quelconque des axes de coordonnées passant par un point intérieur 
du domaine coupe la frontière L en deux points au plus (c'est-à-dire 
que le domaine est régulier) (fig. 347). 

Soit [a, b] le segment de l'axe Oz sur lequel se projette le domaine 
D, limité inférieurement par la courbe (2): 


y = y4 (x), 
et supérieurement par la courbe (l): 
y = y: (3), 


[yı (x) < y2 (2)l. 
L'aire du domaine D est alors égale à 


b 
S= | v (2) dæ— | y: (2) dz. 


A Cu 
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Mais la premiere i intégrale est une intégrale curviligne le long 


de la courbe lą (MPN), étant donné que y = y2 (x) est l'équation 
de cette courbe; par conséquent, 


b 


f Yz (x) dx = | y dx. 


MPN 
La seconde intégrale est une intégrale curviligne étendue à la courbe 


l (MQN): i 
fu@dz= f ydx. 


MQN 
On a, en vertu de la propriété 1 des intégrales curvilignes : 


ydz = — f y dx. 
MPN NPM 
Par conséquent, 
S= — \ y dx — f ydz= — | yds, (5) 
NPM MQN L 


L étant parcouru dans le sens inverse des aiguil- 
les d'une montre. | 
Si une partie de la frontière L est constituée d'un segment M,M 


parallèle à l'axe Oy, on a | ydz=0 et l'égalité (5) est encore 


Crai a) 
vraie (fig. 348). 
On peut montrer d'une manière analogue que 
S= | zdy. (6) 
L 
Ajoutant membre à mèmbre (5) et (6) et divisant par 2, on 
obtient encore une formule pour calculer l'aire S : 
S=% | zdy—yds. (7) 
L 
Exemple 3. Calculer l'aire de l'ellipse 
æ—=aCcosSt, y—bsint. 
Solution. On trouve d'après la formule (7): 
i 2n 
S = f [a cosż b cost—b sin t (—a sin t)] dt = nab. 
0 
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Remarquons que la formule (7) ainsi que les formules (5) et (6) 
conviennent aussi pour l'aire de domaines dont les frontières sont 
coupées par les parallèles aux axes de coordonnées en plus de deux 
points (fig. 349). Pour le démontrer, partageons le domaine donné 
(fig. 349) en deux domaines réguliers au moyen de la courbe /*. 
La formule (7) est vraie pour chacün d'eux. Ajoutant membre à mem- 
bre, on obtient dans le premier membre l'aire du domaine donné et 
dans le second l'intégrale curviligne (précédée du coefficient {/2) 


y l; 


Fig. 349 Fig. 350 


étendue à toute la frontière, étant donné que l'intégrale sur la ligne 
de partage l* est prise deux fois, dans le sens direct et dans le sens 
inverse, et s'annule donc. 


. 2. Travail d'une force variable F sur un 
chemin curviligne Z. Nous avons indiqué au début 
du $ 1 que le travail d'une force F = X (x, y, z) à + Y (x, y, z) j + 
+ Z (x, y, z) k le long d’une courbe L = MN était égal à l'inté- 
grale curviligne: 

O N) 
À f X (z, y, 2) dz +Y (z, y, 2) dy +Z (z, y, z) dz. 


(M) 
Prenons un exemple concret de calcul du travail d'une force. 


Exemple 4. Calculer le travail A de la force de pesanteur F déplaçant 
une masse m du point M, (a1, bi, cı) au point M2 (az, bz, c2) le long d'un 
chemin arbitraire L (fig. 350). 


Solution. Les projections de la force de pesanteur F sur les axes de 
coordonnées sont 
X=0, Y=0, Z= — mg. 


Le travail accompli est donc 
(M2) 


c2 
A= f X dz+Y dy+Z d= | (— mg) dz = mg (¢4— c3). 
(Mı) c1 
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On voit que, dans le champ.de la pesanteur, le travail ne dépend, pas du. chemin 
suivi mais seulement du point initial et du point final. Plus exactement, le 
travail de la force de Hal et k ne dépend que de Ja différence des niveaux c'dé- 
terminés pat le pontia inäl et le` point shot 


$ 3: Formule de Groën, 


Montrons qu’ une e intégrale double dans‘ ‘un Anae plan D s’ ex 
prime par une intégrale curviligne prise lé long de la frontière L 
de ce domaine. 

Soit un domaine D du plan Oxy limité par un contour L, ‘D étant 
régulier aussi bien selon Oz que Oy. Supposons. ce domaine limité 
inférieurement par la courbe y = y, (x) et supérieurement par la 
courbe y = y2 (x), yı (2) S y: (x) (a Lx < b) (fig. 347). 

A elles deux, ces courbes forment le contour fermé L. Soient 
dans D deux fonctions continues X (x, y) et Y (x, y) douées de 
dérivées partielles continues. Considérons l'intégrale 


ED dx dy. 


On a: | 
E E 
“D a y(x) Le to 
=| [X (ë, v (2))— (es da (a da. (a) 


Notons que ‘l'intégrale 
b 
| X (z, ve (2) dx 


est numériquement égale à l'intégrale curviligne 
f X (z, nds, 
. (MPN) 
le long de la courbe MPN d'équations paramétriques 
z=, y= y (a), 


x étant le paramètre. 
On a donc 


b x 
| X (z, v(a))dz= Í X (z, yyaz. (2) 
a ‘à MPN 
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D'une manière analogue, l'intégrale 


b 
| X (es (x) dx 


` 


est numériquement égale à 


a 
f X (z, y, (2) dz = f X (z, y) dz. (3) 
a o (MQN) | 
Substituant les expressions (2) et (3) dans la formule (1), on obtient : 
f f À dr dy = f X (z, y)dr— | X(x, y) dz. (4) 
D MPN QN: 


Or, 
f X (z, y) de= — | X (z, y) dz 
MQN NOM 


(voir § 1, propriété 1). On peut donc recopier la formule (4) sous 
la forme : 


[TS ardy= | X (z, y) d£ + f X (z, y) dz. 

D MPN | NOM o 
Mais la somme des intégrales curvilignes du second membré est 
égale à l'intégrale curviligne sur le contour L tout entier parcouru 
dans le sens des aiguilles d'une montre. On peut donc mettre cette 
dernière égalité sous la forme 


|| S5 dedy= f X (a, y) dz, (5) 
D L 


où L indique que le contour fermé L est parcouru dans le sens des 
aiguilles d’une montre. 
Si une partie de la frontière est constituée par un segment ls 
parallèle à l'axe Oy, on a | X (x, y) dz = 0 et l'égalité (5) reste 
ls 
vraie. 
On trouve de la même façon: 


| | ar dzdy= — f Y (e, y) dy. (6) 


On trouve en Hoet > de (5): 
ta ) dz dy= JE rA 
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Si l’on parcourt le contour L dans le sens inverse des aiguilles 
d’une montre, on a *) 


[EC dzdy= | Xdz+Y dy. 
g L 


C'est la formule de Green (mathématicien anglais, 1793-1841) **). 

Nous avons supposé le domaine D régulier. Mais, comme pour 
le calcul d'une aire (voir § 2), on peut montrer que cette formule 
reste vraie pour un domaine quelconque admettant un découpage 
régulier. | 


$ 4. Conditions pour qu'une intégrale curviligne ne dépende 
pas du chemin d'intégration 


Considérons l'intégrale curviligne 
(N) 
Xdz+Y dy, 
(M) 


étendue à une courbe plane Z réunissant les points M et N..On suppo- 

sera que les fonctions X (x, y) et Y (x, y) possèdent des dérivées 

partielles continues dans le domaine 

a. N considéré D. Voyons dans quelles condi- 

tions l'intégrale curviligne ne dépend pas 

? de la forme de la courbe L, mais seule- 

M P ment de la position des points M et N. 

Fig. 354 Considérons deux courbes arbitraires 

E MPN et MQN du domaine considéré D 
réunissant les points M et N (fig. 351). 

Soit 


f Xdz+Y dy= f 'Xde+Y dy, (1) 
MPN MQN 
c'est-à-dire 


X dx+ Ÿ dy— f Xdx+Y dy=0. 
MPN MQN 


*) Lorsque dans une intégrale curviligne sur un contour fermé L on n'a 
as indiqué le sens d'intégration, il est sous-entendu qu’il s’agit du sens inverse 
ee aiguilles d'une montre. Si le parcours a lieu dans le sens des aiguilles, il 
faut avoir soin de le spécifier. . 
**) Cette formule est un cas particulier d'une formule plus générale établie 
par le mathématicien russe M. Ostrogradsky. 
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En vertu des propriétés 4 et 2 des intégrales curvilignes ($ 1), on 
peut écrire 


| Xdz-+Y dy+ f X dz+ Y dy=0, 


MPN NQM 

qui représente l'intégrale curviligne sur le contour fermé L 
| Xdz+Ydy=0. (2) 
L | 


Dans cette dernière formule, l'intégrale curviligne est prise sur 
un contour L constitué des courbes MPN et NOM. Il est évident que 
ce contour peut être considéré comme arbitraire. 

Par conséquent, il résulte de la condition que l'intégrale sur 
une courbe réunissant deux points arbitraires M et W ne dépend 
pas du chemin suivi, mais seulement de la position de ces deux 
points, que l'intégrale curviligne est nulle 
sur tout contour fermé. 

La réciproque est vraie: si une intégrale curviligne est nulle 
quel que soit le contour fermé, elle ne dépend pas du chemin d'in- 
tégration entre deux points, mais seulement de la posi- 
tion de ces deux points. En effet, l'égalité (2) en- 
traîne (1). 

Dans l'exemple 4 du $ 2 l'intégrale curviligne ne dépend pas 
du chemin d'intégration; elle dépend du chemin dans l'exemple 3, 
étant donné que l'intégrale sur le contour fermé considéré n'est 
pas nulle, mais donne l'aire limitée par ce contour; dans les exem- 
ples 1 et 2 les intégrales curvilignes dépendent également du chemin 
d'intégration. 

La question se pose naturellement : à quelles conditions doivent 
satisfaire les fonctions X (x, y) et Y (x, y) pour que l'intégrale 


curviligne f X dx + Y dy soit nulle quel que soit le contour fermé. 
Le théorème suivant répond à cette question. 


Théorème. Soient X (x, y) et Y (x, y) deux fonctions con- 


tinues dans un domaine D, ainsi que leurs dérivées partielles aa 
a PEN, Pour que l'intégrale curviligne sur tout contour fermé L 

a ce domaine soit nulle, c'est-à-dire pour que l'on ait 
| X (z, y) de + Y (a, y) dy =0, (2) 

Sa L 
il faut et il suffit que 

ðX _ əY 3 
ðy dx ) 


en tous les points du domaine D. 
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. Démonstration. Prenons un contour fermé arbitraire 
L dans le domaine D et écrivons la formule de Green correspondant 


` 


à ce contour: , 
îi (E Lea Ds day = f Xds+Y dy. 
D i 


.Si la condition (3) est satisfaite, l'intégrale double de gauche 
est identiquement nulle et l’on a 


Area 0. 
On a donc démontré que la condition (3) est suffisante. 
, Montrons qu'elle est nécessaire, c’est-à-dire que si l’éga- 
lité (2) a lieu pour tout contour fermé L dans D, la condition (3) 
a forcément lieu en chaque point du domaine. 

Supposons, au contraire, qu'ait lieu l'égalité (2): 


B o 0, 


mais. que la condition @ ń 'ait pas lieu, c atadi que 
_ ðY ðX 
6x ay #0 
ne serait-ce qu’en un seul point. Soit, par exemple en un point 


P (zo, vo), 


oY. _ 2X 
NS — py >0. 


Comme on a dans le premier membre une fonction continue, elle 
est positive et supérieure à un certain nombre 6 >> 0 en tous les 
points d'un domaine suffisamment petit D" ‘contenant le point 


P (to, Yo). Prenons l'intégrale double de la différence “a -7 sur 
ce domaine. Elle est positive. En effet, 
3Y ðX s 
Peca aa> [| uni) dx dy = ôD > 0. 


Or, d'après la formule de Green, le premier membre de cette 
dernière inégalité est égal à l'intégrale curviligne sur la frontière L’ 
du domaine D’, qui est nulle par hypothèse. Donc cette inégalité 


contredit la condition (2), et la supposition que 2 — = est dif- 
férente de zéro, ne serait-ce qu'en un point, est fausse. On a donc 
ðY ôx 
peaa Y 


en tous les points du domaine D. ° 
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Le théorème est complètement démontré. 
Nous avons montré au $ 9, chap. XIII que la condition 


3Y (z, y) _ X (x, y) 
ôr ôy 
traduit le fait que l'expression X dx + Y dy est la différen- 
tielle totale d'une certaine fonction u (x, y), 


c'est-à-dire que 
X de + Y dy = du (x, y) 
avec 
X (z, u= z- Yz jen 
Mais alors le vecteur 
F=Xi+Yj= RE i+ Eg 


est le gradient de la fonction u (x, y); la fonction u (x, y), dont le 
gradient est le vecteur Xi + Yj, est appelée le potentiel de ce vec- 
teur. m 


Montrons que, dans ce cas, l'intégrale curviligne I = f X dz + 


(M) 
+ Y dy sur une courbe arbitraire L réunissant les points M et N est 
égale à la différence des valeurs de la fonction u en ces points: 


(N) (N) 
f X dx +Y dy = f du (x, y) =u (N)—u (M). 
(M) (M) 

Démonstration. Si P est la différentielle 
totale de la fonction u (z, y), on a X=—, Y= = et l'intégrale 
curviligne s'écrit 

W ôu ĝu 
(M) 


Pour calculer cette intégrale, écrivons les équations paramétriques 
de la courbe L réunissant M et N: 
z= (), y = (0). 


Nous admettrons qu'il correspond à la valeur ? = ż du para- 
mètre le point M et à la valeur £{ = T le point N. L'intégrale cur- 
viligne se ramène alors à l'intégrale définie 


à 
T ðu d d 
u dr , ðu dy 
I= f ‘6x Ge T ay AL 


LT 


0 
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L'expression entre crochets est une fonction de. £ qui exprime la 
dérivée: totale de la fonction u [op (?}), + (#)] par rapport à t. Par 
conséquent, 
" 
du : 
(T= laure, #0) h= 
i p 


= u [p (d, p (Hl — u lp o) D (to)] = u (N) — u (M). 


On voit que l'intégrale curviligne d'une diffé- 
‘rentielle totale ne dépend pas du chemin 
d'intégration. 

L'intégrale curviligne étendue à une courbe gauche jouit de la 
même propriété (voir § 7). 

Remarque. On a parfois à intégrer l'intégrale curviligne 
d'une fonction X (x, y) par rapport à l'arc de la courbe d'intégra- 
tion L: 


f X (x, y)ds= lim > X (zi, yi) As, (4) 
A As;-+0 i—i 


ds étant la différentielle de l’arc. On calcule ces intégrales comme les 
intégrales curvilignes considérées ci-dessus. Supposons la courbe L 
donnée par ses équations paramétriques. 
cp), y =Ņ(i), 
p (4), p (H, p° (H, p (£) étant des fonctions continues de ż. 
Soient œ et 6 les valeurs du paramètre £ correspondant aux extré- 
mités de l'arc Z. 
Comme . 


ds=V p Ov Dit, 


on obtient la formule suivante pour calculer l'intégrale (4): 
B 
| X (z, y ds= | X00, VOV P Fy à. 
L : a 


On peut considérer l'intégrale curviligne par rapport à un arc de la, 
courbe gauche x = ọ (t), y = vit), z = % (ù): 


B 
| X (z, y, 3) ds= | X 19 (0, W 0; 101% 
L œ 


XVP EP GX Wat. 


À l'aide des intégrales curvilignes avec pour élément différentiel. 
l'arc ds, on peut déterminer, par exemple, les centres de gravité 
de courbes pesantes. 
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Raisonnant comme au $ 8, chap. XII (t. I), on obtient les for- 
mules suivantes pour le calcul des coordonnées du centre de gravité 
d'une courbe gauche: 


je pe a 
te= EA 1 YF [as 5 w= Vas . (5) 
L L L 


Exemple. Trouver les coordonnées du centre de gravité d’une spire 
de l'hélice 
z = a cos t, y = a sin t, z = bt (0< t< 2r), 


sachant que sa densité linéaire est constante. 


Solution. On trouve en appliquant la formule (5): 
2n 
| a cost Vasin? tF} a? cos? # + b dt 
0 


Il 


se 2x 


| Vasin? t+ a? cos? t+} bdt 


0 
27 
f a cos t Va? F b? dt 
0 


a 
Ex San 0 
| VEFE 
0 
D'une manière analogue ye=0, 
2n 
f bt Va? sin? t-} a? cos? t+ b? dt pe 
Tr 2n Verte 2m3 T: 


On a donc pour les coordonnées du centre de gravité d'une spire de l'hélice 


ze = 0, ye = 0, z = nb. 


§ 5. Intégrales de surface 


Soit donné en coordonnées rectangulaires Oxyz un domaine V. 
Dans V est donnée une surface © limitée par une courbe gauche À. 

Quant à la surface o, nous supposerons qu'on a défini en chaque 
point P un sens positif en indiquant la normale unitaire n (P), 
dont les cosinus directeurs sont des fonctions continues des coor- 
données des points de la surface. 

Donnons-nous en chaque point de la surface un vecteur 


F = X (x, Y, z3) i +Y (z, Y, z2) j + Z (z, Y, z) ke, 
X, Y, Z étant des fonctions continues des coordonnées. 
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. ‘Découpons arbitrairement la surface en aires élémentaires Ao:. 
Prenons un point arbitraire P; dans chaque élément ot “ODAMSEQUE 


la somme 
2 (F (Pi) n (Pi)) Aoi, (1) 
F (P;) étant la valeur du vecteur F au point P; de Ao;, n (P;) le 


vecteur unitaire de la normale en ce point, Fn le produit scalaire 
de ces vecteurs. 
y 


Fig. 352 Fig. 353 


La limite de la somme (1) relative à toutes les aires Ag; lorsque 
le plus grand diamètre de ces aires tend vers zéro est, par définition, 
une intégrale de surface que l'on désigne par le symbole 


f ff Fn do. 


o 
On a donc, par définition *), 
lim J} Fauto, = | | Fn do. (2) 
Le 


diam Ao;-+0 
Chaque terme de la somme (1) 
Fin; Ac; = F; A; cos (ni, F;) (3) 


admet l'interprétation suivante: ce produit est égal au volume d'un 
cylindre élémentaire de base Ac; et de hauteur F; cos (n;, F';). Si 
F est. la vitesse d'un fluide traversant la surface ø, le produit (3) 
est égal à la quantité de fluide traversant l'élément Ac; en l'unité 
de temps dans la direction du vecteur n; (fig. 352). 


L'expression f f Fn do donne la quantité totale de fluide tra- 
o ; 


*) Si la surface o admet en chaque point un plan tangent. variant continû- 
ment avec P et si la fonction vectorielle F est continue sur cette surface, cette 
limite existe (nous admettrons sans démonstration ce théorème d'existence des 
intégrales de surface). 
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versant en l’unité de temps la surface ø dans le sens positif, F étant 
le vecteur vitesse du fluide au point donné. C'est pourquoi l'inté- 
grale de surface (2) est encore appelée flux du champ vectoriel F à 
travers la surface ©. 


Il résulte de la définition de l'intégrale de surface que si l’on 


découpe la surface o en morceaux 64, O2, . . ., Cp, On aura 
ff Fn do = Y Fndo+ {| Fndo+...+ i) Fn do. 
o 01 O2 


Oh 
Le vecteur unitaire # s'écrit : | 
n = cos (n, x) à + cos (n, y) j + cos (n, 2) k. 


Substituant dans l'intégrale. (2) les expressions des vecteurs F 
et n en fonction de leurs composantes, on obtient: 


| [an do = 9) [X cos (n, x) + Y cos (n, y) + 


+ Z cos (n, z)l do. (2') 
Le produit Ao cos (n, z) est la projection de l'aire Ag sur le plan 
Oxy (fig. 353); on a également pour les autres produits : 
Ao cos (n, x) = AGyz, 
Aocos (n, y) —AGxz; (4) 
Ao cos{n, 2) = AGxy, E 


où AG yz, AOx2: AC xy Sont des projections-de l'aire Ac sur les plans 
de coordonnées correspondants. 


Ceci étant, on écrit encore l'intégrale (2’) sous la forme 


H Fndo=ff {X cos (n, z) + Y cos (2, y) + 
+Z cos (n, 2)] do = ff X dy 424 Y di dr + Z dx dy. (2°) 


§ 6. Calcul des intégrales de surface 


Le calcul d'une intégrale sur une surface gauche se ramène au 
calcul d'une intégrale double sur un domaine plan. 
Indiquons un procédé de calcul de l'intégrale 


f | Z cos (n; z) do. 
o P 
Supposons la surface ø telle que toute droite parallèle à l’axe 
Oz la coupe en un seul point. L'équation de la surface peut être 
mise alors sous la forme 
ZE Í (z, y). 
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. Désignons par D la projection de la surface ø sur le plan Oxy, 
on a (en vertu.de la définition, des intégrales de surface): 


f Z (x, y, 2) cos (n, 2) do = 
# Js i : 
n 
= lim 2 Z (£i, Yis Zi) cos (Ni, J Ac. 
` diam Ac i0; 
Prenant ensuite en dus la dernière formule (4) du $ 5, 
on obtient : 


f Zcos(n,z)do— lim > z (is Yis’ Í (2n, Y:)) (A0 xy): = 


diam âoxy—>0 ii 


=+ lim 3 (žin ve, f (£in Vo) | Axy les 


diam A0-0 : 


la dernière expression étant une somme intégrale pour l'intégrale 
double dé la fonction Z (z, y, f(x, y)) dans le domaine D. Par 
coriséquent, 


K Z cos (n, z) do = + p) Z (z, y, f (xz, y)) dz dy. 


Le signe pu correspond à cos (n, z) > 0 et le signe moins à 
cos (n, z) < 0 
Si la surface o ne satisfait pas à la condition indiquée au début 
de ce paragraphe, on la découpe en morceaux satisfaisant à cette 
condition et on calcule l'intégrale séparément sur chaque morceau. 
On calcule d’une manière analogue les intégrales 


[| X cos (n, 2) do ;. ff Y cos (n, y) do. 


Ainsi se trouve justifiée l'expression d'une intégrale de surface 
sous la forme (2”) du §.5. 

On pourra considérer alors que le second membre de l'égalité (2 ”) 
est une somme d'intégrales doubles sur les projections correspondan- 
tes du domaine 0, les signes de ces intégrales doubles (ou, comme on 
dit encore, les signes des produits dy dz, dx dz, dx dy) étant pris 
conformément à la règle indiquée. 


Exe mp le 1. Considérons une surface fermée o coupée en deux points 
au plus par touig. parallèle à à l'axe Oz. 
Considérons l’ intégrale 


z cos (n, z) do. 
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Nous choisirons comme normale positive la normale extérieure. Nous 
pouvons découper cette surface en deux parties, inférieure:et supérieure, d’équa- 
tions: 


2 = fi (z, y) et z = fa (z; y). 
Désignons par D la projection de © sur le plan Ozy (fig. 354); on a: 


1 z cos (n, 2) do = Y fz (z, y)dz dy— FI fa (x, y) dz dy. 


La seconde intégrale a été affectée du signe moins, car dans l'intégrale de 
surface le produit dx dy pour la surface z = fi (x, y) doit être précédé du signe 
moins, étant donné que cos (n, z) est négatif. 


Fig. 354 ig. 355 


Or, la différence des intégrales.du second membre représente Ie volume 
délimité par la surface o. Donc le volume du corps délimité par la surface fermée 
o est égal à l'intégrale de surface 


r-Î] 2 cos (n, z) do. 


Exemple 2. Une charge électrique positive e placée à l’origine des 
coordonnées crée un champ vectoriel dont la distribution du vecteur Æ est donnée 
en chaque point par la loi de Coulomb:. i 


e 
F=k—r. 
r 


r étant la distance du point considéré à l’origine et 7 le vecteur unitaire du rayon 
vecteur dirigé vers le point considéré (fig. 355) ; x est un facteur constant. 

Calculer le flux du champ de vecteurs à travers une sphère de rayon R 
centrée à l'origine. 


Solution. Considérant que r = R = const, on a’ 


| (r rnda=r | | rn do. ` 
o o 
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Mais la dernière intégrale est égale à l'aire o de la sphère. En effet, le produit 
scaläire rm est constamment égal à l’unité, et il reste 


f f rn do = m, > Tan AOp = ` os 2 AOx=0. 
o SR 
Par conséquent, le flux cherché est l 


‘k 
I= a Lu R? = ärike. 


g 7. Formule de ‘Stokes 


Soit donnée une surface © telle que toute parallèle à Oz la coupe 
en un seul point. Désignons par À sa frontière. La normale positive 
à la surface n sera celle formant avec Oz un angle aigu (fig. 356). 

Soit z = f (z, y) l'équation de la surface. Les cosinus directeurs. 
de T normale à la surface ont pour expression (voir $ 6, chap. IX, 
t. 


_# } 

“cos (n, x) = 
| VTT GT sud 
a 


cos (n, y) = 
Ver 
TES | 


Nous supposerons que dla surface ose trouve tout entière dans 
un domaine spatial V. Soit. donnée dáns V une fonction continue 


X {x, y, z) avec ses dérivées partielles du premier ordre. Considé- 
rons l'intégrale curviligne prise le long du contour À 


f Xe z) dz. ' 


cos {n, 2) = 


On a le long de Àz =f (x, y), x, y étant les coordonnées des points 
de la courbe L, projection de À sur le Lu Oxy (fig. 356). On peut 
écrire, par conséquent, 


| X(:y,9= | tere (2) 
L A 

Cette dernière intégrale est une intégrale curviligne prise le long 

de L. Transformons-la en appliquant la formule de Green, en posant 


X (z, y, F @, y) =F (@, uv, 0=V(e, y). 
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Remplaçant dans la formule de Green X et Ÿ par leurs expres- 
sions, on obtient : 


D L 


le domaine D étant limité par L.. Dérivons la fonction composée 
X (x, y, f (£, y)) par rapport à y: 


OX (z, y, f(x, y) _ 3X (x, y, 2) 
y OOS =a 


OX (z, y, z) ðf (z, y) 
pe a o 


On obtient en substituant l'expression (4) 
dans le premier membre de (3 


aj PAPE 
D 


l ðX (x y, 2) of (z, y) a = 
pettina Hen la ay 


Fig. 356 = | X (x, y, f(x, y)) dz. 
"i | 
Compte tenu de (2), cette dernière égalité s'écrit : 


|x, Y, 2) dr = — —([ dray- (| F dx dy. (5) 
D D 


Les a dernières intégrales se transforment en intégrales de sur- 
face. En effet, il résulte de la formule (2”) du $ 5 qu'on a pour toute 
fonction À (x, y, z) l'égalité 


PEIG y, z) cos (n, z) do = a 


Ceci étant, len; intégrales du second en de (5) se transforment 
comme suit : 


[Far de dy = J) 2 cos (n, z) do, 


il 2x st dz dy = | | 2 pA cos (n, z) do. 
o 


(6) 


Tean la dernière intégrale en appliquant les formules (1) 
du présent paragraphe : on trouve en faisant le quotient de la seconde 
égalité (1) par la troisième: 

cos(n, y) _ . ôf 


cos (n, 2) ôy ? 
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ou si 
ô 
| SL cos (n, z) = — cos (n, y). 
Par conséquent, 
əX ð ôx. : 
(f Po dedy= — || E cos (n, y) do. (7 
D G 


On obtient en substituant les expressions (6) et (7). dans (5):. 


[xi Y, z) dz = IE 2X cos (n, 2) do + 
+ [TE cos (n, y) do. (8) 


Le sens de parcours de À doit être tel qu’un observateur traversé 
des pieds à à la tête par la normale n verrait le contour parcouru dans 
le sens inverse des aiguilles d'une montre. 

La formule (8) est vraie pour toute surface pouvant être découpée 
en deux parties d'équations de la forme z = f (x, y). ` 

Oni obtient d’ une façon analogue les E 


[Ye Y, 2) dy nier 2)+ 7 Y cos (n, à] eu (8°) 
À 


£, Y, 2) dz=. Dr — , do. (8 
i Y, 2) dz Hes Z cos (r, n+< 2 cos (r z) | (8”) 


: Ajoutons membre à membre les égalités (8), (8) et (8”); on 
obtient la formule 


| Xdz+Ydy+Zd=Íf [ (S-S) cos (7, z)+ 
À o 


+ (5 Te Z) cos (2, x) + (= -2 cos (n, y] do. (9) 


C'est la formule de Stokes (mathématicien anglais (1819-1903)). Elle 
permet de transformer une intégrale de surface ø en une intégrale 
curviligne prise sur la frontière À de cette surface, le sens de parcours 
de la frontière étant celui spécifié plus haut. 
Le vecteur B de composantes 
p _ôZ ðY, _ôX_ êZ, _ôY ôx 
Bec y i Pn a Pa à 
est appelé le vecteur tourbillon -ou rotationnel de la fonction vecto- 
rielle F = Xi + Yj + Zk et on l'écrit symboliquement rot F. 
Par conséquent, on peut recopier la formule (9) sous la forme 
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vectorielle 
| rds = | | n rot Fdo, (9°) 
À 


o 


et le théorème de Stokes s'énonce : | , 
La circulation d'un vecteur le long d'un contour fermé limitant une 
surface est égale au flux de son rotationnel à travers cette surface. 


Remarque. Si Ia surface g est un morceau de plan parallèle 
à Oxy, on a Az = 0 et on retrouve la formule de Green comme cas 
particulier de la formule de Stokes. 

Il résulte de la formule (9) que si 


6Y ôx 6Z 4Y = 
a ay T y oT =0, (40) 


l'intégrale curviligne est nulle sur toute courbe gauche fermée À: 


[xdr+ Yay+Zdz=0. (11) 
à 


L'intégrale curviligne ne dépend donc pas de la forme de la courbe 
d'intégration. | 

‘Comme dans le cas d’une courbe plane, on montre que les condi- 
tions mentionnées (10) sont non seulement suffisantes mais aussi 
nécessaires pour avoir l'égalité (11). f 

Ces conditions étant satisfaites, l'expression sous le signe somme 
est la différentielle totale d'une certaine fonction u (x, y, 2): 


X dr + Y dy + Z dz = du (x, y, 2) 


et, par conséquent, 


N) (N) 
f Xds+Ydy+Zdz= | du=u (N)—u(M). 
(M) (M) 


On le démontre comme pour la formule correspondante dans le cas 
d'une fonction de deux variables (voir § 4). 


Exemple 1. Ecrivons les formules fondamentales de la dynamique 
du point matériel 


Ici m est la thase du point 3 X Y, a sont les composantes de la force sollicitant 

E z y . A 
le point; vy = T w= z , V= S les composantes de la vitesse v. Multi- 
plions les deux membres des équations ci-dessus par les expressions 


v, dt = dz, vy dt = dy, vz dt = dz. 
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On obtient en ajoutant membre à membre les égalités données: 
m (vx dx + vy dvy + vz dus) = X dx + Y dy + Z dz; 
j , 
my d(vh+v5+v?)= X dr Y dy+Z dz. 
Comme v+ va + vu, on peut écrire: 
d (3 mu?) ZX dit Y dy} Z dz. 


Calculons les intégrales des deux membres entre deux points M: et. Mo. 
sur la trajectoire: ` i 


i 


1 1 Ma), | 
MS mv? = f Xdzr+Y dy +Z dz, 
Mi) | 


vı et v2 étant les vitesses aux points M, et M2. | 

* Cette dernière égalité traduit le théorème des forces vives: la variation de 
j l'énergie cinétique entre deux points est 
égale au travail de la force agissant sur la 
masse m. 


Exemple 2. Calculer le travail de 
la: force d'attraction ‘newtonienne. d’une 
masse immobile m agissant sur. une -masse 
unité - se, déplaçant. entre deux points 
Mia, bis c4) et. Ma (az bz, c2). 


… Solution.: Prenons l'origine des 
coordonnées au centre attractif. Désignons 
par r le rayon vecteur (fig. 357) mené de 
l’origine au point où se trouve la masse 
unité, et soit 70 le vecteur unitaire de cette 


Fig. 357 


direction. On a alors F= — a r°, k étant 


la constante universelle de gravitation. Les composantes de Æ sur les axes 
sont respectivement 


tsr, l 1 y, 5 i z 
Le travail de la force F sur l'arc MaM, est. | 
(M2) ane (Ms) P Md 
x dz- y dy +2 dz rdr 
A= —km f S cr 0 OU | ee f d (+) 
(M1) (M1) (M1) 


(étant donné que č? = z? + y? + 2, r dr = x dx + y.dy + z dz). Désignant 
par r1 et r2 les longueurs des rayons vecteurs des points M, et Mə, on 
obtient : ' 


A=ki (+ _— f 
re: m 
Par conséquent, ici encore l'intégrale curviligne né dépend pas du che- 


min d'intégration. La fonction u=Ë est appelée le potentiel du champ 
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d'attraction de la masse m. Dans notre cas 


A = u (M2) — u (Mi), 


c'est-à-dire que le travail pour déplacer la masse unité est égal à la différence de 
potentiel entre les points final et initial. 


$ 8. Formule d'Ostrogradsky 


Soit un domaine régulier V de l'espace à trois dimensions, limité 
par une surface fermée o et ayant pour projection sur le plan Oxy 
un domaine régulier D à deux dimensions. Nous supposerons que 
l'on peut partager la surface ø en trois parties 01, O2, 64 de sorte 
que les équations des deux premières s'écrivent 


z = fı (£z, y) et z= f(z, y), 


fı (£, y) et fa (x, y) étant continues dans le domaine D, et la troi- 
sième partie o; étant une surface cylindrique de génératrices: parallè- 
les à l’axe Oz. 

Considérons l'intégrale 


I= | (|E de dy de. 
v 


Intégrons d’abord sur les z: 


HIC La) aa 
D ji, v) k 


= fi Z (x, y, fa(x, y)) dz dy — H Z (x, Y, fı (z, y))dzdy. (4) 
D D 


Définissons sur la surface o la normale positive, dirigée vers 
l'extérieur. Alors cos (n, z) sera positif sur la surface o, et négatif 
sur la surface 0, : il est nul sur la surface c3. 

Les intégrales doubles du second membre de l'égalité (1) sont 
égales aux intégrales de surface correspondantes 


y Z (z, y, f2 (z, y)) dz dy = pf Z (x, y, z) cos (z, 2) do, : (2) 
D 


02 


|| Z, Y, fı (x, y)) dx dy = fiz (x, y, z) (— cos (z, z)) do. 
D o1 


Nous avons écrit dans la dernière-intégrale (—cos (n, z)) parce que 
l'élément d’aire Ao, de o, est lié à l'élément d'aire As du domaine 
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D par la relation As = Ac, [—cos (7, z)], étant donné que l'angle 
(n, z) est obtus 
Ainsi, 


J! f Z (z, y, fa (2, y)) dz dy = 


Saa Y, fı (x, y)).cos (r, 2) do. (2) 


O1 
Substituant (2 et (2) dans (1), on obtient: 
"(0 Z (x, y, 2) 
y 


= f | Z (x, y, 2) cos (n, 2) a+ [| Z, Y, 2) cos (n, z) ao. 


Pour la commodité des calculs à suivre, recopions cette dernière 
égalité en lui ajoutant la quantité f f Z (x, y, Z) cos (n, z) do = 0 


Le 
(on a cos (n, z) = 0 sur o3): 


jf ere W dz dy dz = 
vV 


= [f Z cos (n, z) do + il Z cos (n, 2) do+ || Z cos (n, z) do. 


o2 01 


Or, la somme des intégrales du second membre est égale à l’inté- 
grale sur toute la surface o fermée; par conséquent, 


il 2E dx dy dz = ff Z (x, y, z) cos (7, z) do. 
zZ 
v 6 
On obtient d'une manière analogue les relations : 


(hi Ta dy di = jj Y (x, y, 2) cos (z, y) do, 


f 


Ajoutant membre à membre ces trois dernières égalités, on 


dr 


f 2X ja ae si X (x, y, z) cos (n, x) do. 
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obtient la formule d'Ostrogradsky *) : 


JA (++) dx dy dz = 
v 


= (f (X cos (n, x)+ Y cos (n, y) + Z cos (n, 2)) do. (2) 


Le 
L'expression ++ est appelée la divergence du vecteur 


F = Xi + Yj + Zk 
et on l'écrit div F: 
: ðX ðY , 6Z 
div F= Jz Toy z 
. Indiquons que cette formule est vraie pour tout domaine pouvant 
être partagé en domaines partiels satisfaisant aux conditions men- 
tionnées au début de ce paragraphe. , 
` Donnons une interprétation hydrodynamique de la formule 
établie, 

Supposons que F = Xi + Yj + Zk soit le vecteur vitesse d'un 
fluide traversant le domaine V. L'intégrale de surface dans (2) est 
alors l'intégrale de la projection de F sur la normale extérieure n ; 
elle donne la quantité de fluide sorti du volume V à travers la sur- 
face o pendant l'unité de temps (ou qui y est entré, si l'intégrale 
est négative). Cette quantité s'exprime. au moyen de l'intégrale 
triple de div F. 

Si div F'=0, l'intégrale double sur toute surface feumée est 
nulle, la quantité de fluide entré ou sorti est nulle. Plus précisé- 
ment, la quantité de fluide entré dans le volume donné est égale 
à la quantité de fluide sorti. | 

Sous forme vectorielle, la formule d'Ostrogradsky s'écrit 


| [f div ra = |ù Pn ds (1) 
14 o 


et elle s'énonce: l'intégrale de la divergence d'un champ vectoriel F 
dans un volume est égale au flux du champ vectoriel à travers la surface 
limitant ce volume. 


§ 9. Opérateur hamiltonien et quelques applications 


Soit donnée une fonction u = u (x, y, z). En chaque point du 
domaine où la fonction u (x, y, z) est définie et dérivable, est déter- 


. *) Cette formule (appelée parfois formule d'Ostrogradsky-Gauss) a été 
découverte par le célèbre mathématicien russe M. Ostrogradsky (1801-1861) 
qui l’a publiée en 1828 dans son article « Notes sur la théorie de la chaleur ». 
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miné le gradient: 


gradu= À CPE : (4) 
Parfois le gradient de la fonction u (x, y, z) est désigné ainsi: 
„ôu , „ôu ðu 
Vu= izz tI ay the; (2) 


le.signe V.se lit «nabla» | p 
4. Il est commode d'écrire sous une ‘forme symbolique l'éga- 
lité (2) : 


. Ô . Ô ô , 
wu=(ip ti tkz) (2) 
et de- considérer le Se 


comme un «vecteur symbolique ». Ce vecteur symbolique est appelé 
opérateur hamiltonien ou opérateur nabla (opérateur vV). “Il découle 
des formules (2) et (2) que quand on « multiplie » l'opérateur sym- 
bolique V. par une fonction scalaire u, on obtient le gradient de 
cette fonction : W 
Vu-= grad u. (4) 


2. On peut former le produit scalaire du vecteur: symbolique V 
par le vecteur F = iX + JY + KZ: 


a tatar + tar) a = 


2 x+Š Yta ze + tar 


(voir § E re 


3. Formons le produit vectoriel du vecteur symbolique V par 
le vecteur F — iX + jY + KZ: 


VxF=— (+32 + kr) x (iX + 5 + k2) = 
i j k 


4 ô ô ô ô ð 

|2 © a|; dy dz|_;| ðr © ðs ðy f| 

A a a e a a 

X Y Z Fi 
.(0Z ƏY .(0Z ƏX ðY ðX 
if) lea) w)= 


e Ce Ce D 
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(voir $ 7). Ainsi, 
V xF =rot F. (6) 


Il découle de ce qui vient d'être dit que l'utilisation du vecteur 
symbolique V permet d'exprimer sous une forme très succincte les 
opérations vectorièlles. Considérons encore quelques formules. 

4. Le champ vectoriel F (x, y, z) = iX + JY + KZ est dit 
champ vectoriel potentiel si le vecteur F est le gradient d'une cer- 
taine fonction scalaire u (x, y, 2): 

F = grad u 
ou 
F= ôu 
itj jZ Lx Te 5 
Dans ce cas les projections du vecteur F seront 
ðu ĝu ðu 
X= , = , Z= Əz . 
Ji découle de ces égalités (voir t. A VIII, $ 12): 
0X _0Y ðY ðZ 0X ðZ 


ðy ôx ? ôz ôy * Ôôz oz 


ou 
DX AY y, DE I2 sp «0026 
.ðy ðr —'  0z dy  ? 62 ðr 
-Par. conséquent, pour le vecteur F considéré 
-ot F = 0. 
Nous obtenons ainsi : 
Tot (grad u) = 0. {7) 


En appliquant l'opérateur V, on peut écrire en vertu des for- 
mules (4) et (6) légalité (7) sous la forme: 


(V X Vu) = 0. (7°) 


Utilisant la propriété que lors de la multiplication d'un produit 
vectoriel par un scalaire il suffit de multiplier par ce scalaire l'un 
des facteurs seulement, nous écrirons: 


(V xX Vju = 0. (7°) 


L'opérateur V possède de nouveau les propriétés d’un vecteur 
usuel: le produit vectoriel du vecteur par lui-même est nul. 

Le champ vectoriel F (x, y, z) pour lequel rot F = 0 est dit 
irrotationnel. Il découle de l'égalité (7) que tout champ potentiel 
est irrotationnel. 

L'inverse est vrai également; autrement dit, si un certain champ 
vectoriel F est irrotationnel, il est potentiel. La validité de cette 
affirmation découle des raisonnements conduits à la fin du $ 7. 
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5. Le champ vectoriel F (z, y, z) pour lequel ` 
div F=0, ` 
c'est-à-dire lè champ vectoriel, qui ne recèle pas de sources (voir $8), 
est appelé so/énoïdal ou tubulaire. Démontrons que. 
div (rot F) = 0, (8) 


autrement dit que le champ rôtationnel ne recèle pas de sources. 
En effet, si F=iX + jY + kZ, alors 


roi ( E) ia (E) a (E-H), 


ðy ðz ðz ôx dy 
et c'est pourquoi 
ə [0Z ƏY 8X  8Z\ 
div eot =a (a a) ta nt ur LS 
ô aY ðX i 
taz (= 8x ôy a) =0. 
L'égalité (8) s'écrira à l'aide de l'opérateur V: 


V (V XF) =0. (8) 


La partie gauche de cette égalité peut être considérée comme 
le produit mixte vectoriel-scalaire des trois vecteurs V, V, F dont 
deux sont identiques. Ce produit est évidemment égal à zéro. 

6. Soit donné un champ scalaire u = u (x, y, z). Définissons 
le champ des gradients: 


gradu—i 2z + j% i r t 
Nous trouvons ensuite 
2 ðu að fôu ð /ðu 
div (grad u) = LS E ) a (a) +z (+) 
ou ; 
ĝu 


div (grad u) = 2, se Da a Hg A ' (9) 
Le second membre de cette égalité est noté 
o ðu ĝu ðu 
= pa? t-a ôy? + 9z? ? (10) 


ou symboliquement se : 
; ô ð ô 
| An= er ml “ 
Le symbole 
“Ar i at 77 +a 7a 


est äppel opérateur de Laplace. 
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Par conséquent, l'égalité (9) peut P 
div (grad u) = (11) 
À l’aide de l'opérateur V À 7: ee sous la forme 
(VVu) = c.-à-d.. A = V’, (11°) 
Notons que l'équation Se LE 
FE + y? er dZ — (12) 
ou 
Au = 0 (12°) 
est appelée équation de Laplace. Les fonctions vérifiant l'équation 
de Laplace sont appelées fonctions harmoniques. 
| Exercices 
Calculer les intégrales curvilignes suivantes: 
LE fo dz + 2zy dy sur le cercle z = a cost, y = a šin t. Rép. 0. 


2. f y dx — zdy sur lellipse z = a cost, y = b sin t. Rép. —2nab. 


y , DE us 

3. En TE F —; z dr — A+ dy sur un cercle centré à l’origine. Rép. 0. 

4. pere y dr + x dy 
RER 2 


5. Jus as+ xz dy + zy dz sur l'hélice x = a cost, y = a sin t, z = kt, t 


sur la droite y=z de z=1 à z—2. Rép. Log 2. 


variant entre 0 et 2x. Rép. 0. 
6. \ x dy — y dx sur l'hypocycloïde z = a cos? t, y = a sin. Rép. c na? 
(le double de l'aire limitée par la courbe). 


7. [ea y dæ étendue à la boucle du folium de Descartes en ‚y= 
2 
-ii . Rép. 3a? (le double de laire limitée par la boucle). 


xz dy — y dx sur la courbe z = a (t — sin t), y = a (1 — cost) (0 < 


t < 2x). Rép. —6xa? (le double de l’aire comprise entre un arc de la cycloïde 
r axe Oz). 
Démontrer que: 
9. grad (cp) = c grad ọp, où c est constant. 
10. grad (ap + cap) = c, grad p + cz grad p, où c-et cz sont constants. 
11. grad (pp) = p grad Ÿ + p grad ọ. 


12. Calculer grad r, grad r?, grad a grad f(r), où r= VF yF zZ. 


8. 
< 
et 


Rép. À; 2r; -5i roS. 
13. Démontrer que div (4 + B) = div A + div B. 
14. Calculer div 7, où r = zi + yj + zk. Rép. 3. 


15. Calculer div da où A est une fonction vectorielle et pọ une fonction sca- 
laire. Rép. iv À + (grad p4). 


272 INTÉGRALES CURVILIGNES ET INTÉGRALES DE SURFACE [CH. XV 


16. Calculer div (rc), où e est un vecteur constant. Rép. cet 4 


17. Calculer div. B (rA). Rép. AB. 

Démontrer que: 
18. rot (c 43 + ca 4) = q rot 4 1+ ca rot Ay, où ciet cz sont des constantes. 
19: rot (Ac) = grad 4 X c, où c est un vecteur constant. 
20. rot rot Æ = grad div A—AA. 
21. A X grad @= rot (p4). 


Intégrales de surface 


22. Montrer que SE cos (nz) do = 0, n étant la normale à la surface fermée o. 


23. Trouver le moment d'inertie d'un segment sphérique d'équation z? + 
+ y? + À = R? coupé par le plan z = H par rapport à l'axe Oz. Rép. 


ca (2R? — 3R?H + H?). 


24. Trouver le moment d'inertie de la portion du paraboloïde de. révolution 
z? + y? = 2ez coupée par le plan z= c par rapport à l'axe Oz. Rép. 


6V3+1 
4rct B 


25. Calculer les coordonnées du centre.de gravité de-la partie de la surface 


2 
conique x? + y? = Re coupée par le plan z = H. Rép. 0; 0; 2x. 


26. Calculer des coordonnées du centre de gravité du segment de surface 


sphérique a+ y? + = RAR? coupé. par “le plan z= H. Rép. Q 0, i À. 


27. Calculer f f {x cos (nz) + y cos (ny) + z cos (nz)] do sur une surface 


fermée. Rép. 3V, V étant le volume intérieur à la surface o. 
28. Calculer j [ zdz dy, où S désigne le côté extérieur. de la sphère z? + 
E 4 
+ y2 + z2 = R?. Rép. gT. 


29. Calculer f f 22 dy dz + y? dz dx + z? dz dy, où S est le côté extérieur de 
4 ts" i : 
la surface de la sphère z? + y? + 2 = R?. Rép. nR4. 
30. Calculer f | Var yèds, où S désigne la surfäce latérale du cône 
So n ea 
2 One? V a2 4-02 
SH o, OLz<b. Rép. HS 


31. A l’aide de la formule de Stokes transformer l'intégrale fv dz + zdy+ 
L 


+zdz. Rép. — f f | (cos a+ cos BL cos y) ds. 
S 3 
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Trouver les intégrales curvilignes directement et en appliquant la formule 
de Stokes: 


32. f (O + 2) dz + (z+ x) dy + (z+ y) dz où L est le cercle 22+ y? -+ 
L 


+= a, s+ y+z=0. Rép. 0. 


nRe 
33. f 22y8 dx + dy + z dz, où L est un cercle z2- y2? = R?, z=0. Rép. — CE 
L 


Appliquant la formule d’Ostrogradsky, transformer les intégrales de sur- 
face en intégrales de volume: 


34. f f t cosa + y cos B + z cos y) ds. Rép. f {f 3az ay az = 3v. 
S vV 


35. f | (22+ y? + 2) (dy dz + de dz + de dy). Rép. 2 f f | PR 
S yV 
-+ z) dz dy dz. 


36. [f zy dx dy + yz dy dz + zx dz dx. Rép. 0. 
S 


ou (2 a2 
ar. [ [+ dy a++ D de deg dx dy. Rép. | JS trt Tr) x 
S 
x dz dy dz. 


Appliquant la formule d'Ostrogradsky calculer les intégrales suivantes : 


38. jj (z cos œ+ y cos B+ z cos y)ds, où S est la surface de Pellipsoïde 
8 


y 
FA ne Rép. 4xabc. 


39. f ff (z3 cos à + y3 cos B+z8 cos y) ds, où S est la surface de la sphère 
à i 


z?4 y2+22= R?. Rép. 2 nps, 
z? y2 
40. l f x? dy dr + y? dz dr +2? dz dy, où S est la surface du cône zy H72 
s 
z2 , nab? 
— =l (0<z<b). Rép. E 


4i. | | x dy dz+y dx dz+ zdz dy, où S est la surface du cylindre z24-y2= a?, 
S 


—H <z <H. Rép. 3n a2H. 
42. Démontrer l'identité | | (2t) à ds, où C'est] 
. Démontrer l'identité (5 z ay ) z dy= | -p ds, où Cest le con- 
D C 


tour limitant le domaine D et du. la dérivée selon la normale exté- 


on 
rieure. 
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Solution. 
[f (5% + = ) a dy= | —Y dz+X av= 
R C 
= f [—Ycos (s, z)+X sin (s, x)] ds, 
(A 


où (s, x) est l'angle entre la tangente au contour C et l'axe Ox. Si l’on désigne 
par (n, x) langle entre la normale et Oz, on a sin (s, x) = cos (n, x), 


cos (s, z) = — sin (n, x). Par conséquent, 
ôx əy S 
(Sn) dx dy = \ [X cos (n, x)+Y sin (n, x)] ds. 
D C 
ĝu ðu g 
Posant X Hir! r= , on obtient : 


Ou , Ou ĝu ðu . 
f | (Star) dz dy = f ($E cos (n, 2) +5 Sin (n, =) ds 
D 


du  @u ôu 
f | (Satar) dz dy = | Zn 2 
D. C 
43. Etablir l'identité (appelée formule de Green) 


f f f (v Au—u Av) dz dy a=| f (vu 22) do, 
vV o 


u et v étant des fonctions continues et ayant des dérivées du second ordre conti- 
nues dans le domaine D. 
Les symboles Au et Av représentent : 
u Ou _ u dv — ðv 02% 
Au= ga tas ton, NE Get ot on 


ou 


Solution. Dans la formule 
ðX ðY GYA 
f f Î (++) dz dy dz= 
V 


T 


=Í f [X cos (n, z)+Y cos (n, y)+ Z cos (n, z)] do 


o 
posons 
X=vu; — UV, 
Y=vu,,— UV» 
n nr 
Z=vu, —wv;. 
On a 


ðX aY ôZ ` 4 E x N 5 
Er + RTE + vu t uz) —u (Vix t 0, H Vz) = vAu — utv, 


X cos (n, z)-++Y cos (n, y)+Z cos (n, z)= 
=v (u; cos (n, x)+u; cos (n, y)+ u; cos (n, z))—u (v; cos (n, z)+ 


pag ôu ðv 
+v; cos (n, y) +v; cos (r, =v zn Un . 
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Par conséquent, 


ð 
| f | (v Au— u Av) dz dy dz= | f (ftu) do. 
o 


YV 
.( ôu 
| f [aude ay as | | 5e a, 
(o 


44. Etablir l'identité 
V 


R du du ðu 
ù Au= a t gy T aE 
Solution. Posons dans la formule de Green, établie dans l'exemple 
précédent, v = 4. Alors Av = 0 et l'identité est démontrée. 
45. Si u (x, y, z) est une fonction harmonique dans un certain domaine, 
c’est-à-dire une fonction telle qu’en chaque point de ce domaine est vérifiée 
l'équation de Laplace A 3 
. ĝu ĝu u 
ôx? + ay? + ĝ22 =0, 


on a sur toute surface fermée © 
ðu 
f f ŽE do=0. 
o 


Solution. Cela résulte directement de la formule du problème 44. 
46. Soit u (z, y, z) une fonction harmonique dans un domaine V et considé- 


rons dans V une sphère o de centre M (x, y1, z4) et de rayon R. Montrer que 


1 
u (£1, Va A) RE f | u do. 
5 
Solution. Considérons le domaine Q limité par les deux sphères o, 


o de rayons R et p (P < R), de centres au point M (x, Y1, 4). Appliquons 
à ce domaine la formule de Green du problème 43, où sera la fonction 
indiquée ci-dessus et v la fonction 


4 1 


EE € 


4 2 2 
On s'assure directement en dérivant et en substituant que TRE 


82v z 
+ Fr 0. Par conséquent, 


1 
jJ 
1 ðu r 
ff (2 on —u In lesi 


+6 


1 (ra as ff en a E 


= o 


ou 


Sur les surfaces © et o la quantité _ est constante (© et eH et on peut 
la sortir de sous le signe d'intégration. En vertu du résultat établi dans 
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le problème 45: 


Par conséquent, 


ôn . ôn 
g ü 
mais 
AY 4 
Aa 40) 4 
ôR dr  rà 
Donc 
1 1 
TESE 
g ü 
ou g 
aff udo=-r || u do. (1) 
+ 5 
Appliquons le théorème de la moyenne à l'intégrale de gauche : 
1 u M 
fa [Tu o 
no o 


où u (Ẹ, n, €) est un point sur la surface. de la sphère de rayon p et de centre au 
point M (z3, ya, 2). ; i 
Faisons tendre p vers zéro; alors u (Ẹ, n, b) —> u (x, Y1, z): 


k 1 í _ 4np? 
p f f do = p? = 4n. 
ë © 
Donc, lorsque p 0, on obtient : 


-r ff u do —> u (£1, Y4, Z4) 4. 
ü 


En outre, étant donné que le second membre de l'égalité (1) ne dépend pas 
de p, lorsque p — 0, on obtient en définitive: 


1 
CRT f f u do =4nu (z1, Y1, Z4) 
6 
ou 


4 
u (21, Vi 4) RT f { u do. i 
A 
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SÉRIES 


$ 1. Série. Somme d'une série 


Définition 1. Soit donnée une suite numérique infinie *) 


i Ug, U2, U3, e. o3 Uny =» 
L'expression 


u +H uz + us t... Funt... 


(1) 


est appelée une série numérique, les nombres w4, Ug, . . ., Un, . .. 


sont les termes de la série. 


Définition 2. La somme des n premiers termes de 
série est appelée somme partielle Sp : 


Sn = Ua + Ug +... + Un. 


Considérons les sommes partielles : 


la 


S1 = Uj, 


S2 


U, + Wo, 
S3 = U + Uz + Us, 


= u; + U + ug +... FH Un 
Si Ia limite suivante existe et est finie: 


s = lim s,, 
N-00 


on l'appelle la somme de la série (1) et on dit que la série converge. 
Si Jim Sn n'existe pas (par exemple, Sn —> 00 lorsque n => o0), 


on dit que la série (1) diverge et qu ’elle n'a pas de somme. 


*) On dit qu’une suite est donnée lorsqu'on connaît la loi permettant 


de calculer tout terme un, une fois donné n. 
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Exemple. Considérons la- série 
a+ aq + aœ + ... p agp... (2) 


C'est une progression géométrique de premier terme a et de raison g (a  O). 
La somme des n premiers termes de la progression géométrique (lorsque 
q = 1) est égale à 


a— aq? 
=y 
ou 
a aq” 
Sn = -~ — A. 
PE Ag 1q 
1) Si |g|< 1, gt+0 lorsque n —+ co et, par conséquent, 
lim s„=lim ( a 5) rr 
N—00 n0 1—q i—q i—q 


Ainsi, lorsque | q]< 1, la série (2) converge et sa somme est 


T a 
Sr 
A a— ag? 
2) Si lg1>1, [gt |-> œ lorsque n— œ et ER a co lorsgue 
n—+ 00, C ‘est-à-dire que lim s, n'existe pas. Ainsi, lorsque | ql >í, la série 


n= 
(2) diverge. 
3) Si q = 4, la série (2) s'écrit 


apapap. 


Sn = na, lim s, = œ, 
n> 


Par conséquent, 


la série diverge. 
4) Si g = —1, la série (2) s'écrit 
a—ata—a+.. 
et ` 
0 si z est pair 


Sn = Fe . . … TR 
a si n est impair. 


Sn n’a pas de limite, la série diverge. 
Ainsi, la progression géométrique (de premier ‘terme non nul) converge si, 
et seulement si, sa raison est plus petite que l'unité en valeur absolue. 


Théorème 1. Si la série obtenue en supprimant dans (1) 
plusieurs termes converge, la série proposée converge également. 

Réciproquement, si la série proposée converge, la série obtenue en 
supprimant plusieurs termes converge également. 

En d’autres termes; on n'affecte pas le caractère de la convergence 
d'une série en y supprimant un nombre fini de termes. 


Démonstration. Soient s, la somme des n premiers 
termes de la série (1), cp la somme des k termes ‘supprimés (notons 
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que si n est suffisamment grand, tous les termes rejetés sont compris 

dans la somme s,) et soit encore op- la somme des termes de la 
n n-k 

série entrant dans s, mais non pas dans c}. On a | 


Sn = Ck F On-h 
cą étant un nombre constant ne dépendant pas de n. 
Il résulte de cette dernière relation que si lim o,, existe, alors 


n-o 
lim s, existe aussi; si Jim Sn existe, il en est de même de lim 6,-», 
n> Nn-+oo 
ce qui démontre le théorème. 


Pour terminer ce paragraphe, indiquons deux propriétés élémen- 
taires des séries. 


Théorème 2. Si la série 


da +a +... (3) 
converge et si sa somme est s, la série 
ca, + caz +... (4) 


où c est un nombre arbitraire fixe, converge aussi et sa somme est cs. 


Démonstration. Soient s, et ©, respectivement les 
sommes partielles de (3) et (4). On a 


On = +...+ Can = c (a, +... + a) = Sn 
[ en résulte que la limite de la somme partielle o, de (4) existe, car 


lim on = lim (esn) = c lim sn = cs. 
noo N—>00 N-00 


Ainsi, la série (4) converge et sa somme est cs. 


Théorème 3. Si les séries 


n a +a +... (5) 
bi tbat... (6) 

convergent et ont pour sommes s ets, les séries 
n (as + bi) + (ar + b) H... (7) 
(a1 — bı) + (az — b) +... (8) 


convergent également et ont pour sommes s + s et s — s. 


Démonstration. Montrons la convergence de la série (7). 
Désignons sa somme partielle d'indice n par o, et les sommes par- 
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tielles de (5) et (6) respectivement par Sr et Sn; on a 
On = (ai + bi) +... + (an + bn) = 
= (+... + an) + (bi +. + bn) = Sn + Sn 


Passant dans cette égalité à la limite lorsque n—> œ, on a 


lim on= lim (sp +57) = limss+lims,—5+5. 


n-+00 noo . Nn—>00 no 


Ainsi, la série (7) converge et elle a pour somme s + s. 

On démontre d'une manière analogue que la série (8) converge 
aussi et qu'elle a pour somme s — s. 

On dit que les séries (7) et (8) ont été obtenues en ajoutant ou 
soustrayant terme à terme les séries (5) et (6). 


§ 2. Condition nécessaire de. convergence d’une série 


Lorsqu'on étudie une série, l’une des questions fondamentales 
est celle de la convergence ou de la divergence de cette série. Nous 
établirons plus bas des critères suffisants qui résolvent cette question. 
Nous nous proposons maintenant d'établir un critère nécessaire de 
convergence. 


Théorème. Si une série converge, son terme général u, tend 
vers zéro lorsque n tend vers l'infini. 


Démonstrati o n. Supposons que la série 


u, + ug + us +... Hu +... 
converge, c'est-à-dire que l'on ait l'égalité 


lim s =s, 

n-o | 
où s est la somme de la série (un nombre fini fixe); mais on a alors 
également l'égalité 

lim Sn-1 =S, 

N-=+00 
car n et (n — 1) tendent vers l'infini en même temps. Retranchons 
terme à terme la seconde égalité de la première, on obtient : 


lim sn— lim Sn- =0 


n-»o0 n00 
ou 
lim (sn—Sn-1) =0. 
. +00 
Or, 


Sn — Sn-1 — Un. 
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Donc 
lim Un = 0, 
N—>00 


c.q.f.d. 
Corollaire. Si le terme général u, d'une série ne tend pas 
vers zéro lorsque n — oo, la série diverge. 


Exemple. La série 
1 2 3 | n 
Teg rr rot es 
diverge, car 
; à 1 
lim u,= lim (zr) Re: 
no 7 now N 2241 ON 
Soulignons que le critère examiné donne une condition néces- 
saire, mais non suffisante, c'est-à-dire qu'une série peut très bien 
diverger bien que son n-ième terme tende vers zéro. 
Ainsi; la série suivante, dite série harmonique 


1 1 4 ES | 
RE me 7 ve e tite 
diverge bien que 
lim un = lim +=0. 
N—>00 N—>00 
Pour le démontrer, recopions un plus grand nombre de termes 


de la série harmonique : 
dririripigssirse 
=~ —— 
LE tte tétéætaætét+.. 0 
Lan — 
Ecrivons encore la série auxiliaire 


PEEN Pt 
LEE EEE Het 
{a AL 1 1 1 À 
+i tetet ta t i t tet eT 
16 termes 
1 Ve 
Late hat (2) 


On construit la série (2) comme suit: son premier terme est égal 
a gt es | os , À à 
à 1, le second à — , le troisième et le quatrième à TZ les quatre sui- 
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à 1 


, les huit suivants à — 


TE les 16 suivants à 


vants sont égaux 


etc. 


Désignons par sf” la somme des n premiers termes de la série 
harmonique (1) et par s? la somme des nz premiers termes de la 
série (2). 

Comme chaque terme de la série (1) est plus grand que le terme 
correspondant de la série (2) ou lui est égal, on a pour n > 2 


sa st), (3) 


Calculons les sommes partielles de la série (2) pour les valeurs 
de n égales à 21, 2?, 28, 24, 25: 


1 
32 ? 


s=1++=1+ie, 
s=1+7+(7 7 = +142 
ae EE (tte etes 
se=1+4+ (itt) t (it-t) 
4 termes 
+++) ita. 
siens 
mnt (EE) + (he) + 
KORON EPEE 
eue ` 46 termes 


on calcule de la même manière s6—1+6., s,n = 1 +7: = et, en 


général, s= 1+ k. 5 
Par conséquent, les sommes partielles de la série (2) peuvent 


être supérieures à tout nombre positif en prenant k suffisamment 
grand, c’est-à-dire que 


mais il résulte alors de la relation (3) que 


lim 54) = oo, 


N-00 


c'est-à-dire que la série harmonique (1) diverge. 
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$ 3. Comparaison des séries à termes positifs 
Soient deux séries à termes positifs 
u + us Hua se +Huint..n (1) 
D H Vo + Va +... Lu, +... (2) 
Nous avons les théorèmes suivants. 


_ Théorème 1. Si les termes de la série (1) ne sont pas supé- 
rieurs aux termes correspondants de la série (2), c'est-à-dire que 


Un LUn (n=1,2,...), (3) 
et si (2) converge, la série (1) converge aussi. 


Démonstration. Désignons par s, et o, les sommes par- 
tielles de la première et de la deuxième série: 


n Nn 
Sn = > Ui, On= Div. 
i=i i=i 


Il résulte de la condition (3) que 
Sn S On- (4) 
Comme la série (2) converge, ses sommes partielles ont des limites 


lim op = ©. 


noo 


Les termes des séries (1) et (2) étant positifs, on a o, < o, et, 
en vertu de l'inégalité (4), 
Sn <O. 


Ainsi, nous avons démontré que les sommes partielles s, sont bor- 
nées. Notons que, lorsque z croît, la somme partielle s, croît, et il 
résulte du fait que la suite des sommes partielles est bornée et croît 
qu'elle a une limite *) 

lim sn =s, 

n-o 
et, évidemment, 

sxo. 


Le théorème 1 permet de sé prononcer sur la nature de certaines 
séries. 


*) Pour se convaincre que la variable s, a une limite, rappelons-nous un 
critère d'existence de la limite d’une suite (voir théorème 7, $ 5, chap II, t.I): 
« une variable bornée et croissante a une limite ». Dans notre cas, la suite des 
sommes s, est: bornée et croît, donc elle a une limite, la série converge. 
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Exemple 1. La série 
A E E. 
Itata tat ee tate 


converge, étant donné que ses termes sont plus petits que les termes corres- 
. pondants de la série 


1 1 4 1 . 
1+ tatart Harte 


; à ; ë x i ta : EA 
qui est une progression géométrique de raison, zà partir du deuxième terme. 


Sa somme cst 15 . En vertu du théorème 1, la série proposée converge 


donc, et sa somme est plus petite que 1 a 
‘Théorème 2. Si les termes de la série (1) ne sont pas inférieurs 
aux termes correspondants de la série (2), c'est-à-dire que si 
Un > Uni (5) 
et si la série (2) diverge, la série (1) diverge également. 
Démonstration. Il résulte de la condition (5) que 
Sn > On- (6) 
Comme les termes de la série (2) sont positifs, sa somme partielle 
On croît avec n, et comme elle diverge, 


lim 6, = co. 
n> 


Mais alors, en vertu de l'inégalité (6), 
lim Sn = CO, 

; n-»00 

la série (1) diverge. 
Exemple 2. La série 
TRS nu 

diverge, car, à partir du second, ses termes sont supérieurs aux termes cor- 
respondants de la série harmonique 


LS Ek ÿ L. 
Lt +++, 
dont on sait qu'elle diverge. 
Remarque 1. Les deux critères que l'on:vient de donner 


(théorèmes 1 et 2) ne sont légitimes que pour les séries à termes 
positifs. Ils restent en vigueur lorsqu'il manque plusieurs termes 
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dans l’une ou l'autre série. Toutefois, ces critères ne sont plus vrais 
si l’une quelconque des séries possède des termes négatifs. 


Remarque 2. Les théorèmes 1 et 2 sont également vrais 
lorsque les inégalités (3) ou (6) commencent à être vérifiées seulement 
pour n >N et non pas pour tous les z = 1, 2, 3, ... 


§ 4. Règle de d'Alembert 


Théorème (règle de d'Alembert). Si dans une 
série à termes positifs 


U, + Uz +H ug H .ees +un +. (1) 
lerapport ee 1 a une limite finie l lorsque n —> œ : 
lim 2+ — 
bem Un fi (2) 


1) la série converge lorsque 1 < 1, 
2) la série diverge lorsque 11 
(si l = 1, on ne peut rien dire). 


Démonstration. 1) Soit L< 1. Considérons le nombre 
q tel que L< g< 1 (fig. 358). | 


CT 


Fig. 358 


Il résulte de la définition des limites et de la relation (2) que 
l'on a pour tous les z à partir d’un certain numéro N, c’est-à-dire 
pour n > N, l'inégalité 


Un+1 r 
A A (2°) 


Hnt tend vers la limite Z, on peut 
n 


et le nombre Z (à partir d’un certain N) 


inférieure en valeur absolue à tout nombre positif, en particulier 


à q — l, c'est-à-dire que 


En effet, comme la quantité 


sppr u. 
rendre la différence entre 72+ 


Un + 
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Cette dernière inégalité entraîne (2). Ecrivons cette inégalité 
pour divers n à partir de N: 
Un < Jun, 
Uns < lyy < PUn, (3) 
Un+s < guy < Uy, | 


` 


Considérons à présent les deux séries 


U, + uz + us +... + un + Uyn + Unte t.. (1) 

un + Uy + dun +... (1) 

(1°) est une progression géométrique de raison positive q < 1. 

Donc elle converge. Les termes de la série (4) sont, à partir de u y+1, 
Li Li n 


Fig. 359 
inférieurs aux termes de la série (41'). Il résulte du théorème 1, § 3 
et du théorème 1, $ 1 que la série (1) converge. 
2) Soit 1 > 1. 
Il résulte de lim “# = 1 (1 œ 1) que, à partir d'un certain 


noo Un 


numéro W, c'est-à-dire pour n > N, on a l'inégalité 
Un+1 
i >1 


(fig. 359) ou Un+,ı > Un pour tous les n > N. Mais cela veut dire 
que les termes de la série croissent à partir de l'indice V + 1, donc 
le terme général ne tend pas vers zéro. La série diverge. 


Remarque 1. La série diverge également dans le cas où 


% u x . U ` A 
lim =+ = oo. En effet, si lim ++ = œo, on a, à partir d’un cer- 
n= n N-+00 n 


tain numéro n= N, l'inégalité “#14, ou encore Uny >> Un- 
Un 


Exemple 1. Etudier la nature de la série 
1 1 4 
LE Pas e PA. er de 
Solution. Ona 


1 1 | 
=D on nl? AST... nath  m+Dl! 
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Par conséquent, 


, >> f 
lim —2# — lim 
no Un n= 


1 
Fi =0< 1. 
La série converge. 
Exemple 2. Etudier la nature de la série 
1 es res Re LT +. 


Solution. On a ici 


2n Qn+1 . Un+i n 


n=- p UnA Tu er nl 
lim #1 lim 2? =2>1. 
No Un no +i > 


La série diverge, d’ailleurs son terme général u„ tend vers l'infini. 


Remarque 2. La règle de d'Alembert permet de voir si une 


r e egs ` : u; g 
série positive converge seulement dans le cas où lim Z* existe 
© No ‘A 


et est différente de 1. Si cette limite n'existe pas ou si lim =H = 1, 
noo 


la règle de d'Alembert ne permet pas de conclure que la série con- 
verge ou qu'elle diverge, car elle peut alors aussi bien converger 
que diverger. 


Pour déterminer la nature d’une telle série, on aura recours 
à un autre critère. 


Remarque 3. Si limt n 1—1 et que le rapport it soit 
plus grand que l'unité “pour des n suffisamment grands, la série 
diverge. En effet, si + Hert > 1, alors Un >> Un et le terme général 
ne tend pas vers zéro A n —- o. 

Ilustrons ce qui a été dit par des exemples. 


Exemple 3. Etudier la convergence de la série 


1,2,3 n 
Dale eo tyy 


Solution. Ona 


lim r+ Jim n+ 2 -lim n2+2n+1 _ 
no Un n-+o0 no nè+2n 
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La série diverge, car “> 1 pour tous les n: 
Uny _ R+2n+1 
ün n2+2n >14. 
Exemple 4. Appliquons la règle de d'Alembert à la série harmonique 


Herea o 


1 1 7 
On a Un = >) EH et, par conséquent, 


no Un no nti 


Par conséquent, la règle de d'Alembert ne permet de rien dire sur la convergence 
ou la divergence de la série harmonique. Mais on a établi autrement que cette 
série diverge. 

Exemple 5. Etudier la convergence de la série 

4. 1 1. … À 
Tatas trate trary te 
Solution. On a. 
gaba i 

n nnt) RAT nI +2 ? 


lim + — li n (n41) = lim Z =1. 
noo Un noo MFI MHI) nro REZ 


u 


La règlede d'Alembert ne donne rien. Mais on peut démontrer que cette : 
série converge par d'autres considérations. En effet, 


et l'on peut recopier la série donnée sous la forme 
1 1 1 1 1 1 SeS 1 
aille 


Réduisant les termes semblables, on obtient l'expression de la somme 
partielle sp : 


ie, 
nti’ 


Sn=1— 
Par conséquent, 


lim s,= lim (1) =1 


n-oa noo 


La série converge et sa somme est égale à 1. 
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$ 5. Règle de Cauchy 
Théorème (règle de Cauch y). Etant donnée la série 
Us F Ug Fust.. Hint.. (4) 
à termes positifs, si la quantité ÿ/ u, a une limite finie l lorsque n —> co, 


c'est-à-dire si lon a 
lim y unr=1, 


no 


1) la série converge si L< íi 
2) la série diverge si l>1. 


Démonstration. 1) Soit l< 1. Soit q un nombre tel 


que líg <1. 
On aura à partir d'un certain n = N 


|y un—=i|<g—l; 
ua 


Un <q" 


il en résulte que 


ou bien 


pour tous les n > N. 
Considérons à présent les deux séries: 


Us + uz + us +... + un + uns + unte +... (2) 
g se gP (2°) 


La série (1’) converge, car ses termes forment une progression 
géométrique décroissante. Les termes de la série (1) sont, à partir de 
u y, inférieurs aux termes respectifs de (1°). Donc la série (4) converge. 

2) Supposons l? => 1. On aura à partir d’un certain n = N 


Vim >1 


Un > 4. 


ou bien 


La série diverge évidemment. 


Exemple. Etudier la convergence de la série 
1 2 \2 3 13 n yn 
THE) HOT) +4) 
Solution. Appliquons la Le de Le 
: 1 
l = Vl slm ieai: 
ipeni V a) ar 


La série converge. 


290 SÉRIES ICH. XVI 


Remarque. Comme pour la règle de d'Alembert, le cas où 
lim V'Un=i=1 
noo 


exige une étude particulière. La série peut alors aussi bien conver- 
ger que diverger. Ainsi, pour la série harmonique (qui, comme on 
le sait, diverge) 


An 
Pour s’en assurer, montrons que lim Log y +=0. En effet, 


N-00 
n 4 — 
lim Log y = lim=L08r , 
N-00 n A—+00 n 


Le numérateur et le dénominateur de cette fraction tendent vers 
linfini. Appliquons la règle de L'Hospital : 


1 
DES z atiz 
lim Log y- = lim HEr — lim — =0. 
n->+00 no ñn->00 


nfA ML AT 
Ainsi, Log V- — 0, mais alors = — 1, c'est-à-dire que 


lim y+- 1. 


ñn—>00 


Il en est de même de la série 


1 1 1 4 
itatgt. e tte 


pour laquelle 


aee n fa nS nf 
lim Vn = lim y = lim y + y4 =1. 
n—»o0 n-o 


1-00 


Mais cette série converge, car, à partir du second, ses termes sont 
inférieurs à ceux de la série convergente 


1 1 1 
te Pos to taar ti 


ivoir exemple 5, $ 4). 


$ 6. Comparaison avec une intégrale 


` 


Théorème. Soit la série à termes positifs non croissants 


u + us +t ust... un He. (1) 
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c'est-à-dire 


Ui © Ug S Uz È.. (1) 
et soit f (x) une fonction continue non croissante telle que 
F S= u; fO) Su; ~.. f(n) = un. (2) 


On peut alors affirmer que: 
4) si l'intégrale 


f f(x) dx 


converge (voir § 7, chap. XI, t. I), la série (1) converge également; 
2) si l'intégrale diverge, la série (1) diverge. 


Fig. 360 


Démonstration. Représentons les termes de la série 
AR en reportant sur l’axe des abscisses les numéros 
des termes 1, 2, 3, nın +i, . et verticalement leurs valeurs 
Ui, U2, . <- Un, . | (fig. _360). 

Construisons sur la même figure le graphique de la fonction 
non croissante 

y = f(x) 


satisfaisant à la condition (2). 

On remarque sur la figure 360 que le premier rectangle construit 
a pour base 1 et pour hauteur f (1) = 4. L'aire de ce rectangle est 
donc u1. L'aire du second rectangle est us, etc., et l'aire du n-ième 
et dernier rectangle construit est up. La somme des aires des rectan- 
gles construits est égale à la somme s, des n premiers termes de la 
série. Par ailleurs, la figure en escalier formée par ces rectangles 
contient le domaine limité par la courbe y = f (x) et es droites 

N 


= 1,z = n + 1,y = 0; l'aire de ce domaine est égale à Î f(x) dx. 
i 
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Par conséquent, 
- n+1 
>. | f (2) de. (3) 
e 1. mi à 9 7 
Considérons maintenant la figure 361. Ici, le premier rectangle 
construit a pour hauteur us et son aire est aussiv,. L'aire du second 
rectangle est u:, etc. L'aire du dernier rectangle construit est Unti: 
Par conséquent, laire de tous les rectangles construits est égale à la 
somme des (n + 1) premiers termes de la série moins le premier, soit 
Sn+1 — Ui. Par ailleurs, comme il est facile de le voir, la figure en 
escalier formée par ces rectangles est comprise dans le. trapèze cur- 
viligné formé par la courbe y = f (2) et les droites ž: Re 4, zen T 4; 


y = 0. L'aire de ce trapèze curviligne est die à | f (x) de Dii 


1 
n+1 


Snu < | j(a)dr, 
1 | 
d'où. | 
rt A 
siu < | (0) dr tu. (4) 
1 i i 


Considérons maintenant les deux cas. 
1: Supposons que a. f (x) dx converge, c’est-à-dire 
at T tt i: s: E $ 


qü ’elle ait une valeur finie. 
< Comme ` 


nti. 
i f(x) die [red 


on a, en vertu de l'inégalité (4), 
Sn Ba <} f (2) detu | 


c 'est-à-dire que. la somme ‘partielle Sn est limitée. quel que soit. n. 

Or, elle croît, avéc n, car tous les Un sont, positifs. Donc Sn à une 

limite finie lorsque | no . L 
lim Sn = S, 


la série converge, 
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co 


2. Supposons ensuite que | f (x) dx = œ. Cela veut dire que 
n+1 


| f (x) dx croît indéfiniment avec n. Mais alors, en vertu de l’iné- 


1 . 
galité (3), s, croît aussi indéfiniment avec n, c'est-à-dire que la 
série diverge. 

Le théorème est donc complètement démontré. 


Remarque. Le théorème reste aussi légitime si les iné- 


galités (1°) sont vérifiées seulement à partir d'un certain N. 


Exemple. Etudier la convergence de la série 
1 1 1 1 
pitt tot... 


Solution. Comparons avec l'intégrale de la fonction 


1 
f(a) =) 
qui satisfait à toutes les conditions du théorème. Considérons l'intégrale 
N 1 xl-P Le g (Ni-P —1) pour p Æ 1. 
| de FA? h 1? | 
. zP E N 
À Logz | = Log N pour p=1. 


Faisons tendre N vers l'infini et étudions la convergence de l'intégrale selon 


les cas. 
On pourra alors juger de la convergence de la série selon les valeurs de p. 


œo 
Si p>1, f = l'intégrale est finie, donc la série converge ; 
i 
Ça 
si p<1, | =, l'intégrale est infinie, la série diverge; 
1 
co 
si p—1, f Zo, l'intégrale est infinie, la’ série diverge. 
1 


Remarquons que ni la règle de d'Alembert ni celle de Cauchy ne résol- 
vent la question de la convergence de cette série. En effet, 
lim tt; (r) - 
im — lim nti 4, 


T-H00 n n=» 


294 ~ SÉRIES [CH. XVI 


§ 7. Séries alternées. Théorème de Leibniz 


Nous avons considéré jusqu’à présent des séries à termes posi- 
tifs. Nous allons considérer dans ce paragraphe des séries dont les 
signes des termes sont alternés, c’est-à-dire des 
séries de la forme 

Uy — Uz F+ Ug — Us +... 


OÙ Ui, Ug, ..., Un, -.. Sont positifs. 


Théorème de Leibniz. Si dans une série alternée 


Uy — Uz + U3 — U, +... (Un > 0), (1) 
les termes vont en décroissant 
Ui > Ug > Uz ZX... (2) 
et si 
lim up = 0, (3) 
n-o 


la série (1) converge, sa somme est positive et n'est pas supérieure au 
premier terme. 


Démonstration. Considérons la somme des n = 2m 
premiers termes de la série (1): 
Sem = (Ug — Us) + (us — u4) +... + (Uzmi — Uzm). 
Il résulte de la condition (2) que les expressions entre parenthè- 
ses sont positives. Donc la somme Səm est positive 
Som > 0 


et croît avec m. 
Recopions maintenant cette somme sous la forme 


Sam = WU — (Up — Us) — (U, — Us) — ... 
see — (Uzm-2 — Um) — Uzm. 
En vertu de la condition (2), chaque expression entre parenthèses 


est positive, donc, retranchant toutes les expressions entre paren- 
thèses de w, on obtient un nombre inférieur à u, c’est-à-dire que 


Som < Uie 
Par conséquent, nous avons établi que Sm croît avec m et est 
bornée supérieurement. Il en résulte que. Sem a une limite s: 


lim Som = S, 
m=-+o0 
et 
| O< 5 < uw. 
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Toutefois, nous n'avons pas démontré encore que la série converge; 
nous avons démontré seulement que la suite des sommes partielles 
paires a une limite s. Démontrons maintenant que les sommes par- 
tielles impaires tendent aussi vers s. 

Considérons, à cet effet, la somme des n = 2m + 1 premiers- 
termes de la série (1): 


S2m+1 = S2m F Um. 
Comme, d'après la condition (3), lim wm+1 = 0, on a 
m: 


—+ 00 


lim Sami = lim Sam + lim Usm = lim Sam = S. 


Par là même, nous avons démontré que lim s, = s aussi bien 


n-+o0 
pour n pair que pour n impair. Donc la série (1) converge. 


5, Dome Se $ $=u, 


Fig. 362 


Remarque 1. Le théorème de Leibniz est légitime si les 
inégalités (2) sont vraies à partir d’un certain N. 

Remarque 2. Le théorème de Leibniz peut être illustré 
géométriquement comme suit. Reportons sur l'axe numérique les 
sommes partielles (fig. 362): 


S = U S% = U — Ug = S4 — Ur, S3 = S2 F Us, 
Sa = S3 — Up S = S, +F Us, 


et ainsi de suite, 

Les points représentant les sommes partielles tendent vers un 
point s qui représente la somme de la série. Les sommes partielles 
paires se trouvent à gauche de s, les sommes partielles impaires 
à droite des. 


Remarque 3. Si une série alternée satisfait à la condition 
du théorème de Leibniz, il n’est pas difficile d'évaluer l'erreur 
commise lorsqu'on remplace sa somme s par une somme partielle s,. 
Ceci revient à négliger tous les termes à partir de u+. Mais ces 
termes forment une série alternée dont la somme est, en valeur 
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absolue, inférieure au premier terme négligé (u,+1). Par conséquent, 
l'erreur commise lorsqu'on remplace s par s, ne dépasse pas en valeur 
absolue le premier terme négligé. 


Exemple 4. La série harmonique alternée 
1,4 1 
ar ar 
converge, car 
vi 1 1 . 
11>5>32>..; 


2) lim un= lim Led 


T->00 noo 


La somme des n premiers termes de cette série 


dd 4 1 
nt gte Son in 


se distingue de la somme s de la série par une quantité inférieure à EN Al 
Exemple 2. La série 


1 1 t : 
E alt sE 


converge en vertu du théorème de Leibniz. 


§ 8. Séries à termes de signes quelconques. 
Convergence absolue et semi-convergence 


Une série est dite à termes de signes quelcon- 
ques si l’on trouve parmi ses termes des termes aussi bien. posi- 
tifs que négatifs. 

Les séries alternées du paragraphe précédent sont, 
évidemment, un cas particulier des séries à termes de 
signes quelconques. 

Nous allons examiner quelques propriétés des séries à ESS 
de signes quelconqués. 

© Contrairement à la convention adoptée au paragraphe sédédent 
nous admettrons dorénavant que les nombres ug, Uz, . :., Uns +: 
peuvent être aussi bien négatifs que positifs. 

Donnons, en premier lieu, un important critère suffisant de 
convergence des séries à termes de signes quelconques. 


Théor ème 1. Si la série à termes de signes quelconques 


Uy + Ug + é ste + Un + His | (1) 
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est telle que la série formée avec les valeurs absolues de ses termes 
[ult lult... tlun t... (2) 


converge, la série proposée converge aussi. 


Démonstration. Soient s, et o, les sommes des n pre- 
miers termes des séries (1) et (2). 

Soient encore. sn la somme de tous les termes positifs et sn la 
somme des valeurs absolues de tous les termes négatifs contenus 
dans les n premiers termes de la série proposée : 


La LA = r n 
Sn =Sn— Sn) On =n Sn. 


Par hypothèse, o, a pour limite o; sn et s, sont des quantités 
positives croissantes inférieures à ø. Elles ont donc des limites s’ 
et s”. Il résulte de la relation s, = Sn.— Sn que Sn aussi a une limite 
qui est égale à s’ — s”, c'est-à-dire que la série à termes de signes 
quelconques (1) converge. 

Le théorème démontré permet de juger de la convergence de cer- 
taines séries à termes de signes variables. L'étude de la question 
de la convergence d'une telle série se ramène alors à l'étude d’une 
série à termes positifs. 

Considérons deux exemples. 


Exemple 41. Etudier la convergence de la série 
sin œ A a sin 3æ sin = (3) 


-pe H-a tg te ta ten 
où œ est un nombre ee 


Solution. Considérons parallèlement à la série proposée les séries 
a C2 sin 24 sin 3@ sinna Le 
HS. SE. @ 


et 
4 1 1 
ENN (5) 


La série (5) converge (voir § 6). Les termes de la série (4) ne sont pas supé- 
rieurs aux termes de la série (5) ; donc (4) converge aussi. Il résulte du théorème 
démontré que la série proposée (3) converge aussi. 


Exemple 2. Etudier la convergence de la série 
cos  cos3 = an cos (2 n—1) À 


4 4 = 
y tp tp te tp + (6) 


Solution. Considérons en même temps que la série proposée la série 


1 1 1 1 
gtg tate tgrt (7) 
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Cette série converge, car c'est une progression géométrique de raison 3 * 


Il en résulte la convergence de la série donnée (6), car ses termes sont inférieurs 
en valeurs absolues aux termes de la série (7). 


Notons que le critère de convergence démontré ci-dessus est sim- 
plement suffisant pour qu'une série à termes quelconques 
converge, mais non nécessaire : il existe des séries à termes de signes 
variables qui convergent, mais dont les séries des valeurs absolues 
divergent. Dès lors, il est utile d'introduire les notions de conver- 
gence absolue et de semi-convergence pour les séries à termes quel- 
conques et de classer ainsi ces séries. 


Définition. La série à termes de signes variables 
uy + us H Uug +H... Funt... (1) 


est dite absolument convergente si la série formée avec les valeurs 
absolues de ses termes 


lul+lul+lul+...+lmuml+... (2) 
converge. 

Si la série (1) converge, mais si la série (2) diverge, la s série pro- 

posée (1) est dite semi-convergente ou non absolument convergente. 


Exemple 3. La série harmonique alternée 
141,4 14 
1— zt 3 TT + ... 
est semi-convergente, car la série des. valeurs absolues est la série harmonique 
Æ a 4 2 A es 
gts ++ e 


qui diverge. La série harmonique alternée converge, comme il résulte du critère 
e Leibniz. 
Exemple 4. La série 


1 1 1 
mear aie 
est absolument convergente, étant donné que la série des valeurs absolues 
1 1 1 
t+artartzr te 
converge, comme il a été établi au § 4. 


Utilisant la notion de convergence absolue, on formule souvent 
le théorème 1 comme suit: une série absolument convergente est con- 
vergente. 

Indiquons pour terminer (sans démonstration) les propriétés 
suivantes des séries absolument convergentes et semi-convergentes. 


Théorème 2. Si une série converge absolument, elle converge 
absolument lorsqu'on change arbitrairement l'ordre de ses termes. La 
somme d'une telle série ne dépend pas de l'ordre de ses termes. 
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Cette propriété n’est pas conservée pour les séries semi-conver- 
gentes. 

Théorème 3. Si une série est semi-convergente, on peut regrou- 
per ses termes de façon que la somme de la nouvelle série obtenue soit 
égale à un nombre À donné à l'avance. En outre, on peut regrouper les 
termes d'une série semi-convergente de façon que la nouvelle série soit 


divergente. 
La démonstration de ces théorèmes sort du cadre de ce cours. 


Pour illustrer le fait qu’on peut regrouper les termes d’une série 
semi-convergente de manière à modifier sa somme, considérons 
l'exemple suivant. 


Exemple 5. La série alternée 
4, 4 4 
aa ans (8) 


ne converge pas absolument. Soit s sa somme. On a, évidemment, s > 0. Regrou 
pons les termes de (8) de sorte qu'un terme p soit suivi de deux termes néga- 


oe 4 4,4 4 1 1 
egene eaa aa aa A 
se” — i—i 

Montrons que la série obtenue converge, mais que sa somme s' est deux fois plus 

petite que la somme de la série (8), c'est-à-dire qu ‘elle est égale à gzs Soient 


sn et sn les sommes partielles des séries (8) et (9). Considérons la somme des 
3k termes de la série (9) : 


Aa) aa (aaraa) 
za n a aa 


2 
=z[(1-z+(3- 1)+e+(a-a)]= 
(=at + 


Par conséquent, 
: A 1 
lim s;,= lim FRET S 


kR—00 k= 00 
Puis 
lim s4 ru n (s +) mis 
S 3k+1 3k 2k+ 1 2 
1 1 1 
oe a (a CHFT o) FT” 


On obtient ioi nc 


: 1 
lim r 
n> 
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-n On voit. que la somme de la série a changé après-regroupement de ses. termes 
(elle a diminué de moitié). 


$ 9. Séries de fonctions 


On appelles série de fonctions toute série dans laquelle 1 ke terme 
général est une fonction d'une ‘variable x. : 7 | 
Considérons la série de fonctions 


u (8) + ue (8) + ds (9) + um QE D 


-Donnant à z différentes valeurs numériques, on obtient: diffé- 
rentes séries numériques qui peuvent aussi bien converger que 
diverger. 

L'ensemble des valeurs de x pour lesquelles la série de fonctions 
converge est appelé le domaine de convergence de cette série. 

Il est évident que, dans le domaine de convergence d’une série 
de fonctions, sa somme est une certaine fonction de x. C’est pour- 
quoi on la désigne par s(x). 


Exemple. Considérons la série 3 
1+ztat+...+ amt. 
Cette série converge pour tous les z dans l'intervalle (—f, 4), c'est-à-dire 
pour tous les + satisfaisant à la condition [7 | << 1. Pour toute valeur de x 
de cet intervalle, la somme de la série est égale à à I2 i = (la somme d’une | progres- 


sion géométrique décroissante de raison `z). Par cotiséquent, la série proposée 
définit dans l'intervalle (—1, 4) la fonction 


que représente la somme de la série, c'est-à-dire 
i 
da tretep es 
Désignons par s, (x) la somme des n premiers termes de la série 
(1). Si cette série converge et si sa somme est s (x), alors 
s (2) = Sn (2) + Tn (à), 
où Tn (x) est le reste de la série (1): 
Fn, (x) = Un+i (x) + n+ (x) +.. 
Nous avons pour tous les.x de l'intervalle de convergence lim s, (x) = 
n- 
= s (x), donc 
lim rn (x) = lim [s (£) > sn (z) = 


ñn->00 


ce qui montre que le reste Ta (2): d'une série con- 
vergente tend vers zéro lorsque m—> œ. 
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$ 10. Séries majorables 
Définition. La série de fonctions 
u, (z) + ug (z) + ua (x) +... + un (x) +... (1) 


est dite majorable dans un certain domaine de variation de x s’il 


existe une série numérique convergente à termes positifs 
Q, + Go + Ga +... Tant... (2) 
telle que l'on ait pour tous les x du domaine envisagé 
| ua (2) | Ko, | ue (2) | S aa, ..., [ur (x) | Ka, ... (8) 


En d’autres termes, une série est majorable si chacun de ses termes 
n’est pas supérieur en valeur absolue au terme correspondant d’une 
série numérique convergente à termes positifs. 
Ainsi, la série 
cosx ,.Cos 2x cos 3x cos nz, 


~i Von due duel me pos 
est majorable sur tout l'axe Or. En effet, on a pour toutes les 
valeurs de x la relation 


cos nt 
n2 


1 
<% (m=1,2,...) 


et on sait que la série 
1 , 1 1 
tThatart... 


converge. 

Il résulte immédiatement de la définition qu'une série majorable 
dans un certain domaine est absolument convergente en tous les 
points de ce domaine (voir $ 8). En outre, une série majorable jouit 
de l'importante propriété suivante. 


Théorème. Supposons que la série de fonctions: 
u, (2). + ua (2) +... + un (2) +... 


soit majorable sur le segment la, b]. Soient s (x) la somme de cette série, 
Sn (x) la somme de ses n premiers termes. Alors, il correspond à tout 
e > 0 arbitrairement petit un nombre positif N tel que pour tous 
les n >N 

ls (2) — sn (2) | < e, 


quel que soit x sur le segment [a, b]. 
Démonstration. Désignons par o la somme de la série (2): 
o = + + as +... Fan Fare +... 


O = On + Em 


on à 
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où 6, est la somme des n premiers termes de (2) et e, le reste de 
cette série: 


En = On + Ont F.. 
Comme cette série converge, on a 


lim 0, = 0 
n—00 

et, par conséquent, 
lim En —= 0. 
N—>00 


Mettons, à présent, la somme de la série de fonctions (1) sous la 
forme 
s (x) = Sa (x) + Tn (2), 


Sn (2) = u; (£) + . . . + u (x), 
Tn (£) = Un+a (2) + Unte (£) + Un+a (x) + eee 


` 


ou 


Il résulte de la condition (3) que 
i Un +t (x) | < Qn +1: l Un +2 (x) | < An+2r +. 


et donc 
[Tn (T) | < €n 


pour tous les z du domaine considéré. 
Ainsi, 
| s (£) — Sn (x) | < En 
pour tous les z du segment [a, b] et e, — O lorsque 7 —> oo. 


Remarque 1. Le résultat obtenu peut être illustré géo- 
métriquement comme suit. 

Considérons le graphique de la fonction y = s (x). Construisons 
une bande de largeur 2e, à cheval sur cette courbe, c’est-à-dire cons- 
truisons les courbes y = s (x) + €n et y = s (x) — e, (fig. 363). 
Dans ces conditions, quel que soit &,, le graphique de la fonction 
5, (x) sera contenu tout entier dans cette bande qui contiendra éga- 
lement les graphiques de toutes les sommes partielles suivantes. 


Remarque 2. Une série de fonctions arbitraire convergeant. 
sur le segment [a, b] ne jouit pas forcément de la propriété démontrée 
dans le théorème. Mais il existe des séries non majorables jouissant 
de ladite propriété. Toute série jouissant de cette propriété est dite 
uniformément convergente sur le segment la, b]. 

Ainsi, la série de fonctions u, (x) + ua (x) + . . . + un (x) +. 
est dite uniformément convergente sur le segment la, ‘b] s'il correspond 
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à tout e œ> 0 arbitrairement petit un nombre N tel que, pour tous les 
n>N, l'on ait 
|s (2) — sn (1) |< e 


quel que soit x sur le segment la, b]. 


y 


Fig. 363 


Il résulte du théorème démontré qu’une série majorable est 
uniformément convergente. 


§ 11. Continuité de la somme d'une série 


Soit une série de fonctions continues. 
u, (£) + us (x) +... + un (x) +... 


convergente sur un segment [a, b]. 

Nous avons démontré au chapitre II (t. I) un théorème sur la 
continuité de la somme d'un nombre fini de fonctions continues. 
Cette propriété n'est plus conservée pour la somme d’une série 
(qui contient une infinité de termes). Certaines séries de fonctions 
continues ont pour somme une fonction continue, d'autres séries 
de fonctions continues ont pour somme des fonctions discontinues. 


Exemple. Considérons la série 
z 1 14 2, A nealte TS 
(er) + (5 — a?) (2—5) nn H (tH Mani, 


Les termes de cette série (figurant entre parenthèses) sont des fonctions con- 
tinues quel que soit z. Montrons que cette série converge et que sa somme est 
une fonction discontinue. 

Trouvons la somme des n premiers termes de cette série 


1 


sr=r Hg, 
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Calculons la somme de la série :: 
siz>0, 
us 


s= lim sp (x)— lim {2 MI) 7, 
n-r00 n= 


sis<0, 
1 


s= lim sn (z)= lim (—| z [ti — r) = —1— z, 
n=+00 N=>00 3 


si z= 0, on a s, = 0, donc s = lim s, = 0. On a donc: 


n—+00 
s (x) = —1À — rz pour x < 0, 
s (x) = 0 pour x = 0, 
s (z1) = 1—rz pour z > 0. 


Ainsi, la somme de la série envisagée est une fonction discontinue. Nous avons 


représenté son graphique sur la fig. 364, ainsi que ceux des sommes partielles 
54 (z), s2 (x) et sa (z). 


pour x=0 


-1-x pour z<0 
S.(1) 
Î-x pour x>0 


Fig. 364 
Le théorème suivant concerne les séries majorables. 


Théorème. La somme d'une série de fonctions continues ma- 
jorable sur le segment la, b] est une fonction continue sur ce segment. 


Démonstration. Considérons la série: ‘dé fonctions con- 
tinues majorable sur le segment la, b] 


u, (x) + ug (x) + us (x) +... (1) 
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Ecrivons sa somme sous la forme 
s (2) = sn (2) + ra (2), 
Sn (£) = u, (z) +... + u (x), 
Tn (z) = Una (£) + Un+2 (2) T e.e 


Prenons sur le segment [a, b] un x arbitraire et donnons-lui un 
accroissement. Az tel que x + Ar appartienne à [a, b]. 
Introduisons les notations 
As = s (xz + Az) — s (2); 
ASp = Sn (£ + Ar) — sn (2); 


` 


ou 


et 


alors 
As = As, + ra (£ + Ar) — r, (x), 


| As | < | Asn | + [ra (x + Az) | + Irn (2) I. (2) 


Cette inégalité est vraie pour tout n. 

Pour démontrer la continuité de s (x), il faut démontrer que, 
quel que soit e œ> 0 arbitrairement petit donné à l'avance, il existe 
ô œQ. tel que, pour tous les | Ar | < ô, l’on ait | As |< e. 

Comme la série proposée (t) est majorable, il correspond à tout 
e > 0 un N (pour tous les n > N et, en particulier, pour n = N) 
tel que 


d’où 


LAOIÈST (3) 


quel que soit x sur le segment [a, b]. Le nombre x+ Ax appartient - 
au segment [a, b], donc 


[ry (z+ Az) | <$. (3’) 


Par ailleurs, pour le N choisi, la somme partielle sy (z) est une 
fonction continue (la somme d'un nombre fini de fonctions con- 
tinues), et, par conséquent, on peut choisir ô positif tel que, pour 
tout Az satisfaisant à la condition | Az | < 6, l’on ait 


| Asy |< + . (4) 
Il résulte des inégalités (2), (3), (3%), (4) 
lAs <5 +54 +5 =e, 


c'est-à-dire 
| As | < e pourvu que | Az |< 6, 


ce qui prouve que s (x) est une fonction continue au point x (et 
donc en tout point du segment [a, b]). 
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Remarque. Il résulte du théorème démontré que si la somme 
d’une série est discontinue sur un segment donné Ía, b], la série 
ne peut être majorée sur ce segment. Ainsi, la série étudiée dans 
l'exemple ne peut pas être majorée sur tout segment contenant le 
point x = 0 en lequel la somme de la série est discontinue. 

Notons, enfin, que la réciproque n’est pas vraie: il existe des 
séries non majorables sur un segment mais qui convergent sur ce 
segment vers une fonction continue. Notamment, toute série unifor- 
mément convergente sur le segment [a, b] (même si elle n’est pas 
majorable) a pour somme une fonction continue (si, bien entendu, 
tous ses termes sont continus). 


§ 12. Intégration et dérivation des séries 
Théorème 1. Soit la série de fonctions continues 


u, (x) + uz (£) +--+ un(a) +... (1) 


majorable sur le segment la, b] et soit s (x) sa somme. L'intégrale de 
s (x) entre « et x, appartenant à la, b], est égale à la somme des inté- 
grales des termes de la série entre les mêmes bornes: 


fou |uar medr... [ua ce. 


œ œ 
Démonstration. La fonction s (x) peut être mise sous 


la forme 
s (z) = Sn (x) + Tn (x) 
ou 
s (x) = u, (x) + uz (z) +... + un (x) + rn (x). 
On a : 5 
|sġa= f| uda+ f udt... 


+ Sdit Sma (2) 


(l'intégrale d'une somme finie de termes est égale à la somme 
de leurs intégrales). | 

Comme la série proposée (1) est majorable, on a, quel que soit x, 
| Tn (£) | < En, où e, +0 lorsque 7 — œ. Donc 


noa<z f Irn Odt< + í en di = 


= + Er (£ — Q) < En (b — a). 
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Les termes du second membre de l'égalité sont affectés du signe 
« + » lorsque x > g et du signe « — » lorsque x < &. Comme &, —> 0, 
on a 
; x 
lim | ra (f) d=0. 


n> 
œ 


Mais on déduit de (2) 


f Tn (6 dt = Î s(®) a—[ [ut a+ ee Î Un (t) dt]. 
Par A j : i 


tm {]s@a—[] u, (t) dt+ stl @) &]}=0 


ou 
x x x 
lim | | u (dt -+ f un @dt]= | s &. (3) 
100 — à A a 
La somme entre crochets est une somme partielle pour la série 


fudit... t fund... (4 


œ 


Comme les sommes partielles de cette série ont une limite, cette 
série converge et sa somme est égale, en vertu de (3), à 
x 


i s(t)dt, soit 


œ 
x . x x x 
fs di = f u (t) dt + j uz (9) dt+ + | Un (t) dt + 
œ œ œ a 
C'est l'égalité que nous nous proposions de démontrer. 
Remarque 4. Si la série n'est pas majorable, il n’est pas 
toujours possible de l'intégrer terme à terme, c’est-à-dire que l'inté- 
x 


grale f s (#) dt de la somme de la série (1) n’est pas toujours égale 


œ 
à la somme des intégrales de ses termes (c’est-à-dire à la somme (4)). 
Théorème 2. Si la série 


u, (x) + uz (8) +... Fun HH... . (5) 
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de fonctions ayant des dérivées continues. sur [a, b] converge. sur ce 
segment vers la somme s (x) et si la série 


uila) + u, (x) +... + un (à) +... (6) 


formée avec les dérivées de .ses termes; est majorable sur ce segment, 
alors la somme de la série des dérivées est égale à la dérivée de la somme 
de la série proposée: 


s (2) = u (z) + u, (x) + us (x) +.. . + un (x) +. 


Démonstration. Désignons par F (z) la somme de la 
série (6): 
F (x) = u; (x) + u, (x) +... + ur (n) +... 
et démontrons que 
F (x) = s" (x). 
Comme la série (6). est majorable, on a, en vertu du théorème 
précédent, 


Í F (¢)dt= f u; (i}dt + f u; (#)dt +... + i ue (D) dé + … 


œ. 
On obtient en RpnE ins le second ienie 


f F (tydt = [u (x) — us (œ)] + 


+ lus (2) — uz (a)l + - - + lun (2) — un (a) +. 


s (x) = u (x) + uz (x) + sc. + Un (£) + ….. 
s (a) = wi (a) + uz (a) +... + un (a) +... 


quels que soient x et œ sur le segment [a, b]. Par suite, 


Mais 


x 
f F (i) dt=s (£}—s (a). 
3 a , 
On obtient en dérivant par rapport à x les deux membres de 
cette égalité 
pA F (x): zay (x). 


Par conséquent, nous. avons démontré que les conditions du théorème 
étant satisfaites, la dérivée de la somme d’une série est égale à la 
somme des dérivées de ses termes. 


Remarque 2. IJ est très important que la série dérivée 
soit majorable, car si cette condition n’est pas observée, la dériva- 
tion terme à terme peut s'avérer impossible. Pour confirmer ce fait, 
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apportons un exemple de série majorable ne pouvant être dérivée 
terme.à terme. 
Considérons la série 
sin 14g , sin24x , sin34r sinnir 
Po PO ga rue mes 


Cette série converge vers une fonction continue, car elle est majo- 
rable. En effet, quel que soit x, ses termes sont inférieurs en valeur 
absolue aux termes de la série numérique convergente 


1,4,1 1. 
sr ++ ++. 


Ecrivons la série formée avec les dérivées des termes de la série 
proposée : 

cos z -+ 22 cos 2x + ... + n°? cos nr +... 
Cette série diverge. Ainsi, lorsque z = 0, elle devient 


RE Hn Hann 


(On pourrait démontrer qu'elle diverge non seulement pour z = 0.) 


$ 13. Séries entières ou séries de puissances. 
Intervalle de convergence 
Définition 1. On appelle série entière ou série de puissances 
une série de la forme 


Go + aix Ha +... +as +... (1) 


OÙ Go, Gi A2, - + An, + « . SOnt des constantes données appelées 


coefficients de la série. 
L'ensemble des points de convergence d'une série entière est un 


intervalle, pouvant se réduire à un point. Pour s’en assurer, démon- 
trons d’abord le théorème suivant, fondamental dans la théorie des 


séries entières. 

Théorème 1 (d'Abel). 4) Si une série entière converge 
pour une certaine valeur de x, non nulle, elle converge absolument pour 
toute valeur de x telle que l 

FARSETRE 
2) si la série diverge pour une certaine valeur de x, elle diverge pour 
tout x tel que f 

z| >l% l 

Démonstration: 1) Comme, par hypothèse, la série 
numérique 


ao Fazo + aT -eo Hanah inn (2) 
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converge, son terme général a„z? — 0 lorsque n — œo, ce qui prouve 
qu'il existe un nombre positif M tel que tous les termes de la série 
sont inférieurs en valeur absolue à M. 
Recopions la série (1) sous la forme 
T 


ao + aito (=) + art (2)"+ sant (=) + Lex (3) 


et considérons la série des Te absolues de ses termes : 


(4) 


Les termes i cette série pen inférieurs aux Geines correspon- 
dants de la série 


(5) 
Lorsque |zx |< i i cette FR série est une progression 


r rae A Tı 
géométrique de raison |— |< 1, donc elle converge. Comme les 
Ti 


termes de la série (4) sont inférieurs à ceux de (5), il en résulte que 
la série (4) converge aussi, ce qui signifie que la série (3) ou (1) 
converge absolument. 

2) Il n’est guère difficile à à présent de démontrer la deuxième 
partie du théorème : supposons que la série (1) diverge en un certain 
point To Alors elle divergera aussi en tout point x tel que |z | > 
> |x l. En effet, si elle convergeait en un certain point x satis- 
faisant à cette condition, en raison de la première partie du théorème, 
elle convergerait également au point To car |z |<|z|. Mais 
ceci est contraire à l'hypothèse que la série diverge au point x. 
Donc la série diverge aussi au point x. Le théorème est complète- 
ment démontré. 

Le théorème d’Abel permet de juger de la disposition des points 
de convergence et de divergence d’une série entière. En effet, si zo 
est un point de convergence, tous les points de l'intervalle (— Izol 
| zo |) sont des points de convergence absolue. Si x, est un point de 
divergence, toute la demi-droite à droite de | x, | et la demi-droite 

à gauche de — | x, | sont constituées de points de divergence. 

Ceci permet de conclure qu'il existe un nombre R tel que les 
points |x |< R sont des points de convergence absolue et les 
points |x | œR des points de divergence. 

On a donc le théorème suivant sur la structure de l’ensemble 
des points de convergence d’une série entière : 


Théorème 2. L'ensemble des points de convergence d'une 
série entière est un intervalle centré sur l'origine des coordonnées. 


Définition 2. On appelle intervalle de convergence d'une 
série entière l'intervalle compris entre les points —R et +R tel que 
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la série converge, et même absolument, aux points x de cet intervalle 
et diverge aux points x qui lui sont extérieurs (fig. 365). Le nombre 
R est appelé le rayon de convergence de la série entière.. 

Aux extrémités de l'intervalle (c'est-à-dire aux points z = R 
et x = —R) la question de la convergence ou de la divergence 
de la série proposée doit faire l'objet d'une étude spéciale. 

Notons que pour certaines séries l'intervalle de convergence se 
réduit à un point (R = 0), et pour d’autres il s'étend sur tout l'axe 
Ox (R = œ). 


La série converge 
-R R 


La série diverge La série diverge 


Fig. 365 


Indiquons un moyen pour déterminer le rayon de convergence : 
d'une série entière: 


do + mr + an +... + ax" +... (1) 
et formons la série des valeurs absolues de ses termes: 
laol + laille] + lalz + lasl] P+... 
eetl lle P+... (6) 
Pour déterminer la convergence de cette dernière série (à termes 


positifs), appliquons la règle de d'Alembert. 
E Na la limite 


an+irntl 
ant" 


= lim in+H 
n0 
Alors, d’après la règle de d'Alembert, a série (6) converge lors- 


que ZLir|<1, c'est-à-dire pour [lz <+, et diverge lorsque 


lim #24 — Jim 
n-o n noo 


leļ=2L|z]. 


L|z|>1, c'est-à-dire pour lz ><. , 
ma conséquent, la série (1) converge absolument pour [x|< 
ae: Si |z| > + , lim EH js L>, et la série (6) diverge, 
n-+00 n 
son terme général ne tendant pas vers zéro *). Mais alors le terme 


*) Rappelons que pendant la démonstration de la règle de d'Alembert 
Un+1 
Un 


(voir $ 4) nous avons remarqué que si li 
noo 


donc ne tendait pas vers zéro. 
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général de la série entière (4) ne tend pas non plus vers zéro, ce 

qui signifie, en raison du critère de convergence nécessaire, que 
ve i3 À : ; 1 

cette série entière diverge (lorsque le1> +) : 


Il résulte de ce qui précède que l'intervalle (—-+; +) est 


l'intervalle de convergence de la série entière (4), c'est-à-dire que 
An 
an+ 


R=Ż = lim 


L n» 


D'une manière analogue, on peut aussi se servir de la règle de 
Cauchy pour déterminer l'intervalle de convergence d'une série 
entière. On obtient alors 


1 
PA 
Exemple 1. Déterminer l'intervalle de convergence de la série 
A+z+m+as+ ... Hart... 
Solution. On obtient en appliquant la règle de d'Alembert 


lee |= zl. 
N—00 


Par conséquent, la série converge pour | x | 1 et diverge pour | z | > 4. 
La règle de d'Alembert ne donne rien sur les points frontières de l’intervalle 
(—1, 1). Mais on voit directement que la série diverge aux points z = + 1. 
Exemple 2. Déterminer l'intervalle de convergence de la série 
2x. (2x)? _ (2z) . 
Toa bre + 
Solution. Appliquons la règle de d'Alembert : 


(2x)r+1 
ï n+i |. n ne 
a -a mia a LS 
D. 


La série converge lorsque |2r|< 1, c’est-à-dire si le1< +: elle converge au 


point z=4 et diverge au point z= + ; 


Exe mple 3. Déterminer l'intervalle de convergence de la série 
Tr? q3 an 
Fée marrer 
Solution. Appliquons la règle de d'Alembert : : 
antin] J annad a los 
|= lim | PEN] |=0< i. 


Un+1: 
an (n41)! Aaa 


n 


= lim 
No 


lim . 
100 | 
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Comme la limite ne dépend pas de x et qu’elle est plus petite que 1, la série con- 
verge quel que soit z. | 


Exemple 4. La série 4 + x + (27)? + (8x)$ + .. + (nr}n + ... 
diverge quel que soit x, sauf x = 0, car (nz)? — oo lorsque n —> œ, quel que 
soit x non nul. 


Théorème 3. Une série entière 
ao + ax + am 4... Hant” +... (1) 


est majorable sur tout segment [—p, p] entièrement contenu dans son 
intervalle de convergence. | 

Démonstration. On a par hypothèse p < R (fig. 366), 
et donc la série numérique (à termes positifs) 


[aol + la lp + ar lp +... + lan lp" (7) 


converge. Mais, lorsque |x |< p, les termes de la série (1) ne sont 
pas supérieurs en valeur absolue aux termes correspondants de (7). 
Donc la série (1) est majorable sur le segment [—p, p]. 


Corollaire 1. La somme d'une série entière est une fonction 
continue sur tout segment entièrement contenu dans l'intervalle de con- 
vergence. En effet, la série est majorable sur ce segment et ses termes 


Intervalle de convergence 
Ro N I R 
Intervalle de majoration 
Fig. 366 
sont des fonctions continues de x. Par conséquent, en vertu du théo- 
rème 4, § 11 la somme de cette série est une fonction continue. 


Corollaire 2. Si les bornes d'intégration a, B appartiennent 
à l'intervalle de convergence d'une série entière, l'intégrale de la somme 


E p 
=R œ 0 B. R 


Fig. 367 


de la série est égale ù la somme des intégrales des termes de la série. 
En effet, l'intervalle d'intégration peut être contenu dans le seg- - 
ment [—p, p], où la série est majorable (fig. 367) (voir le théorème 2, 
§ 12 sur l'intégration des séries majorables). 
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§ 14. Dérivation des séries entières 
Théorème 1. Si (—R, R) est l'intervalle de convergence 
de la série entière | 


s (z) = do + aT + art? + ast? + agt +... H ane + 


la série 
Cp) = a, + 2a + Sas? +... + nant +... (2) 
déduite de (A) par dérivation terme à terme admet le même intervalle 
de convergence; on a en outre 
p (x) = s (x) lorsque |x |< R, 


c'est-à-dire que, dans l'intervalle de convergence, la dérivée de la somme 
de la série entière (1) est égale à la somme de la série obtenue en déri- 
vant terme à terme la série (1). 


Démonstration. Démontrons que la série (2) est majo- 
rable sur tout segment [—p, p], appartenant complètement à l'in- 
tervalle de convergence. 


-R -p 0 T p ER ZT 


Fig. 368 


Prenons un point Ẹ tel que p<E<R (fig. 368). La série (1) 
converge en ce point, donc lim a,Ë" = 0, et il existe une constante 


M telle que us 
lang | <M (m=1, 2 ...) 
Si |z i< Çp, on a 
| nanzi |< |nanp™ t [=n |an |£ <n gr- 
où 
q= <t. 
Ainsi, lorsque |z | < p, les termes de la série (2) sont inférieurs 


en valeur absolue aux termes de la série numérique positive à termes 
constants 


(44 2a+ 89 + ...+ng1+...). 


Mais, comme le montre la règle de d’ Alembert; cette dernière 
série converge : : 


ñn—00 
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Donc la série (2) est majorable sur le segment [—ọ, p] et, en vertu 
du théorème (2), § 12, sa somme est la dérivée de la somme de la 
série proposée sur le segment [—p, p], c'est-à-dire 


p (x) =s (x). 


Comme on peut enfermer tout point intérieur de l'intervalle 
(—R, R) dans un certain segment [—p, p], il en résulte que la série 
(2) converge en tout point intérieur de l'intervalle (—R, R). 

Montrons que, la série (2) diverge en dehors de l'intervalle 
(—R, R). Admettons que la série (2) converge pour x >R. En 
l'intégrant terme à terme dans l'intervalle (0, £2), où R < x: < x, 
on obtiendrait que la série (1) converge au point z3, cé qui contredit 
les conditions du théorème. Par conséquent, l'intervalle (—R, R) 
est l'intervalle de convergence de la série (2). Le théorème est com- 
plètement démontré. 

La série (2) peut être de nouveau dérivée terme à terme, et il 
sera loisible de continuer ce processus à volonté. De sorte que : 


Théorème 2. Si une série entière converge dans l'intervalle 
(—R, R), sa somme représente une fonction ayant, dans l'intervalle de 
convergence, des dérivées de tout ordre n, chacune d'elles étant la somme 
de la série obtenue en dérivant terme à terme n fois la série proposée ; en 
outre, l'intervalle de convergence de chaque série obtenue par dérivation 
est aussi l'intervalle de convergence de la série proposée (—R, R). 


$ 15. Séries de puissances de x — a 


On appelle aussi série de puissances une série dé la forme 


a + a (£ — a) + as (E — a)? +... + an (£ — a" +... (41) 


-~R 0 R 


| VA 
DR 
a-R ~  atR I 
P) aaea 
a 
Fig. 369 
où les constantes ao, 41, . .., An, -. . sont également appelées les 


coefficients de la série. Les termes de cette série contiennent les 
puissances croissantes de z — a. 

Si a = 0, on obtient une série des puissances de x, qui est donc 
un cas particulier de la série (1). 

Pour déterminer le domaine de convergence de la série (4), -faisons 
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le changement de variable ! 
z—a =X. 
La série (1) devient après cette substitution 


ao + aX + aX? +... E nP. Ga +... (2 


qui est une série des puissances de X. 

Soit -R< X < R l'intervalle de convergence de la série (2) 
(fig. 369, œ). Il en résulte que la série (1) convergera pour les x véri- 
fiant l'inégalité —R<z-a<R oua—R<z<a+R. Com- 
me la série (2) diverge pour | X | >R, la série (1) divergera pour 
|z — a | > R, c'est-à-dire en dehors de I intervalle a — A LIEL 
<a+R (fig. 369, $). 

Par conséquent, l'intervalle de convergence de la série (4) est 
l'intervalle (a — R, a + R), ayant pour centre le point a. Toutes 
les propriétés d'une série entière en z dans l'intervalle de conver- 
gence (—R, R) sont entièrement conservées pour une série entière 
de x — a dans l'intervalle de convergence (a — R, a + R). Ainsi, 
intégrant terme à terme la série entière (1), les bornes d'intégration 


0 1 2 3 T 
a + — 
Fig. 370 


appartenant à l'intervalle de convergence (a—.R, a+ R), on 
obtient une série dont la somme est égale à l'intégrale de la somme 
de la série proposée (1). Si l'on dérive terme à terme la série entiè- 
re (1), x étant pris dans l'intervalle de convergence (a — R,a + R), 
on obtient une série dont la somme est égale à la dérivée de la somme 
de la série proposée (1). 


Exemple. Trouver le domaine de convergence de la série 
(= 2) + (x — 2 + (er — 2) +... + (2m +. 
Solution. Posant x — 2 — X, on obtient la série 
X+X + XS +... + AT +. 


Cette série converge pour — 4 < X < Fe 1. Donc, la série proposée converge 
pour les x tels que —1 < x — 2 < 1, c'est-à-dire pour 1< x <. 3 (fig. 370). 
$ 16. Séries de Taylor et de Maclaurin 


Nous avons montré au $ 6, chap. IV (t. I) qu’une fonction f (x) 
possédant des dérivées jusqu'au (n + 1)-ième ordre inclus au voisi- 
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nage du point x = a (c'est-à-dire dans un intervalle contenant le 
point x = a) admettait dans ce voisinage le développement suivant 
la formule de Taylor 


fe laH TAr E r A. 


-a HERE 50 (a)+ Ra (2), (1) 


où le reste R, (zx) était calculé selon la formule 


(z a ajr+1 


Rp Y [a+6(x—a], 0<6<1. 


Si la fonction f (x) est indéfiniment dérivable au 
voisinage du point z = a, on pourra prendre n arbitrairement grand 
dans la formule de Taylor. Supposons. que le reste À, tende vers 
zéro dáns le domaine considéré lorsque n — oo : 


lim R,(x)=0. 
n—+00 


Ceci étant, faisant tendre n —+ oo dans la formule (41), on obtient 
à droite une série avec une infinité de termes dite série de Taylor: 


Let (+ ra) + Ed je (+... e) 


Cette dernière égalité n’est juste que si R, (x) — 0 lorsque n —+ oo. 
Alors là série du second membre converge et sa somme est égale 
à la fonction f (x). Montrons qu'il en est bien ainsi: 


f(x) = Pr (2) + Ra (x), 


` 


ou 


Pala)= flH T E + Ea), 


nl 
Comme, par hypothèse, lim R, (ty=0, on a 
n-+00 
f(x)= lim P, (x). 
N-o 
Or, P, (x) est une somme partielle de la série (2); sa limite est égale 


à la somme de la série du second membre de l'égalité (2). L'égalité 
(2) est donc légitime : | 


T—da 


Fa) = AETAT (a) + EE Ë fr (a+ 


ee HEE je ayp nnn 
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Il résulte de ce qui précède que la série de Taylor 
représente la fonction donnée f(x) si, et 
seulement si, lim R, (x) = 0. Si lim R, (x) 0, la série 


T—+00 n-o 
ne représente pas la fonction donnée, bien qu'elle puisse converger 
(vers une autre fonction). 
Si, dans la série de Taylor, on pose a = 0, on obtient un cas parti- 
culier de cette a appelée série de Maclaurin: 


(a) =f(0)++ HORS RUES + (0)+... (8) 


Si l'on a écrit formellement la série de Taylor d'une fonction 
donnée et si l’on veut s'assurer qu’elle représente effectivement cette 
fonction, il faudra soit démontrer „que le reste tend vers zéro, soit 
encore se convaincre, d'une manière ou d’une autre, que la série 
écrite converge vers la fonction donnée. 

Notons que, pour chaque fonction élémentaire définie au $ 8, 
chap. I (t. I), il existe un a et un R tels que, dans l'intervalle 
(a — R, a + R), elle se développe en série de Taylor ou (si a = 0) 
de Maclaurin. 


$ 17. Exemples de développement de fonctions en séries 


1. Développement en série de Maclaurin 
de f(x) = sinz. 
Nous avons ohteni au $ 7, chap. IV (t. I) la formule 


sin z =T— Irtir t. .+(—0"4 TT) 


Comme on a démontré que lim Rən(z)=0, on obtient, compte 
` Nn» 


tenu de ce qui a été dit au paragraphe précédent, le développe- 
ment de sinx en série se Maclaurin : 


z 


ren -i 


sins=s— 5r HST 51 THe HO T zpr t. (1) 


Comme le reste tend vers zéro quel que soit x, la série proposée 
converge et sa somme représente la fonction sin z quel que soit x. 

La figure 371 représente les graphiques de la fonction sin x et 
des trois premières sommes partielles de la série (1). 

- On a recours à cette série pour calculer sin x pour diverses valeurs 
de x. 

Calculons, par exemple, sin 10° à 105 près. Etant donné que 


10° — i & 0,174533, on a 
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Nous bornant aux deux premiers termes, on obtient l'égalité appro- 
chée suivante : 


nest tai 
sm -g 4 6 5) ; 


l'erreur ô est, en valeur absolue, inférieure äu premier terme 
négligé : s 
4. /n\ő 1 6 -6 
ô <r (i8) < 77 (0.2) < 410. 
Si l'on calcule chaque terme de l'expression de sin en pre- 
nant 6 décimales, on obtient | 


A 3 
sin -g = 0,173647. 


On peut garantir les quatre premières décimales. 


2 Développement en série de Maclaurin 
de la fonction f(x) = œ. 


Fig. 374 
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. Nous avons, compte tenu du § 7 du chap. IV (t. I): 
2 3 ; 
RE tarte EE (2) 


car, comme on l’a démontré, lim R, (x) = O quel que soit x. Donc, 
no 


la’ série converge pour tous les x et représente la fonction e”. 
En remplaçant x par (—zx) dans le développement (2), on obtient: 


ue 2 


3. Développement en série de Maclaurin 
de la fonction f(x) = cost. 7 
On déduit. de ce qui a été dit au § 7, chap. IV (t. I) que 


| z2 z4 z8 ` 
coss = t— -5y tzr rt e.o} (4) 
la série converge pour tous. les x et représente la fonction cos x. 


4. Développement en série de Maclaurin des 
fonctions 


f()=shr= 
f()=chr= 
Des formules (2) et (3) il vient: 
short St HA + e.. (5) 
hr=it irtir trt (6) 


§ 18. Formule d’Euler 

Jusqu'à présent, nous considérions des séries à termes réels et 
nous avons laissé en marge les séries à termes complexes. Nous ne 
donnerons pas une théorie complète des séries à termes complexes, 
qui sort du cadre de ce livre, nous bornant à examiner un exemple 
important. | 

Nous avons défini. au chapitre VII (t. I) la fonction e™** par 
l'égalité | 

et = e” (cos y + i sin y). 

Faisant z. = 0, on obtient la formule d'Euler: 


èY = cosy + isin y. 
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Si l'on définit la fonction exponentielle e*” à exposant imaginaire 
au moyen de la formule (2) du $ 17, représentant la fonction e” sous 
forme de série entière, on retrouve l'égalité d’Euler. En effet, défi- 
nissons e‘ en posant dans l'égalité (2) du $ 17 iy au lieu de z: 


i 2 
weii ta) qow Ca aso p EN. up. FE (1) 
Comme = —1, or BA, =i, A etc., on 
obtient 
iy iy å y? iy3 iy5 
er=1+-i ir- irt 


E — . ' 

Séparons les parties réelle et imaginaire de cette série: 
nafis ad pi e) 
eY = (14 Far a)i (r IR on 4 


Les expressions entre parenthèses sont les séries entières de cos y 


et de sin y (voir formules (3) et (1) du paragraphe précédent). Par 
conséquent, 


el = cos y + i sin y. (2) 
Nous avons retrouvé la formule d'Euler. 


$ 19. Formule générale du binôme 
1. Développons en série de Maclaurin la fonction 
f@ = (1 + 2)”, 
m étant une constante arbitraire. 
L'évaluation du reste présentant quelques difficultés, nous procé- 


derons autrement pour trouver le développement en série de cette 
fonction. 


Remarquant que la fonction f (x) = (1 + x)" satisfait à l'équa- 
tion différentielle 
(1 + 2) f (x) = mf (x) (1) 
f (0) =1, 


cherchons une série entière dont la somme s (x) satisfasse à l'équation 
(1) et à la condition s (0) = 1: 


s (x) =1+ax + ag? +... Han en F). (2) 


et à la condition 


*) Nous avons pris le terme constant égal à l'unité, vu la condition s (0) = 
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On obtient en substituant cette série dans l'équation (1): 
(1 + x) (ai + 2azx + 3a a£? +... + nana +...) = 
= m (1 + ax + aat? +... F ana” +... 
Identifiant les coefficients des mêmes puissances de x de part et 
d'autre de l'égalité, on trouve: 
di = M; Gi + 202 = ma; ...; nan + (n +4 1) än44 = Maa; ... 
D'où l'on obtient pour les coefficients de la série l'expression 
=; q=m; at) rm, 


__ %2(m—2) __m(m—1)(m—2) 
MT 3 T7 de 1 


Es 1-2... n 


+ 


Ce sont les coefficients de la série du binôme. 
On obtient en les substituant dans la formule @): 


s(a)=1+mr+ 20 z e T 


1 —(n —1 
+ 9 EN nE... (3) 


Si m est un entier positif, les coefficients de x7+1 et des puissances 
supérieures sont nuls et la série se réduit à un polynôme. Si m est 
fractionnaire ou un entier négatif, on a une série avec une infinité 
de termes. 

Déterminons le rayon de convergence de la série (3): 
m(m—1)...[m—n+1] z, 

ni 
m(m— i) ... [m—n+2] 1, 
BR ol 
üni |_ y]; mm—1)...(m—n+1)(n—1)1 |= 
= lim m(m—1)... (mntanl |7 
| m—n+1. 


n 


Unu = 


n N-+00 


|iz]=]zl. 


De sorte que la série (3) converge pour |x |< 1. 
Dans l'intervalle (—1, 1) la série (3) représente une fonction s (x) 


` 


satisfaisant à l'équation différentielle (1) et à la condition 
s (0) = 1. 
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Comme il n'existe qu'une seule fonction satisfaisant à l'équation 
différentielle (1) avec la condition initiale s (0) = 1, il en résulte 
que la somme de la série (3) est identiquement égale à la fonction 
(1 + x)", et l'on obtient le développement 


A+ met MON + 
m(m—1)(m—2) 


Ro Tt Tru (3°) 
Notamment, si m= — 1, on a 
1 2 
gpr =i rts =H. (4) 
Si m=4, 
E 1 1 1.3 1:3-5 
Vits=1+7 iar taps aies te. 6) 
: 1 
Si m= TZ: 
1 , 4 13 a 135 a, 1357 4 
Vas retiré aas tres... (6) 


-2. Appliquons le développement du binôme au développement 
d’autres fonctions. Développons en série de Maclaurin la fonction 


f (£) = arc sin z. 
Remplaçant x par —z? dans l'égalité (6), on obtient: 
Dre 4 e, 1:3 
Ve Pa Ar 


1.3.5 a 4-3-5... (2n—1) on 
ae Tete m Lee. 


En vertu du théorème sur l'intégration des séries entières, on 
a pour [z|<1 


x 
dt . 5 1 z3 1.3 zë 1.3.5 
|y Ta EE das T 


1:3-5 ... (2n—1) ant 
eH- GA... n ni 


Cette série converge dans l'intervalle (—1, 1). On pourrait démon- 
trer que la série converge également lorsque z = +14 et que la som- 
me correspondant à ces valeurs représente arc sin z. Alors, posant 
x = 1, on obtient cette formule pour calculer x: 


> i x_4, 4 1,43 4,1435 14 
acsint=5=1 +5 i tes tage rte 
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$ 20. Développement de la fonction Log (1 + x) en série entière. 
‘Calcul de Jlogarithmes 
‘Intégrant l'égalité (4) du § 19 de 0 à x (avec Iz|< 4), on 


obtient : 
x 
dt 
f t+ 
0 
ou 


Log (1-+a)=r- EAEI HE (1) 


(4—t+ i—i...) dt 


oten g 


Cette égalité est vraie dans l'intervalle (—1, 1). 
Si l’on remplace zx par —:zx dans cette formule, on obtient 
la série 


Log (1— 2)= —2— +5. (2) 


qui converge dans l'intervalle (—1, 1). 

Les séries (1) et (2) permettent de calculer les logarithmes de 
nombres compris entre zéro et deux. Indiquons säns le démontrer 
que le développement (1) subsiste pour x = 1. 

Donnons une formule permettant de calculer les logarithmes 
naturels des nombres entiers. 

Comme la différence terme à terme de deux séries convergentes 
est une série convergente (voir $ 1, théorème 3), on obtient en retran- 
chant terme à terme (2) de ({): 


E i + x) — Log (1 — A = 


3 
= Log TE Z =2 Le++ Z ++ ue. | 
Posons ensuite de, =" ; on a r=5 ‘On a pour tout 
n>00<r<1, donc 
1+z a 1 1 1. 
Log -7—7 Log =2 [z+ 3n ie t Ban + ….] ’ 


Log (n + 1)— Logn = 
1 1 1 i 
LE Tt sn FI tmpt: h (3). 
On en déduit pour n=1: 


, 1 4. 1 
Log2=2| ++ + ssl 
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Pour calculer Log 2 avec la précision voulue ô, il faut calculer 
la somme partielle s, en prenant un nombre p de termes tel que la 
somme des termes négligés (c’est-à-dire l'erreur Rp faite en rempla- 
çant s par sp) soit inférieure à l'erreur admise ô. Evaluons, à cet 
effet, l'erreur Rp 


1 i ; 2€ 
nel opens Gomes À pi | su 


Comme les nombres 2p + 3, 2p + 5,... sont supérieurs à 2p +4, 
nous augmentons la valeur de chaque fraction lorsque nous rempla- 
çons ces nombres par 2p + 1. on 


2 [par F (2p -5 get rene + ni 
ou 


pee A N 


Nous avons entre crochets une progression géométrique de raison 


L, La somme de cette série est 


s E 
2  g2p+i 1 
E E 6) 
9 


Si l'on veut à présent calculer Log 2, par exemple, à 0,000000004 
près, il faut choisir p de sorte que l’on ait Rp < 0,000000001. On y 
arrive en prenant p de sorte que le second membre de l'inégalité (4) 
soit inférieur à 0,000000001. On vérifie qu'il suffit de prendre 
p = 8. Ainsi, à 0, 000000001 près, on a 


1 1 
Log 2 X s3 = 2 + + tr Hg tan + 


+ ar + x | = 0,693147180. 


La réponse est Log 2 — 0,693147180, avec neuf décimales exactes. 
Posant dans la formule (3) n = 2, on obtient: 


Log 3 = Log 2+ 2 [itat .  . |= 1,098612288. ete. 


Nous pouvons donc calculer les logarithmes naturels de 
n'importe quel entier. 

Pour obtenir les logarithmes décima u x, il faut se servir 
de la relation (voir $ 8, chap. II, t. I) 


log N = M Log N, 
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avec M = 0,434294. On a ainsi- 
: log 2 = 0,434294 -0,693147. = 0,30103. 


§ 21. Application des séries au calcul d'intégrales définies 


Nous avons montré aux chapitres X et XI (t. I) qu'il existait des 
intégrales définies qui, considérées comme fonctions de leurs bornes 
supérieures, ne s'exprimaient pas sous forme finie au moyen des 
fonctions élémentaires. Il.est parfois commode de calculer de telles 
intégrales au moyen des séries. 

Considérons quelques exemples. 

4. Soit à calculer l'intégrale 


a 
f e-*? dx. 
ð 


La primitive de e”? n'est pas une fonction élémentaire. Pour calcu- 
ler l'intégrale, développons la fonction sous le signe somme en série 
en remplaçant dans le développement de e” (voir formule (2), $ 17) 
z par —z?: 


=x? — ae PA RE n amn 
erele tar ar nes le Re 
Intégrant les deux membres de cette égalité de 0 à a, on obtient 


a 


Sans 


a 
Lo a Cr NT. PU 9, nr. ) 
ee ETENA a ST Te. 
a a3 


a a? 
CAT as aa sr 


Cette égalité permet de calculer l'intégrale, quel que soit a. avec 
l'approximation voulue. 
2. Soit à calculer l'intégrale 


a . 

Sin T 

f ~ dr. 

T 

0 

Développons la fonction sous le signe somme en série: comme 
$ z3. z5 zI 
AT er on mo 

on a: 

x4 zs 


CAREEN à EL 
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cette dernière série convergeant quel que soit x. On obtient en 
intégrant terme à terme: 


a 

sin z at 
[= date ets 7TH 
0 


Il est facile de calculer la somme de cette série avec la précision 
voulue, quel que soit a. 
3. Calculer l'intégrale elliptique 


2 
f V 4— k? sin? pdp (k< 1). 
0 


Développons l'expression sous le signe somme en série du binôme, 
avec m=-7, = — k? sin? p (voir formule (5), § 19): 
VI sin? p= 1—+ ksin? pr kt sint q — 
1 1 3 rs 
TZ g igp... 


Cette série converge quel que soit p et peut être intégrée terme à 
terme, étant donné qu’elle est majorable dans tout intervalle. 
Par conséquent, 


p 9 | 
f V1- sin dt = g— 4 k? į sin? £ dt — 
v ü 


4 
Z 


1141 3 


ze EA 
2 2 4 6 


p ọ 
kt f sint ż dt — k? | sinf ti dt—. 
v 0 
Les intégrales du second membre se calculent élémentairement. 


On a pour q=: 


ELA 
2 
ri) 


(voir § 6, chap. XI, t. I) et, par suite, 


ELA 


Nana etre 


— 1-3 Fe 1-3-5 12 K6 
2.4 3 (Err) ye] 
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$ 22. ‘Application des séries à l'intégration d'équations 
différentielles 


Si l'intégration d’une équation différentielle ne se ramène pas 
à des quadratures, on a alors recours à des méthodes d'intégration 
approchée. Une de ces méthodes consiste à représenter la solution 
de l’équation sous forme de série de Taylor; la somme d’un nombre 
fini de termes de cette série sera approximativement égale à la solu- 
tion particulière cherchée. 

Supposons, par exemple, que lon ait à chercher ‘la Jolai 
d'une équation RHERNQUS du second ordre 


=F (x, Y: y 1, (1) 
avec les conditions ne 
(Vaso = Yo,  (Y'}x=xo = Yo- (2) 


Supposons que la solution y = f (x) existe et peut être représentée 
par une série de Taylor (nous ne nous appesantirons pas sur la ques- 
tion des conditions devant être vérifiées pour que cela ait lieu): 


TE E ETW Pat ERES at 8) 


Nous devons trouver Í (z0), F (£0), f” (Zo), - . ., c'est-à-dire les 
valeurs des dérivées de la solution particulière pour z = zo. On les 
trouve au moyen de l'équation (1) et des conditions (2). 

En effet, il résulte des conditions (2): 


f (20) = Yo F (20) = y; 
on déduit de l'équation (1): 
F" (E0) = W'}a=se = F (Eo, Yos Yo). 
Dérivant les deux membıes de l'équation (4) par rapport à x 
y" = Pie, y, y) + Fe y. y) y + Fr y, y)y" 8 
et substituant x = Lo dans le second membre, on trouve: 
F" (0) = (") rss. 


Dérivons la relation (4) encore une fois, on a- 


JE (20) = (YT J= 
et ainsi de suite. - 


Substituons les valeurs des dérivées trouvées dans l'égalité (3). 
Cette série représente la solution de l'équation proposée pour les 
valeurs de x pour lesquelles elle converge. 
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Exemple 1. Trouver la solution de l'équation 
y" = —ys”, 
satisfaisant aux conditions initiales 
(ÿa=o = 1, (Y')}x=0 = 0. 
Solution. On a: 
f (0) = yo = 1; f (0) = y = 0. 
On déduit de l'équation donnée (y")k=9 = f” (0) = 0; puis, 
y" = — y'a — 2ay, (W)a=o = f" (0) = 0, 
yY = y'a — boy — 2y, (yo = —2 
et, plus généralement, en dérivant k fois les deux membres de l'équation par 
application de la formule de Leibniz, on trouve ($ 22, chap. III, t. I): 
yR+D = — y hig? — 2krytk-D — k (k— 1) yth- 
Posant z=0, on obtient : 
gere — k (k1) pp? 
ou, posant k+2=n, 
yP = —(n—8) (n—2) yÿ 


D'où | 
vo = —1.2, yi? = —5.6p0) =(—1)? (1-2) (5-6), 
yi” = —9.10y65 = (—1)8 (1-2) (5-6) (9-10), 
yg = (— 1) (1-2) (5-6) (9-10). .. [(4%— 3) (4k—2)], 
En outre, 


y? =0, y9 .=0, ..., gp Do, prus 
yh =0, yo, .., y 20, 


Do, D0, aa, y0, 


De sorte que seules ne s’annulent pas les dérivées d'ordres multiples de 
quatre. , 
Substituant les valeurs des dérivées trouvées dans la série de Maclaurin, 


on obtient la solution de l'équation proposée 
1—2 1.242 (1-2) (5-6) — Z (1-2) (5.6) (9.10 
y=1— 7p t2 tgr (t2) (5-6) — Tzr (42) (5-6) (9-10) + 


ák 
+ + TT (2) (5-6)... [(4k—3) (4k—9)] + 
On vérifie au moyen de la règle de d’Alembert que cette série converge pour 
toutes les valeurs de x, donc elle est solution de l'équation différentielle. 


Lorsque l'équation est linéaire, il est commode de chercher les 
coefficients du développement d’une solution particulière par la 
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méthode des coefficients indéterminés. Pour cela, on « substitue » 
directement la série 


Y = ao + ar + ar? +... FH ant” +... 
dans l'équation différentielle et on identifie les coefficients des 
mêmes puissances de x de part et d'autre de l'équation. 

Exemple 2. Trouver la solution de l'équation 
y" = 2ry' + 4y, 
vérifiant les conditions initiales 
(Y)x=0 = 0, ('}x=0 = 1. 
Solution. Posons 
y = Go + ar + a? + az +... Has D... 
On trouve, compte tenu des conditions initiales, 
ao = 0, dy = 1. 
Par conséquent, 
y. = x + az? + a + ... Hart + ..., 
y = 1 + 2apr + Bagr? + ... + napast F.. a 
y” = 209 + 3-2azz + ... + n(n — 1) ant + ... 


Substituant les expressions ci-dessus dans l'équation proposée et identifiant 
les coefficients des mêmes puissances de x, on trouve: ` 


2a2 = 0, d'où az = 0; 
8-2a3 = 2 + 4, d'où az = 1; 
4.3a, = 4az + 402, d'où a, = 0; 
24n_2 
n (n—1) an =(n—2) 241 2+4an2, d'où an = ai> 


nm osol ‘l o‘ ‘ ‘l e... o o 


Par conséquent, 


1 
E E ni de 
O Ea A di al ape en 
1 
2 (k—1)!. 1 : 
GRH dE DT -3 


a, = 0; ag = 0; ce. GR = 0... 
Substituant les coefficients trouvés, on trouve la solution cherchée 


z z á zl z2k+1 
PRE Portal 


La série obtenue converge quel que soit z. 

Remarquons que la solution particulière trouvée s'exprime au moyen des 
fonctions élémentaires: en effet, si l'on met z en facteur, on obtient ledéve- 
loppement de la fonction e*°. Donc, 


y = rex, 
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§ 23. Equation de Bessel 
On appelle ainsi une équation de la forme 
ay" + ay + (2 — p) y —0 (p = const). (1) 


Il convient de chercher la solution de cette équation, comme les 
solutions de certaines autres équations à coefficients variables, non 
pas sous forme de série entière, mais sous forme de produit d’une 
certaine puissance de x pa une série entière : 


y=" 2 at*. (2) 


Il est loisible de prendre a, différent de zéro, étant donné que 
l'exposant r est indéterminé. 
Recopions l'expression (2) sous la forme 


o 
y= 2 arc" +} 


et cherchons ses dérivées: 


y'= D (r+k)arzrtt-t; 
EZO 


y'= À (r+ k) (r+ e1) aparti, 


K=0 
Substituons ces expressions dans l'équation (1): 


a 5 (r+k) (r+k—1) apr th—2 D 
k=0 


+z 2 (r+ k) aps" t-i + (x? — p?) à apr = 0. 
Annulant les coefficients de x à la puissance r, r +1, r+2,.. 
...,r+%, on obtient le système d'équations différentielles : 
{r(r—1)+7—p°]a,=0 ou [r?— p°] a =0, \ 
Lr+1)r+(r+1)—pla=0 ou [(r+1)}— p’ a= 0, 
(r+ 2) (r +1) + (r +2) — p’ a+ a50 
ou [r +2) — p°] a2 +4 = 0, (3) 


k a a au E aa e a a a E E T T 


Se oi de) Te er ni nE a a Ge ei ii A a ee à, O ae a 
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Considérons la dernière égalité : 
I(r + k)? — p] år + ar- = 0. (3) 
On peut la recopier sous la forme 
[r+ k — p) (r + k + p)] ar + ar-2 = 0. 
Par hypothèse ao = 0; par conséquent, 
P pP =0, 


donc, r; = p ou bien r = —p. 
Considérons d’abord la solution correspondant à r; = p > 0. 
On déduit successivement du système d'équations (3) tous les 


coefficients a4, G2, . . .; ao étant arbitraire. Prenons, par exemple, 
&o = 1. Alors 
ak2 
ak = — 2. 
r= = Ep k) 


On trouve en donnant à k diverses valeurs : 


a;=0, as—0 et, en général, am =0; 


4 - 4 
n= — yap “Saep rAr (4) 


1 
2-46... 2v (2p +2) (2p +4) ... (2p+2v) °? °°° 


On obtient en substituant les coefficients trouvés dans la for- 
mule (2): 


ly = ( R= 1)y+i 


x? zt 
y= [14 — zapt A TG tAr — 
z8 


AAA k 2 


Tous les coefficients ay sont déterminés car, pour tout k, le 
coefficient de a, dans l'équation (3) 


| (ra + k)? — p° 
n'est pas nul. 
Ainsi, y, est une solution particulière de l'équation (1). 
Cherchons maintenant dans quelles conditions tous les coeffi- 
cients a, sont déterminés lorsqu'on considère la seconde racine 


rą = —p. Il faut pour cela que soit vérifiée l'inégalité suivante 
pour tout k entier positif pair: 

(r2 + k)? — p #0 (6) 
ou 


Ta + k Æp. 
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Or, p = r1, par conséquent, 
Ta + k Ær. 
Ainsi, la condition (6) est, dans ce cas, équivalente à la suivante : 
T — rT: #Æ k, 
k étant un entier positif pair. Mais, 


; D =p, Ta= —pP; 
par conséquent, 
Ti — Ta = 2p. 

De sorte que, si p n’est pas un nombre entier, on peut écrire 
une seconde solution particulière que l’on déduit de l'expression (5) 
en remplaçant p par —p: 

z? z4 


— yP oo re 
Le [1 CFA t Ap FAO pF 


-ECFA pry] (5° 


Les séries entières (5) et (5°) convergent quel que soit x, ce qui est 
facile de vérifier en appliquant la règle de d'Alembert. Il est égale- 
ment évident que y; et y sont linéairement indépendantes *). 

La solution y:, multipliée par un certain facteur constant, est 
appelée fonction de Bessel de première espèce d'ordre p et on la repré- 
sente par Jp. La solution y: est représentée par Jp. 

Par conséquent, lorsque p n’est pas un nombre entier, la solution 
générale de l'équation (4) s'écrit 


y = Cid} + Cod -p. 
Ainsi, si p=4, la série (5) s'écrit 
1 
fine | 
F [1 2.5 2435 — TATAN, t. …]= 


er .. =] - 


*) On vérifie comme suit l'indépendance linéaire de ces fonctions. Consi- 
dérons le rapport 


z? xt 
de ICT NORTON, 
ya OR o aO 
TETA 2 TGS Cr+4 


Ce rapport n’est pas constant, étant donné qu’il tend vers l'infini lorsque z —+ 0. 
Donc, les fonctions y; et y> sont linéairement indépendantes. 
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Cette solution, multipliée par y= , est appelée fonction de Bes- 
sel J 4; notons que l'expression entre crochets est le développe- 


ment en série de sin z. Par conséquent, 


Ji (=y sine. 


On obtient de la même manière à partir de la formule (5’) : 
J_ı (2) = Žoosz. 
> ; 


L'intégrale générale de l'équation (1) lorsque p=4 est 
y= Cid 1 (x) + Cal _1 (x). 
2 2 


Supposons maintenant que p soit un nombre entier positif que 
nous désignerons par n (n => 0). La solution (5) a alors un sens et 
représente une première solution particulière de l'équation (1). 

Mais la solution (5') ne représente plus rien, car cẹrtains dénomi- 
nateurs du développement s’annulent. 


Pour p = n entier positif, on prend pour fonction de Bessel. Jn 
la série (5) multipliée par le facteur -> 
le facteur 1): 


a? z4 
AO TL Tnt) 24m — 


7 (lorsque n=0; on prend 


x! . 
RFO rry +] 
ou 


= = (—1)Y z \n+2v 
Jn(2) = 2 vim+v I (5) s (7) 
y=! 


On démontre qu'il faut chercher dans ce cas une seconde solution 
particulière sous la forme 


K n (2) = Jn (x) Log z+ 27” 2 baa. 


Substituant cette expression dans l'équation (1), on détermine 
les coefficients b}. 

La fonction K, (x) avec des coefficients ainsi définis est appelée, 
après multiplication par.un certain facteur constant, fonction de Bes- 
sel de seconde espèce d'ordre n. 
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C'est une seconde solution de l'équation (1), qui, avec la pre- 
mière, forme un système linéairement indépendant. 
L'intégrale générale s'écrit 


y = Cdn (2) + Cork (2). (8) 
Notons que 
lim K, (z) = oo. 
x-0 


Par conséquent, si l’on veut se borner aux solutions finies pour 
x = 0, il faudra poser C} = 0 dans la formule (8). 


Exemple. Trouver la solution de l'équation de Bessel pour p = 0 
se 
Y+—+y"+y= 0 
satisfaisant aux conditions initiales: 
pour z = 0, y = 2, y = 0. 
Solution. On trouve d’après la formule (7) la solution particulière 


Jo (= 2 x (i) 1-7 a (5) + 


= 
ter (+) -e (+ 


Utilisant cette solution, on peut écrire la solution satisfaisant aux condi- 
tions initiales données, à savoir: 


y = 2 Jo (x). 


Remarque. Si l’on avait à chercher l'intégrale générale de l'équation 
proposée, on chercherait une seconde solution particulière sous la forme 


Ko(z)= Jo (x) Logz+ D) bps. 
k=0 


Bornons-nous à indiquer que la seconde solution particulière, que nous 
désignons par Ko (z), s'écrit 


Kol Polos (4) (+4) 


tamah Urea) 


Après multiplication par un certain facteur constant, cette fonction s appelle 
fonction de Bessel de seconde espèce d'ordre zéro. 
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§ 24.. Séries à termes complexes 
Soit la suite des nombres complexes 


Zis 29, e. Zn, a eg 
Zn = An + ibn (n =1, PRE 


Définition 1. Le nombre complexe Zo = a +'ib est appelé 
limite de la suite des nombres complexes Zn = An + ib, si 


lim |żn— z |=0. (1) 


Ecrivons la condition (4) sous la forme: 

Zn — Zo = (An + ibn) — (a + ib) = (an — a) + i (bn — b), 
lim |zn— z |= lim V (an — a) + (bn — b} =0. (2) 
n0 n00 ` 

De l'équation (2) il vient que la condition (t) est vérifiée si et seu- 
lement si , . 
D lim an=a, limb, =b. (3) 
n-o no 


Composons la série à termes complexes 
w, + we + w +... Hwnt.. (4) 
Wn = Un H ivn (n —=1,2,...). 
Désignons. par s, la somme des n premiers termes : 
Sn = Wi + Ww +... + Wn, (5) 
Sa est un nombre gompiese” 
sn = (X m) +5 (D). (6) 


Définition 2. Si 
- lim sr=s=4A+iB 
1-0 


~ 


ou 


existe, la série (4) est dite convergente et s en est la. somme 
s= > wr = À +iB. (7) 
De l'égalité (3) et de la condition (6) il vient 
A= lim > ur, B= lim ÿ Vk. (8) 


no k= n-+00 k=1 


Si lims, n ‘existe pas, on dit que la série (4) est divergente. 
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Le théorème suivant est d’une grande utilité pour l'étude de 
la convergence de la série (4). 


Théorème 1. La série (4) est convergente si la série formée 
avec les valeurs absolues de ses termes 


lenf+lwel+...+lunl+.., où fun Vii tué (9) 
est convergente. 


Démonstration. Les égalités (8) (en vertu du théorème 
correspondant sur la convergence absolue des séries à termes réels) 
et, par conséquent, l'égalité (7) découlent immédiatement de la 
convergence de la série (9) et des conditions 


Jun |< Vu toi lun |, [Un |< <V += [Wn |. 


Le théorème que nous venons de démontrer permet d'appliquer 
aux séries à termes complexes tous les-critères suffisants de conver- 
gence établis pour les séries à termes positifs, 


§ 25. Séries entières d'une variable complexe 


` 


Voyons à présent les séries entières à termes complexes. 


Définition 1. On appelle série entière d'une variable 
complexe la série 


Co + cz ter +. ++... (1) 


où z = x + iy est une variable complexe, x et y des nombres réels, 
€ des constantes complexes ou réelles. 

Pour les séries entières d’une variable complexe, il existe une 
théorie analogue à celle des séries entières à termes réels. 


Définition 2. L'ensemble des valeurs de z dans le plan 
d'une variable complexe, pour lesquelles la série (1) converge, est 
appelé domaine de convergence de la série entière (pour chaque valeur 
donnée de z la série (1) se transforme en une série numérique à termes 
complexes de la forme (4), $ 24). 


Définition 3. La série (1) est dite absolument convergente 
si la série formée avec les valeurs absolues de ses termes 


lcol+lezl+lez|+e..e+ lez l+ese (2) 


converge. 
Enonçons sans le démontrer le théorème suivant: 


Théorème 1. Le domaine de convergence de la série entière 
à termes complexes (1) est représenté sur le plan complexe de la variable 
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z par un cercle dit cercle de convergence centré à l'origine des coordon- 
nées. La série (1) est absolument convergente en tous les points situés 
à l'intérieur de ce cercle. 

Le rayon R de ce cercle est appelé rayon de convergence de la 
série entière. Si R est le rayon de convergence de la série entière (1), 
on dit que cette série est convergente dans le domaine. 


1z21<2R. 


(Aux points frontières | z | = R la convergence est établie au moyen 
d'une étude complémentaire comme aux extrémités de l'intervalle 
pour le cas d’une série entière d’une variable réelle.) Notons qu'en 
fonction des coefficients c, le rayon de convergence R peut prendre 
n'importe quelle valeur comprise entre R = 0 et R = œ. Dans 
le premier cas, la série ne converge qu'au point z = 0, dans le second, 
elle converge pour toute valeur de z. 
Soit | 


f (2) = co + ciz + ezz? +... enz +... (3) 


Si z varie à l'intérieur du cercle de convergence, la fonction f (z) 
variera également en conséquence. Donc, toute série entière d’une 
variable complexe définit à l'intérieur du cercle de convergence 
une fonction correspondante d’une variable complexe. C'est une 
fonction analytique d’une variable complexe. Citons quelques exem- 
ples de fonctions d’une variable complexe définies par des 
séries entières d'une variable complexe. 


1) =i tirti (4) 


est l'exponentielle d'une. variable complexe. Si nous faisons y = 0, 
nous'obtenons la formule (2), § 17. Si x = 0, nous obtenons l’éga- 
lité (1), $ 18. 


2) sinz=z— 4 ti tr... (5) 


est le développement du sinus d'une variable complexe. En faisant 
y=0 nous obtenons la formule (1), § 17. | 


2 4 8 
3) cosz=1—51 tir Tte - (6) 


est le développement du cosinus d'une variable complexe. En rempla- 
cant z par iz dans les deux membres de la formule (4) et en opérant, 


comme dans le $ 18, nous obtenons ; 
ei? = cos z + i sin z (7) 


qui n’est autre que la formule d'Euler pour la variable complexe z. 
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Si. z est un réel, nous retrouvons la formule (2), $ 18. 
3 5 
4) hz=z+ rtt (8) 
2 4 8. 
5) chz=1+ rtir tjt (9) 


Les deux dernières formules sont analogues aux formules (5) et (6), 
$ 17, et coïncident avec elles si z = x est.un nombre réel. 

En partant des formules (4), (5), (6), (8).et (9) il est aisé d'établir 
les formules suivantes: 


e*—chz+shz, (10) 
e*—chz—shz, ge (11) 
chz= 4, shz=—., | (12) 
cos im EE., sin i= A. (43) 


Notons que les séries (4), (5), (6), (8), (9) convergent pour toutes 
les valeurs de z en vertu du théorème 1 et du $ 24. Comme pour les 
séries entières d'une variable réelle, on étudie des séries d’une 
variable complexe suivant les: puissances de (z — Zo) où Zo est un 
nombre complexe; 


< Co + C1 (2 — 20) + Co (2 — 20) + es + en (E — 20) +... 
. l $ , i ‘44 
cn Sont des constantes complexes ou réelles. La série (14) se ramène 
à la forme (1) au moyen de la substitution z — z, = z*. Toutes les 
propriétés et théorèmes établis pour la série (1) restent en vigueur 
pour la série (14), sauf que le cercle de convergence de la série (14), 
au lieu d’être centré à l’origine des coordonnées, est centré au 
point Zo. de 
R étant le rayon de convergence de la série, on dit que cette 
série converge dans le domaine 


|z — 20 |< À. 


§ 26. Résolution de l'équation différentielle du premier 
ordre par la méthode des approximations successives 
(méthode d'itération) 


Dans les §§ 32, 33 et 34 du chap. XIII nous avons étudié l'inté- 
gration approchée des équations différentielles et des systèmes d’équa- 
tions différentielles par les méthodes des différences finies. Nous 
allons à présent voir une autre méthode de leur intégration appro- 
chée. Précisons que cet exposé tiendra également lieu de démons- 
tration du théorème d'existence de la solution de l'équation diffé- 
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rentielle (cf.:§ 2. chap. XIII). Nous aurons recours à la théorie 
de séries. 
: Soit à résoudre M. différentielle 


satisfaisant à la condition initiale 
Y = Yo pOUr T = To. (2) 


En intégrant les membres de l'é équation (1) de zo à z et en tenant 
compte de la condition initiale nous obtenons: 


y= j f (2, y) de + Vo. (3) 


La:fonction inconnue y se Honan sous le signe d’ intégration, l'é- 
quation (3) est appelée équation intégrale. 

La fonction y = y (x) vérifiant l'équation (1) et la condition 
initiale (2) vérifie l'équation (3). Et inversement, il est évident 
que la fonction y = y (x) vérifiant l'équation (3) vérifie également 
l'équation (1) et la condition initiale (2). 

Examinons tout d'abord la méthode des solutions approchées 
de l'équation (1) pour les conditions initiales (2). 

Soit Yo l'approximation nulle de la solution. En remplaçant 
y par yo dans la fonction à intégrer du deuxième membre de l'égalité 
(3) nous obtenons 


n(a)= | 16e v)dz+ y (4) 


xo 
Y; (x) est la première solution approchée de l'équation différen- 
tielle (1) vérifiant la condition initiale (2): 
Portons à présent la première approximation yı (z) dans la 
. fonction à intégrer de: rue (3) 


(2) = j fls, yi (2) de + yo. (5) 


Nous obtenons de la sorte o la deuxième approximation. Poursuivons 
ce processus :- 


de Dis: (6) 
ne | FC Yama (2) dz vor | 
xo 


e... esoe 
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Plus bas nous mdiquerons l'approximation qu'il faudra prendre 
compte tenu de la précision requise. | 


Exemple. Trouver la solution approchée de l'équation y = z + y? 
vérifiant les conditions initiales zi 


Yo = À pour z = 0. 
Solution. D'après la formule (4) nous avons: 


x : F 
y= f (z+1) dr+i=+r+i, 
0 


x 


0 


et ainsi de suite. 


§ 27. Démonstration de l'existence de la solution 
d'une équation différentielle. Evaluation de l'erreur 
d’une solution approchée 


Démontrons le théorème suivant. 
‘Théorème. Soient l'équation différentielle 
. d d 
et les conditions initiales 
Y = Yo pour & = To. (2) 
Si f (z, y) et fy (x, y) sont continues dans le domaine fermé D, 

D {to —a KST Sto +a, Yo — 
— b <y <S yo + b} (fig. 372), (3) 
il existe alors dans un certain in- y 
tervalle . 

Zo—l<rz<zto +l (4) 
une solution et une seule de l'équa- 
tion (1) vérifiant les conditions 
initiales (2). Le nombre l sera dé- Fig. 372 
fini plus bas. 

Démonstration. Remarquons que de la continuité des 
fonctions f (x, y) et fy (x, y) dans l'intervalle fermé D, il s'ensuit 


qu'il existe des constantes M = 0 et N œO telles qu'en tous les 
points du domaine sont vérifiées les relations: 


If y) | <M, (5) 
FACE (6) 


Œ Ht b) 
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(Cette propriété est analogue à celle indiquée dans le $ 40 du chap. IT). 
Dans l'équation (4) l est le plus petit des nombres a et 


, c’est-à-dire 


l= min (a, w) (7) 
Le théorème de Lagrange appliqué à la fonction f (z, y) aux points 
quelconques À; (x, y4) et Á» (z, y2) du domaine D donne: 

f (£, y2) — F (2, y4) = fy (£, n) (Y2 — ya), 
OÙ yı < N< Y2; par conséquent, | fy (x, n) | < N. De sorte que 


l'inégalité 
| f (£, y2) — Í (£, y) IS N | y2 — y | *) (8) 


est vérifiée pour deux points quelconques. 
Revenons à l'égalité (4) du $ 26. Il en résulte compte tenu égale- 
ment des égalités (5), (4), (7) ARE | 


In-nl=|Î jte n)ds|<Î Mar-Mis-s | <Mi<v. (9) 


Ainsi, la fonction y = y; (x) définie par l'égalité (4) du § 26 sur 
l'intervalle (4) ne sort pas du domaine D. 

Passons à présent à l'égalité (5) du § 26. Les variables indépen- 
dantes de la fonction f [x, y, (x)] ne sortent pas du domaine D. 
Nous pouvons donc écrire 


evo] | jiz, mods < Miam <MISE. (10) 


Par induction on peut démontrer qué pour tout n 
ln —Yol < b (11) 
si x appartient à l'intervalle (4). 
Démontrons maintenant que 
lim yn (2) = y (2) (12) 


*) Remarquons que si pour une fonction quelconque F (y) la condition 
| F (y) — F (a) |S E |y nl 


où y2 et y, sont deux points quelconques d'un certain domaine et Æ un nombre 
constant, est véritiée, cette condition est dite condition de Lipschitz. Par la 
relation (8), nous avons donc démontré que si la fonction f (x, y) admet une 


PL z : x PA ans : 
dérivée Jy bornée dans un certain domaine, elle y vérifie la condition de Lip- 
schitz. La réciproque n’est pas toujours vraie. 
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existe et que la fonction y (x) vérifie l'équation différentielle (1) 
et les conditions initiales (2). Considérons pour cela la série 


Yo + (ai — Yo) + (Ye — ya) + ee + Un- — Yn-2) + 
+ (Gin — Un) +... (13) 


ayant pour terme général un = Yn — Yni et ug = Yo. De toute 
évidence la somme des n + 1 HUE termes de cette série est 


Sna 5. 2 Ui= Yn. (14) 
Evaluons lės termes de la série (13) en valeur absolue 
x : 4 
Ln—vol=| | (es vo) | <M 12 aol. (15) 
xo : 


En vertu de (4), (5) du § 26 et (6) il vient 


aE [f (£, y1) — f(x, Yo) dx | 


ali fy (2, mama|<an M |z— z| dz = 
xo Xo 


NE y | 2—2 |? 
(on prend le signe + si ne. et le signe — si z> zx). Donc 
[n< M glt tl. (16) 


En tenant compte de (16) nous obtenons 


inei [F (£, Yy2a)— f(x; y) de|— 


x 


-| $ je no @r-unar(< n f Mie a pas 


xo xo 
=M | z fÈ. (17) 
Et de proche en proche jusqu'à 
|Yn — Una | LM À | %0 fé (18) 


La série de fonctions (13) est donc majorable dans l'intervalle 
[x — xo |< l. La série numérique à termes positifs plus grands 
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que les valeurs absolues des termes correspondants de la série (13) 
s'écrit = 


Vo+ MI+M À Ni 


iaa aka m 


TE M + + M +. (19) 


Py Nn-in | <=? 
avec un terme général vn, = M —-ņ—. On s'assure aisément de sa 


convergence en appliquant le critère de d'Alembert.. 


Nr-ln 
! jen NI 
lim > = lim Li lim *Ž=0 <1. 
no Vn-1 n> M Nn-2m-1 no ” 


(n—1)! 


La série (13) est majorable, elle est donc convergente. Comme ses 
membres sont des fonctions continues, elle converge vers une fonc- 
tion continue y (x). Ainsi, 


lim sn- = lim Yn =y (x), (20) 


n= 


où y (x) est une fonction continue vérifiant la condition initiale 
étant donné que pour tous les n 


Yn (Lo) = Yo. 


Démontrons que la fonction y (x) que nous venons d'obtenir 
vérifie l'équation (1). Recopions la dernière des équations (6) du 


$ 26 
yn=yo+ | $ (2, Un.) dz. (21) 


Xo 


Montrons que 
lim af f [£, Yn- (2)] da = î f(z, y)dz, (22j 


où y (x) est detn par l’ égalité (20). 

Remarquons auparavant ce qui suit. Etant donné que la série (13) 
est majorable, il résulte de l'égalité (20) que pour tout e > 0 il 
existe un » tel que 


ly— mie. (23) 
En tenant pompte” de (23), dans ion l'intervalle (4) nous avons 


jire naf f(E, Yn) de< | Je =e lde< 


[<+ f PE P T P ; 
xo 
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Or lim e=0; par conséquent, 


dm |] ré, pas-| f(x, Yn) dx |=0. 


De cette dernière égalité découle Tégalité (22). 

En passant à présent dans les deux membres de l'égalité (21) 
à la limite lorsque n —> œ, nous constatons que y (x) définie par 
l'égalité (20) vérifie l'équation 


Y=Yo+ f f (z, y)dz. (24) 


Par conséquent, comme nous l'avons indiqué plus haut, la 
fonction y (x) que nous venons de trouver vérifie l'équation diffé- 
rentielle (1) et les conditions initiales (2). 


Remarque 4. D'autres méthodes de démonstration per- 
mettent d'affirmer qu'il existe une solution de l'équation (1) véri- 
fiant les conditions initiales (2) si la fonction f (x, y) est continue 
dans le domaine D (théorème de Peano) *). 


Remarque 2. Par un procédé analogue à celui qui nous 
a permis d’établir(la relation (18), nous pouvons montrer que l'erreur 
qui apparaît après la substitution de la solution y (x) par sa n-ième 
approximation y, est donnée par la formule 


NrM 4 MANnin+i 
ly— ynl Supl o PH< GFT: (25) 


Exemple. Appliquons cette évaluation à la cinquième approximation 
Ys de la solution de l'équation 


y =zr4 y 


pour les conditions initiales yọ = 1 quand z = 0. 
Soit D un domaine E ee suit : 


c'est-à-dire a+ , b=1. Par conséquent, M +, N =2 et 


Le 
A 
=> 


1= min (a 7) = min (4 2 zu 
= D a ie TE )=+. 


M 
D'après la formule (25) nous obtenons : 
: 3 1 \6 
ly—3 ea Lk a 
LES 61 960 


*) Voir, par exemple, l'ouvrage de I. Pétrovsky « Conférences sur les 
équations différentielles ordinaires » (en russe). 
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Remarquons que l'évaluation (25) est assez grossière. On peut montrer que. T'ap- 
plication d’autres méthodes à l'exemple cité donne une erreur à plusieurs di- 
zaines de fois moindre. 


$ 28. Théorème d'unicité de la solution de l'équation 
différentielle 


_Démontrons le Miotas suivant. x 


Théorème. Si la fonction f (x, y) est continue et admet une 
dérivée i continue sur le domaine D, définie au $ 27, la solution de 


l'équation différentielle 
=f (z, y) (1) 
pour les conditions initiales 
Y = Yo quand z = to (2) 
est alors unique, c'est-à-dire que par le point (£o, Yo) il ne passe qu'une 
seule et unique courbe intégrale de l'équation (1). 


Démonstration. Supposons qu'il existe ati 
de l'équation (1) vérifiant les conditions (2) c'est-à-dire deux courbes 
y (x) et z (x) passant par le point À (£o, Yo). Ces deux fonctions 
vérifient donc l’ emiation, (24) du $ 27: 


vu Í 16 y)dx, 2=Y +f f(x, z) dx. 
xo xo 


Considérons la différence 


y (z)—z(2)= | [f (2, y)— f (z, 2)1 de. (3) 
xo 

D'après la formule de Lagrange et l'inégalité (6) du $ 27 nous 
avons : 
| FC y) — i (a, a= AE y-a), (4) 
d’où il vient 

IG y —f@ D I<NlIy—zl. (5) 
D'après (3) et (5) on peut écrire 


E u-nde|<s Niy—sldz. (6) 


Be x 


Soit x tel que lea < +. Pour fixer les idées prenons t, <t; 
la démonstration étant lope pour r< Xo 
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Supposons que À = max | y — z | dans l'intervalle x — x, < $ 


pour une valeur de z = x*. L'inégalité (6) pour le point x* s'écrit 
alors sous la forme: 
ia % 


xð 
EN | Le NA (et — 20) < Nay <A 
Xo 


d'où 
À < À. 


En admettant l'existence de deux solutions distinctes nous avons 
abouti à une contradiction. Par conséquent, la solution est unique. 


Remarque 1. On peut montrer que la solution sera unique 
moyennant moins de conditions sur la fonction f (x, y) *). 


Remarque 2. Si la fonction f (x, y) admet une dérivée 
partielle non bornée dans le domaine, il peut alors fort bien exister 
plusieurs solutions vérifiant l'équation (1) ét les conditions initia- 


les (2). 
Considérons, en effet, l’équation 
y'=32% y (7) 
avec les conditions initiales 
y = 0 pour z =Q. (8) 
On a: 
af 2 Fig. 373 


e zy $— œ quand y—+0. 


Dans ce cas l'équation (7) admet deux solutions vérifiant les con- 
ditions initiales (8): | 

y=0, y=. 
Une substitution directe permet de s'assurer que ces deux fonctions 


sont solutions de l'équation (7). Les deux courbes intégrales passent 
par l’origine des coordonnées (fig. 373). 


Exercices 


Ecrire les premiers termes des séries dont on connaît le terme général: 


2 1. __ nÿ __(nly TS ANR TE. 
mn nt Me ot Cr 


5. un=Ÿ ni Vi. 


*) Voir le même ouvrage de I. Pétrovsky indiqué sur la p. 345. 
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r la ur des séries suivantes : 

+ a + 5y + +. RE J + ... Rép. Convergence. 
i 1 1 C 
: —— a «+ +... Rép. Divergence. 
+ 75 + + Vi + ép ge 


8. pee ER pey ... Rép. Divergence. 
1 1 1 
—;— +— +... Rép. Divergence. 
5) ýn+ô T ji ý 
1 ‘2 \4 3 19 or n_e £ 
zH) +(=) +... +) +... Rép. Convergence: 
Li: 22:89. 4 no o M dan 
11. D M ME TELE D ESS rate Hart ee Rép. Divergence. 
4, 1 1 1 1 f ; 
12. +++ + +ga te . Rép. Convergence. 
Etudier la convergence des séries de rai généraux : 
Rép. Divergence. 


13. ü= 7- . Rép. Convergence. 14: Un = 7 ; 


Rép. Divergence. . 16. un= r zo Rép. Divergence. 


15. un = 5n =. T: 
7 1 z : 
17. un = RTS Rép. Convergence. 18. un_4=—— z Togn ` Rép. AR 


19. Démontrer l'inégalité. 14-5 +4 +... + LD Log(r +1) >F 7. 
i o -4 
H E , l 
20. Le théorème de Leibniz est-il applicable à la série T 
1 1 1 ? 


Ena 4 Vos e yaa Von 
Rép. Il n ’est pas applicable, étant donné que les termes de la série ne dé- 
croissent pas monotonement en valeur absolue. La série diverge. 
Combien de termes faut-il prendre dans les séries suivantes pour avoir 


1 y 
la somme bua à gor Près: 


4 . AE 
-yta .. +(— DR + b. Rép. n= 20. 


vi 
22. = pie. es . . . Rép. n—108. 
1 4 14 1 F 
23. AE + x Le . Rép. n =103. 


1 1 ; , E 
24-73 53751 RS E E n=10. 


Dire a les nan suivantes convergent absolument : 
4 - 1 
= a — AnH e H 
25. 1 E EPEN 1yr n mt: 


gence heu 


Rép. Conver- 
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26.. 1 1 4 Le ; HLE ... Rép. Convergence 


E r r E ES zn 
absolue. 
ont et pd E K E EEEE E a 
? Log2 LT GET 7 Logs °°: Logn 1" E 
EO AE S 
1 i 
28. —1+ PRE COR ER: t sé — 1) —— ... Rép. Semi-con- 
73 DE + 7 + +(—1) 7 ép emi-Con 
vergence. 
Trouver 7 somme de la série : 
1 1 à 1 
29. 53 + T te trathan: . . Rép. T 


Pour quelles valeurs de z les séries suivantes convergent ? 


w. 14E z Rép. —2< 1X 2 
o tyty t e tiat. °.. Rep. — <z< 2. 
2 3 4 TL 
81. at at o I E+. o Rép —1< 2 <1. 


32. 3x 34r- 399... +, Rép. |zx| <+. 


a _40 000z? , 1 000 00078 


34. due Be .. +2% sin ne .. Rép. — œ < £ < œ. 
z z? an + 
Gv aav Ta 


36. z CARRE T a Rép. — 00 < z < 00. 
E AEA a AER RES 


35. . Rép. — 1<r<i. 


37. 24524 il a+... tlang . e © Rép. —e <L 1L e 
(1° & ds 


E A E MR er QAR ENE T ne T 
4l (2n) ! 


39. Trouver la somme de la série z + 23-4- ... + nant es (z| <1). 
Indication. Ecrire la série sous la forme | 


t++as+tmat ... 
LHB HH.. 


B+n+... 
m+. 
7 z | | 
Rép. KE 
Dire si les séries suivantes sont majorables sur les segments indiqués : 
z 2 n 
40. tt. it ++. . (0<z<1). Rép. Majorable, 


t 2 z an ; NT 
41, 1+ Itz tt AR FR + .. . (0<z<1). Rép. Non majorabie. 
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sinz sin2x sin 3z sinnz ge i | 
42 E +—— GE +—— 35 +... += TE —,;—+... [0, 2x]. Rép.. Majorable. 


Développement de fonctions en séries 


43. Développer TEF en série des puissances de x et indiquer l'intervalle 
de convergence. Rép. Converge pour —10 < x < 10. 


44. Développer cos z selon les puissances de 27) . Rép. 


er En ES 
e x. 


45. Développer e-* selon les puissances 


1 


1 
VV" 


Rép. dot EE + ; 

46. Deyolonper es: aon les puissances de (x—2). Rép. e2+e2(x—2)+ 

+ý + 2 +. 

47. bei z? — ags z— 7 selon les puissances de (z — 1). Rép. 
—3 + 4 (z — 1) + (z — 1} + (x — 1). 

48. Développer le polynôme x1° + 27° — 3z” — 6z? i3 31 + 628 — x — 2 
en série de Taylor des puissances 2e x — 1; s'assurer que ce polynôme 
admet 1 pour racine triple. Rép. 119) = 8i (z — Ca + 270 (x — 1) + 
+ 405 (z — 1)5 + 351 (x — 1)6 + 186 (z — 1)? + 63 (x — 1)8 + 
+ 142 (z — 139 + (x — 1)”. 

49. DER cos (sta) selon les puissances de zx. Rép. cosa—xsina— 

-5T cos a+ sin «+ cos a — 


50. Développer Log z selon les puissances de (z— 1). Rép. (r—1)— - (x A+ 
i E , ; 2. 
+F (z— P——7 (z—1+... 


Développer e* en série des puissances de (x+2). 


Rép. e2[1+ 5 tel 


n=1 


51 


52. Développer cos? z en Série des puissances de (2-7) . 


5 4n- 2—1 2n—1 
Rép. ++ So ET arc) 
== 


53. Développer en série des puissances de (z+1). Rép. ÿ (n +1) X 
TO 

X (1+4(—2<7<0). a 

54. Développer tgz en série des puissances de (3). Rép. 1+2 xX 


TOTE 


55. 
56. 
57. 
58. 
59. 
60. 
61. 
62. 
63. 


64 


65. 
66. 


67 


68. 
69. 


70. 


71. 
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Ecrire les quatre premiers termes du développement en série entière des 
fonctions suivantes : o TA 
> z T z 

tgr. Rép. s+- t- ts +: . 

CoS x z 2 4x4 = 3176 st. 

e . Rép. e (1 51 FT TA, ) 
arc tgx pé so O T 
e . Rép. 1+z+ 5 FX 
tog pej. Rép. Log242+7  S. 
og (1+e*). Rép. 8 +5 8 mt: 
esinx, Rép. 1+s+-5 gt pas 


3 
(A+ 2)*. Rép. 14i t zh... 


2 4 
sec z. Rép. + + + T 


x? xt z8 


Log cos x. Rép. -z3 Pr | 
3 5 
Développer sinkz en série entière de z. Rép. kr— Ce + — 
kz)? 
ue. 
Développer sin? x selon les puissances de z et déterminer l'intervalle de 
Ré 2z? Jri L 9670 poi D2n-1z2n 
convergence. Rép. -57 —-7] ET A (—1) Ent + 
La série converge quel que soit z. 1 
Développer TFA en série entière. Rép. 1—124+24— 2104... 


Développer arc tgz en série entière. 
x 
Indication. Se servir de la formule arc tgr— f +. Rép. z— 


3 5 7 
+ (<<. 


v 1 gs a ; 
Développer kezi en série entière. Rép. 1—2r+3r2—4r3+... 


(—1<z<1). | 

Utilisant les formules du développement en série de puissances des 
fonctions e%*, sin z, cosx, Log (1 + x), (4 + x)" et appliquant divers 
procédés développer en séries de puissances les fonctions et déterminer les 
intervalles de convergence : 


sh z. Rép. tarte: ++ (—o<r<o). 
z 


2 . 
ch z. Rép. HE. .. (~œ << oo). 


cos? z. Rép. 1455 nn (—œ << z < 00). 
n=1 


x 
(n—i)n 


(1+2) Log (1+2). Rép. s+ J) (im (FIA. 
n=2 
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72. 


73. 


74. 


75 


76. 


77. 


ne 


779. 


80. 


81. 


82. 
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z e _1 
(1+2) e7*. Rép. 145 PP 1L aT an (—0< ir <0). 
n=2 
1 š a xin 
zZz Rép. > Fri (a< V2. 
ex n= 2 ani 


_1 : 
. Rép. 1tsrtarte 0 tT =] Feee (—œ©<z<00). 


giy Re D e+e q21<4 


(1 
3 5. = 
ex sinz. Rép. z+z2+ a + +... +V? sine +- si 


(00 < 2 < 00) Las A i 
Log (z+ VIFA). Rép :=57 - + LE + ce + (x 


1.3..,(2n—11 r2ntl 
2nen | mit SERRE 


Delta ge. Rép. 5 (i T (z<i 


Ki 


arc MO tET gs, Rép. > (— 


n=0 


amri 


De api (ESEA. 


E Se -X 


[ia Rép Horse D (D (ones <o ot 
0 x < oo). Ds. 

x ig zin-8 

[= T= + Rép. > On —8 ° 


Démontrer les épalités : 


sin (a + x) = sin a cos z + cos a sin z, 
cos (a + a) = cos a cos z — Sin a sin x; 


. en développant les premiers membres suivant les puissances de z. 


86. 


87. 


88. 
89. 


90. arc sin 1 à 0 


91. 
92. 


Calculer en s'aidant des séries: 


. cos 10° à 0,0001 près. Rép. 0,9848. 
. sin 4° à 0, 0001 près. Rép. 0, 0175. 
. sin 18° à 0,001 près. Rép. 0,3090. 


sin zè à 0,0001 près. Rép. 0,7071. 


arc et à 0,0001 . près. Rép. 0,1973. 


Log 5 R 0,001 près. nepa 4 a 
log 5 à 0,00 o Rép. 

001 près. Rép. °4,5708. 
Ve à 0,0001. près. Rép. 1,6487, 
log e à 0, 00001 près. Rép. 0,43429. 


93, 


94. 
95. 
96. 
97. 
98. 
99. 


100. 


101. 


102. 


103. 


104. 


105. 


106. 


107. 


108. 


109. 


110. 
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cos 1 à 0,0001 près. Rép. 0,5403. 
„ Utilisant le développement en série de Maclaurin de la fonction f (x) = 


= at + x, calculer à 0,001 près: 
Ÿ 30. Rép. 3,107. 
V70. Rép. 4,121. 
V 500. Rép. 8,367. 
y 250. Rép. 3,017. 
V/84. Rép. 9,165. 
V2. Rép. 1,2598. 
Calculer les intégrales suivantes en développant en séries les fonctions 
sous les signes d'intégration : 


5 près. Rép. 0,94608. 


e7*? de à 0,0001 près. Rép. 0,7468. 


sin (x?) dz à 0,0001 près. Rép. 0,1571. 


eV* dx à 0,01 près. Rép. 0,81. 


are tee dx à 0,001 près. Rép. 0,487. 
cos zdz à 0,001 près. Rép. 0,764. 


25 
f Log (14/3) dz à 0,001 près. Rép. 0,071. 
0. 


x32 


1 
| e * dx à 0,0001 près. Rép. 0,9228. 
0 


0,2 , | 
| ST ds à 0,0001 près. Rép. 0,0214. 
4 Vi—z ÿ 
0,5 
| Er à z à 0,001 près. Rép. 0,404. 
0 
1 
Log (1+x) PEL 
f rs 4 Rép. D * 
0 
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Indication. Lors de la résolution de cet exemple-et des deux sui- 
vants il faut avoir en vue les égalités :. 


1 _ me = 2 
> EG > TRE 2 nn =: 


qui seront établies au § 2 du ch. XVII. 


q 
— ` 2 
n. feria z) dz. Rép. n 
5 
0 
1 DA 
112. | Log css 2E Rép F 
0 


Intégration E différentielles par les 


séries 
113. Trouver la solution de l'équation y” = zy satisfaisant aux conditions 


initiales suivantes: pour z = 0, y = 1, y = 0. 
Indi f ati t n. Chercher la solution sous forme de série. 


Rép. +sta gat: ES TE 


114. Trouver la solution de l'équation y" + zy’ ue =0 vérifiant a conditions 
initiales : Pai z—=0, y=0, y'=1. 
Ré z5 (— Ayrtir2n-1 
6p. nec mi LE ET ... ni 
115. Trouver la solution générale de 1’ équation 


dy" + zy’ + (= — +) y=0. 
Indication. Chercher la solution sous la forme y = z? (Ag + 4z + 
zt FA 
re …). Rép. Cyr? [1-3 ST T Caz ? x 
sin x 
x[1— re. | AVE TO 
116. Trouver la solution de l'équation zy"+y'+zxy —0 satisfaisant aux con- 


HSE OT LES FA £ zt 
ditions initiales: pour r—0, pe y'=0. Rép. 1 zt tuya 


z8 
-mazaa te H DEN mat. 
Remarque. Les deux is unions différentielles sont des cas 


particuliers de l'équation de Bessel z2y" + zy’ + (z2 — n?) y —0 lorsque n = 7 


et n=0. 
117. Trouver la solution générale de l'équation 4ry" +2y’ + y=0 
Indication. Chercher la solution sous forme de série zP (ao + air + 
+a? + .,.). Rép. C1cos Vz+Csin Vz. 
118. Trouver la solution de l’ équation (1— z?) y” —zy'=0 satisfaisant Aux 


conditions initiales : y—0, y’ —1 pour z=0. Rép. 1+5 = Pris 


135 x 
tyre TT: 


119. 


120. 


121. 


122. 


124. 


125. 
126. ; 
127. 


128. 
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Trouver la solution de l'équation (1+4 z?) y”+2xy'—0 satisfaisant aux 


conditions initiales y—0, y’ —1 pour z=0. Rép. s= +. 

Trouver la solution de l'équation y” = zyy' Soo ont aux conditions 
4 

initiales: y = 1, y" = 1 pour z = 0. Rép. 1 + Pk S+ T ue ST 5p. 

Trouver la solution de l'équation (1 — x) y = 1+ x — y satisfaisant 


aux conditions initiales: y = 0 pour z = 0 et. indiquer l'intervalle de 
convergence de la série obtenue. Rép. x + i+ 53 + 37 +... 


(—1<z<1). 

Trouver la solution de le l'équation xy” + y = 0 satisfaisant aux conditions 

initiales : y = 0, y, = À pour z= D: et indiquer l'intervalle de conver- 
T zn 


gence. Rép. z — az + ana PILE) mt. + aa a Tai +. 


. Trouver la solution de l'équation y” + à y' + y = 0 satisfaisant aux 


sin z 


conditions initiales: y = 1, y = 0 pour x = 0. Rép. 


Trouver la solution de l'équation jé À 7” + y = 0 satisfaisant aux 
conditions initiales: y = 1, y’ = 0 pour z = 0, et indiquer l'intervalle 
6 


de convergence de la série obtenue. Rép. 1 — z+ TE — AG + 


ia xen 
Piers t ENT amq T ser (le l< o). 

Trouver les trois premiers termes du développement en série entière 
des solutions des équations différentielles suivantes dont on a indiqué 
les conditions initiales: 
y'=2?+y?; pour r=0, y—1. Rép. De DE 


i 
y"=e@+zx; pour z=0, y=1, y'=0. Rép. HS +. 


-x2 
y' =sin y—sin z į pour x—0, y=0. Rép. r a AA 


Trouver quelques termes du développement en série entière des solu- 

tions d'équations différentielles pour les conditions initiales indiquées : 
23  3zé 

y"=yy"—2?; pour z=0, y=1, y'=1. Rép. 1+x+ ST sT +r z1 + 


5 
+É. 


z 1 1 9 
129. y'=y2+ 78; pour z=0, v=5. Rép. THESHE SET 7. sip... 


130. 
131. 
132. 


1 i 
y'=22—y?; pour z=0, y=0. Rép. EA A) 5 +711:57 i z7 


4 5 
y'=zx?y2—1; pour r=0, y=1. Rép. epai A 
2x3 Air 


y'=e+zxy; pour z=0, y=0. Rép. +R + 3 +534: 


Chapitre XVII 


SÉRIES DE FOURIER 


$ 1. Définition. Position du problème 


On appelle série trigonométrique une série de la forme 


++ cos x + b sin z+ az cos 2r + basin 22+. 


ou, sous une forme plus compacte, 


245 (an cos nt bn sin nt), (1) 


n=1 


Les constantes 40, an et b, (n = 1, 2, ...) sont les coefficients de la 
série trigonométrique. | | 

Si la série (1) converge, sa somme est une fonction périodique 
f (x) de période 2x, étant donné que sin ng et cos nz sont des fonc- 
tions périodiques de période 2x. 


De sorte que 
f(x) = f(x + 27). 


Posons le problème suivant. 
On se donne une fonction périodique f (x) de période 27. On de- 
ni pour quelles conditions imposées à 
f(x) il existe une série trigonométrique 
convergeant vers f(x). 
Ce problème fera l’objet du présent chapitre. 


Détermination des coefficients de la sé- 
rie au moyen des formules de Fourier. Suppo- 
sons que la fonction f (x), périodique et de période 2x, puisse être 
représentée par une série trigonométrique convergeant vers f (x) 
dans l'intervalle (—x, x), c'est-à-dire qu'elle soit la somme de 
cette série : 


f (2)= + J} (an cos x + bn sin rx). (2) 

n=i 
Supposons que l'intégrale de la fonction du premier membre 
de cette égalité soit égale à la somme des intégrales des termes de la 
série (2). Ceci aura lieu, par exemple, si l’on suppose que la série 
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numérique formée avec les coefficients de la série trigonométrique 
proposée converge absolument, c'est-à-dire que converge la série 
numérique positive suivante 


[+a l+ b+ l ael+ bel ...+fanl+|bal +... (3) 


La série (1) est alors majorable et peut être intégrée terme à terme 
de —x à x. Profitons-en pour calculer le coefficient ao. 
Intégrons les deux membres de l'égalité (2) de —n à +r: 


a m œ T T 
| f(x) dx = f À dx + > ( f an cos nz dx + fon sin nz dr) ; 
-7 -x n=1 -xn -1 


Calculons séparément chaque intégrale du second membre: 
a 


a 3 
| + dt = ; 


-n 
n T È 
an Sin n 
f An COSNT dL =n j cos ax dr = ET =0 ; 
—H 
ws -r 
m nm 
P . cos nz |T 
f bn sin ng dr =bn | sin nz dz = — bn s =0. 
nf i -7 
-7 HT 
Par conséquent, 
Ta 
| (a) de = nao, 
-7 
d'où 
1 T 
0er f f(x) dz. (4) 
-n 


Pour calculer les autres coefficients de la série, nous calculerons 
préalablement les intégrales auxiliaires suivantes. 
Si n et k sont des entiers et si n = k, on a 
x } 


f cos nz cos kz dz =0; 
cos nz sin kz dr=0; į (1) 


T 
| sin nz sin kx dx — 0 ; 
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et si n=k, 


cos kxdz = ; 


sin kz cos kz dx —0; (II) 


sin? kz dz =n. 


[ l I 
1a A8 A2 


Calculons, par exemple, la première intégrale du groupe (I). 
Comme 


cos ng cos kæ = + [cos (n + k) x + cos (n — k) x], 
on a 
a 1 m m 
| cos ne cos kr dr = + | cos (n+k)sdr+4 | cos (a — x) z dz=0. 
-x -x -x 


On obtient d'une manière analogue les autres. formules (I) *). En ce 
qui concerne les intégrales (II), elles se calculent directement (voir 
chap. X, t. I). 
On peut calculer maintenant les coefficients a, et b, de la série (2). 
Pour déterminer a,, pour k 0 donné, multiplions les deux 
membres de l'égalité (2) par cos kz: 


f(x) cos kz = + cos kz + 


+ J) (an cos rx cos kx + bn sin nz cos kz). (2') 


n=i 


La série du second membre de l’ égalité est majorable, étant donné 
que ses termes ne sont pas supérieurs en valeur absolue aux termes 
de la série positive convergente (3). On peut donc l'intégrer terme à 
terme sur tout segment. 


*) A l'aide des formules 


cos nz sin ke + [sin (x + k) x—sin (n — k) x], 


sinrz sin ke= + [— cos (n + k) x + cos (n — k) x]. 
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` 


Intégrons l'égalité (2°) de —n à x: 


T T 
| to) cos kz dz => | coskzdr+ 
Sawo eA 
oo n n 
+ > (an | cos nt cos kz dx + bn | sin næ cos kx dx) . 
n=i 7H. -n 


Eu égard aux formules (II) et (I), on voit que toutes les intégrales 
du second membre s'annulent, excepté celle contenant le coeffi- 
cient ap. 

Par conséquent, 

T n 
| f(x) cos kz dx = ar | cos? kx dx = akn, 
-x -n 
d'où 
1 n 
= — | f(x) cos kz dz. (5) 
r a in 

Multipliant les deux membres de l'égalité (2) par sin kz et inté- 

grant de nouveau de — n à n, on trouve: 


T T 
| f(x) sin kz dz = br | sin? kz dr = bin, 
-w -n 
d'où | 
1 T 
br =- f f (z) sin kz dz. (6) 


-1 


Les coefficients définis par les formules (4), (5) et (6) sont appelés 
les coefficients de Fourier de la fonction f (x) et la série trigonométri- 
que (1) formée avec ces coefficients est la série de Fourier de la fonc- 
tion f (x). 

Retournons à présent au problème posé au début de ce paragraphe : 
quelles sont les propriétés que doit posséder la fonction f (x) pour 
que sa série de Fourier converge et que sa somme soit égale aux 
valeurs de la fonction aux points considérés? 

Nous allons énoncer un théorème donnant les conditions suffi- 
santes pour que la fonction f (x) soit représentable par une série 
de Fourier. 


Définition. Une fonction f(x) est dite monotone par 
tranches sur le segment [a, b] si l'on peut découper ce segment par 
des points £i, To, . . ., Zn- en un nombre fini d'intervalles (a, x1), 
(ti, Z2) . . . (Zn-1, b) de sorte que la fonction soit monotone dans 
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chaque intervalle, c’est-à-dire qu’elle soit ou bien non croissante, 
ou bien non décroissante. 

Il résulte de la définition que si f (x) est monotone par tranches 
et bornée sur le segment [a, b}, elle ne peut avoir que des points 
de discontinuité de première espèce. En 
effet, si z = cest un point de disconti- 
nuité pour la fonction f (x), on a, en vertu 
de la monotonie de la fonction, 


dim f (@) = f(e— 0), 


lim f (£) = f (e + 0), 


x—c-+0 


c'est-à-dire que le point c est un point 
Fig. 374 de discontinuité de première espèce 
: (fig. 374). 
Nous avons le théorème suivant : 


Théorème. Si la fonction périodique f (x) de période 2n est 
monotone par tranches et bornée sur le segment [—n, nl, sa série de 
Fourier converge en tous lés points. La somme de la série obtenue s (x) 
est égale à la valeur de la fonction f (x) aux points de continuité. Aux 
points de discontinuité de f (x), la somme de la série est égale à la moyenne 
arithmétique des limites de la fonction à gauche et à droite; c'est-à-dire 
si x = c est un point de discontinuité de f (x), 


8 (te = TE | 


Ce théorème montre que la classe des fonctions représentables 
par des séries de Fourier est assez large. C'est pourquoi les séries 
de Fourier ont trouvé une large application dans différentes bran- 
ches de mathématiques. On utilise particulièrement avec succès les 
séries de Fourier en physique mathématique et dans ses applications 
à des problèmes concrets de mécanique et de physique (voir 
ch. XVIII). 

Nous ne démontrerons pas le théorème qui vient d’être énoncé. 
Nous démontrerons aux $$ 8, 9, 10 un autre critère suffisant pour 
qu'une fonction soit développable en série de Fourier. Il concerne, 
dans un certain sens, une classe plus restreinte de fonctions. 


$ 2. Exemples de développement de fonctions en séries de Fourier 


Donnons des exemples de développement de fonctions en séries de Fourier. 
Exemple 1. On se donne une fonction périodique f (x) de période 2x 


définie comme suit: 
f (1) =z, —r<r<a 
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$ 21 


Cette fonction est monotone par tranches et bornée (fig. 375). Elle admet 


donc un développement en série de Fourier. 
On trouve en appliquant la formule (4) du § 1: 


Fig. 375 


1 | 1 sin kz 
a=- z cos kt dr =— z 7% 


T 
x 
un | sin kz dz | =0. 
-xn k 


-x 
On trouve d’après la formule (6) du $ 1: 


x x 
1 1 cos ks | 1 2 
ur i REE, RER in i =(—1\kHi1 2 
bk f æ sin kz dx z [ T —+ F + & | cos kz de | (—1)#+ E: 
-n : x 
On obtient ainsi la série 
sin z sin 2x sin 3z sin kz 
R Da a rE ES A qka Si tr, 
f(a) 2| i AEE L.. (1 e +] 


Cette égalité a lieu partout sauf aux points de discontinuité. En de tels points, 
la somme de la série est égale à la moyenne arithmétique des limites de la fonc- 


tion à gauche et à droite, c'est-à-dire à zéro. 


nz 2n 3n 4n 5x T 


-Sn -4n -3n 2n-n 0 


Fig. 376 


Exemple 2. On se donne une fonction périodique de période 2x défi- 
nie comme suit : 
f(x) = —z pour —n < z & 0, 

f (z) = z puar <r sn 
(c'est-à-dire f (z) = | x |) (fig. 376). Cette fonction est monotone par tranches 


et bornée sur le segment — n Srs. 
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Déterminons ses coefficients de Fourier: 


LA 0 g 
gah | f(z) i= | j (=a de | zdr |=n, 
-x -7 
A 0 x 
a= | | (— x) cos kr dr + | x cos kz dz |= 
-1 
1 in kx |0 1 ? in k 
TSIN kT r æsin kr |” 
=- |- aTr f sin kz dt + P nn 
-a 
x 
—7 f sintzaz |= 1 [ cos kz |0 cos kz “|= 
k nkl k |- k lo} 
9 m 
2 0 pour k pair, 
=— (cos kr — = 4 : 
nk2 A ipe 
ak pour k impair; 
1 0 n 
n= | f (—zx)sin zde- | æsin kz dz |=0. 
| “x 0 
On obtient donc la série 
LT 4 Fcosxz  cos3r — cos 5x cos(2p+41)x ] 
Eee [RE +R SEL, . +- T: r 


Cette série converge partout et sa somme est égale à la fonction proposée. 


Fig. 377 


Exemple 3. On définit une fonction périodique de période 2x comme 
suit : 
f (z) = —1 pour — n <z < 0, 
f(x) = 1 pour OS t S7. 


Cette fonction (fig. 377) est monotone par tranches et bornée sur le segment 
— II TH. 
Calculons ses coefficients de Fourier : 
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0 
1 sin kz |0 sin kz jn 
m=- f toos ra fentes] 1 Sa mai an RL 
-7n 
1 r k k 
cos kr cos kz |x 
o= [ | -tsin aeae f sinsear] 2 [EE aee] 
-7 


0 pour k pair, 


2 
=} aie { 4 
n 


TE Pour k impair. 


La série de Fourier de la fonction considérée s'écrit donc 


sin LA E 3z sin 5z sin (2p +1) Zo ] 


romt [A E 


Cette égalité est exacte partout sauf aux points de discontinuité. 


-4 frzi Sin AT , sİn5I 
87 [ nT + slips) 


Fig. 378 


Nous.avons indiqué sur la figure 378 comment les sommes partielles sn 
représentent avec une précision croissante la fonction f (x) lorsque n —+ œ. 
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Exemple 4. On se donne une fonction périodique de période 21 défi- 
nie comme suit: ; 
f (£) = x, —n S ż < (fig. 379). 


ÿ 


0 
Fig. 379 


-In -2n -K 


-3M -4n 


Calculons ses coefficients de Fourier: 


1 4 z3 jr 272 

= 2 = — —— — 

ag x? dx x 3 LS 37; 

-x 
n 
£ 2 si 
m= | 2200s ke de [ SRE pe | asin zdz ]= 

-x 


n 
“A + [- x cos kz |7 
Jp k k -7 
4 
2 


—— pour k pair, 


4 
TE pour k impair ; 


n T 
1 1 x? cos kz +2 : 
4% À masi Pi ES FH dx | =. 
br =- aek SI = } | z cos ke de |= 
-7 -i 
2 [zsink if 
æsin kz |z A= _ où 
Lr x # a 
Donc la série de Fourier de la fonction donnée s'écrit 
2 
r=% (RE ape 3z M ) 


Comme la fonction est monotone par tranches, bornée et continue, r égalité 


a lieu partout. 
Posant dans l'égalité obtenue z = 7, on obtient: 


2 Ža 
z=) 


n=1 
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Exemple 5. On se donne une fonction périodique de période 2x défi- 
nie comme suit: 


f (z) = 0 pour — x <r <0, 
f(x) =» pour O0<«gr<<mn. (fig. 380). 


Fig. 380 
Définissons les coefficients de Fourier : 
1 0 LA 1 š 
x T 
n=- | f (2) ds=4 | | .a:+ | car == ; 
-x -x 0 
¢ 1 k 1f 
1 xsin kr jz i Š, 
a=- f z cos kz dr =— [SE ur | sin kr dr |= 
0 
2 k impai 
me | — z Pour k impair, 
j j 0 pour k pair; 
h 1 k 1f 
1 Pa æ COS kx |" 
he | ssinkedo= +] EE à EF f cos kz ax |= 
0 
1 ; : 
y Pour k impair, 
= —T_ cosk1 = 
nk 


— y pour k pair. 
Le développement en série de Fourier est 


2 5 
ros i (SRE RE RE) + 


sin z sin 2x sin 3z 
e n el 


Aux points de discontinuité de la fonction f (x) la somme de la série est égale 
à la moyenne arithmétique des limites de. la fonction à gauche et à droite (dans 


le présent cas à 5 ). 


Posant dans l'égalité obtenue z = 0, on obtient: 


n2 1 
HSE 2 n= ` 
n=i 
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$ 3. Une remarque sur le développement des fonctions périodiques 
en séries de Fourier 
Indiquons la propriété suivante d’une fonction périodique p (x) 


de période 2x; on a 
A+27 


Jotodr= È pe), 
-1 À 
quel que soit le nombre À. 
En effet, comme 
p (E — 2x) = 4 ($), 


posant æ = Ë — 2x, on peut écrire, quels que soient c et d: 


d d+2n d+2n d+25 
fotde= | v&-2m24- | p@a- [to dr. 
c c+2n c+2x c+27x 
En particulier, posant c= — n, d—À, on obtient: 
À Atn 
f (x) dx = | yp (z) dx, 
par conséquent, à 
A+27 7H. n at2n 
f (x) dr = f (x) dr + | (a) dz+ f Ÿ (x) dx = 
À -1 x 
-n | x À n 
= f pæ de+ fyldet [h(ndr= | (2) az. 
À -1 =J -7 


La propriété mentionnée signifie : l'intégrale d'une fonction pério- 
dique v (x) sur un segment arbitraire de longueur égale à la période 
a toujours la même valeur. Géométriquement: les aires hachurées 
sur la fig. 381 sont égales. | 

Il résulte de la propriété démontrée qu’on peut, dans le calcul 
des coefficients de Fourier, remplacer l'intervalle d'intégration 
(— x, x) par l'intervalle (À, À + 2x), c'est-à-dire que 


i +27 i A2 ) 
a=- | f(x)dx, an=— f f(x) cos nx dx, | 
À À (1) 
A+2x 
bn=+ | f(x)sinnvde, | 
À 


où À est un nombre arbitraire. 
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Ceci résulte de ce que la fonction f (x) est, par hypothèse, une 
fonction périodique de période 2x; par suite, les fonctions f (x) cos nz 
et f (x) sin nz sont aussi des fonctions périodiques de période 2x. 
Montrons sur un exemple comment la propriété démontrée simpli- 
fie, dans certains cas, le calcul des coefficients. 


Fig. 381 


. Exemple. Soit à développer en série de Fourier la fonction f (x) de 
période 27 égale à x sur le segment 0 < x < 21. Le graphique de la fonction 
f (x) est représenté sur la fig. 382. Cette fonction est donnée sur le segment [—x, 


ÿ 


-2n -n 0 x Zn Jn 47 
Fig. 382 


5N ôn 7n 8n 


n] par deux formules: f (x) = x + 2x sur le segment [—x, 0] et f (x) = x 
sur le segment [0, x]. Or, cette fonction est représentée très simplement par 
f(x) = x sur le segment [0, 2x]. Par conséquent, on aura intérêt à développer 
cette fonction en série de Fourier en utilisant la formule (1) avec À = 0: 


1 2n 1 2x 
n= | f (2) dr =- f zdr=2n; 
‘0 0 
i 2x 1 2n A > 
xzsinnz , cosnz72n 
= ge | fcosnede= + | scosnedr 2 [ ZTE z2 I =0; 
0 
2x 27 


= f f(x) sin ne dr= + f z sin nz dz = 
` 0 


n n2 Fe À 


aat [ Ecos nzn y sining 2x Ž ě 2 
On 0 n 


Par conséquent, 


€ 2 . 2 . 2 2 . 
f (z) =n—2sin z—- sin 2s —- sin 3z — sin 4s —- sin 5r— . 
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Cette série none ‘la fonction donnée partout sauf aux points de discontinuité 
(les points z = 0, 2x,.4x, ...). En ces points, la somme de la série est. égale 
à la demi-somme des valeurs limites de la fonction f (z) à droite et à gauche 
(dans le cas présent à 1). 


t; 


$ 4. Séries de Fourier des fonctions paires et impaires 


Il résulte de la définition des fonctions paires et impaires que 
si (x) est paire, on a 


PTE f p(x) dz. 
d 


-x 


En effet, 
0 


ÊTEE f p (x) dz + Î p (x) dx = PTE 
Jn 0 Û 


a RE dx = | vds f viaz=2 Í p (2) dz, 
0 


étant donné qu'une fonction paire jouit, par définition, de cette pro- 
priété: p (—z) = 4 (x). 

On a, d’une manière analogue, pour une fonction impaire 
g (2) 
x 


f 9 (z) dz = | p(—z)dr+ | p(x)dr= 
-7 i 0 


e 


0 
= -fo x) dx + p(x) dx = 0. 
ò 


Si l’on a le développement de Fourier d'une fonction f (x) im- 
paire, le produit f (x) cos kz est une fonction impaire et f (x) sin kx 
une fonction paire; donc, 


a= _ HOLE 0, 
a = + | #(&) cos kr de = 0, (1) 


n m 
br = = POEUTE = + | fioemkedr, 
— 
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c'est-à-dire que la série de Fourier d’une fonction impaire ne. 
contient que des sinus (voir exemple 1, $ 2). 

Si l'on a le développement de Fourier d’une fonction paire, 
le produit f (x) sin kz est une fonction impaire et f (x) cos kz est 
paire, par suite: 


ao =Ż | f(x) dx, 
a = + f f(x) cos kx dz, (2) 


= HE sin kr dr —0, 


c'est-à-dire que la série de Fourier d'une fonction paire ne con- 
tient que des cosinus (voir exemple 2, § 5). 

Les formules obtenues permettent de simplifier les US des 
coefficients de Fourier lorsque la fonction donnée est paire ou impai- 
re. Il est évident que toute fonction périodique n’est pas forcément 
paire ou impaire (voir exemple 5, § 2). 


Exemple. Soit à développer en série de Fourier la fonction paire f (x) 
de période 2x, définie sur le segment [0, x] par 
y = x. 
Nous avons déjà développé cette fonction en série de Fourier dans l'exemple 
2, § 2 (voir fig. 376). Calculons de nouveau les coefficients de Fourier de cette 


fonction en utilisant la varité cette fonction. 
En vertu de la formule (2), bp = 0, quel soit k; 


a=+ | zdr=nx, Ses (sue 


0 pour k pair, 


2 f zsinkr , cos kr" 2 ; 
=— | — + = —- [(—1)8—411— 
n [ k L k2 J nk? [2 ] { -ár pour k impair. 


Nous avons retrouvé les mêmes coefficients que dans l'exemple 2, § 2, mais plus 
rapidement. 


$ 5. Séries de Fourier des fonctions de période 21 


Soit f (x) une fonction périodique de période 21, en général diffé- 
rente de 2x. Développons-la en série de Fourier. 
Faisons le changement de variable 


L 
z= rt. 
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La fonction f (+) est alors une fonction périodique de £ de période 
2x, et on peut la développer en: série de Fourier sur le segment 
—TLIr<T: 


f (+ t| = ++ +2 an cos kt + bp sin ki), (1) 


a=+ C dt, il (Le) cosktdt, 
-x 


-1 


: it 
= + fr fi> ) sin ki dt. 
— 


l'ancienne variable z: 


t, t=r5. dt=T dz, 


l 
m= | He, an= qf Foot Feds, r 
E ( 


= + f f (2)sin k © z dx. 
21 
La formule (1) devient 


fG)= ++} (an cos TE z+ bn sin Ha) ; (3) 
k=1 

où les coefficients 4o, ax, bp sont calculés d’après les formules (2). 
Telle est la série de Fourier d’une fonction périodique de période 24. 
Notons que tout ce qui a été dit sur les séries de Fourier des 
fonctions périodiques de période 2x reste en vigueur pour les fonc- 
tions périodiques de période quelconque 2/. Le théorème sur le déve- 
loppement d’une fonction en série de Fourier du $ 4 reste en vigueur, 
ainsi que les remarques sur la possibilité de calculer.les coefficients 
de la série en intégrant sur un segment arbitraire de longueur égale 
à la période (voir $ 3) et de simplifier le calcul des coefficients lors- 

que la fonction est paire ou impaire ($ 4)... 


Exemple. Développer en série de Fourier la fonction périodique de 
période 21 définie sur le segment [—1; l] par l'égalité. f@=Iz] (fig. 383). 
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Solution. Comme la fonction considérée est paire, on a 
l 
2 
bRh=0; =T zdr=l; 
0 


; { 0 pour k pair, 
l 


l x 
a+ f z cos À a f z cos kz dz = HS 
Pi ö ò CURE pou impair. 


AY 


l 
Fig. 383 


Par conséquent, le développement s'écrit 
L ol = TT  Cos——r cos RDT, ] 
lle ge age nes he . 


. § 6. Sur le développement en série de Fourier d’une fonction 
\ à non périodique Le 


Soit donnée sur le segment [a, b] une fonction monotone par 
tranches f (x) (fig. 384). Montrons que cette fonction peut être repré- 
sentée aux points de continuité par une série de Fourier. Consi- 


y 


b À+2 u 


Fig. 384 


dérons à cet effet une fonction arbitraire périodique monotone par 
tranches f; (x) de période 2u => | b — a | et coïncidant avec la fonc- 
tion f (x) sur le segment la, b]. (Nous avons prolongé f (x).) 
Développons la fonction f, (x) en série de Fourier. La somme de 
cette série coïncide partout sur le segment [a, bl (sauf aux points 


372 … SÉRIES DE FOURIER . ICH. XVII 


de discontinuité) avec la fonction donnée f (x), c’est-à-dire que 
l'on a développé f (x) en série de Fourier sur le segment [a, b]. 

_ Considérons ensuite l'important cas suivant. Soit f (x) une fonc- 
tion donnée sur le segment [0, {]. Prolongeant cette fonction arbi- 
trairement sur le segment [—/, 0] (tout en conservant la monotonie 
par tranches), nous pouvons développer cette fonction en série de 
Fourier. Si, notamment, l’on prolonge cette fonction sur le segment 
—1< x < 0 de sorte que f (x) = f (—x), on obtient, en définitive, 


y 


Fig. 385 Fig. 386 


une fonction paire (fig. 385). (On dit alors que la fonction f (x) 
a été « prolongée de façon paire ».) Cette fonction se développe en 
série de Fourier de cosinus. De sorte que la fonction f (x) donnée sur 
le segment [0, {] a été développée en série de Fourier de cosinus. 

Si l'on prolonge la fonction f (x) sur —1 < x < 0 de sorte que 
f (£) = —f (—z), on obtient une fonction impaire, se développant 
en série de sinus (fig. 386). (Prolongement impair de la fonction 
f (x).) Par conséquent, s’il est donné sur le segment [0, !] une fonc- 
tion monotone par tranches f (x), on peut la développer ou bien en 
série de Fourier de cosinus, ou bien en série de Fourier de sinus. 


Exemple 1. Soit à développer la fonction f (x) = x sur le segment 
[0, œ] en série de sinus. 


Solution. Prolongeons cette fonction de façon impaire (fig. 375). 
On obtient la série 


singz sin2r , sin3z 
z=2 [ 1 — 7 ge — er ] 
(voir exemple 1, § 2). 


Exemple 2. Développer la fonction f (x) = z sur le segment [0, x] 
en série de cosinus, 


Solution. Prolongeons cette fonction de façon paire, on a: 
fa) =r -alr 
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(fig. 376). Le développement en série de Fourier de cette dernière fonction est 


1 £ = cos 3x cos 5x 
es ee ee or +] 


(voir exemple 2, § 2). Par conséquent, on a sur le segment Lo, x] l'égalité 


n 4 ee cos 3x cos 5x 
s=5 u| dm doi ni 


§ 7. Approximation en moyenne d'une fonction donnée au moyen 
de polynômes trigonométriques 


La représentation d'une fonction en série (de Fourier, Taylor, 
etc.) a ce sens pratique que la somme partielle obtenue 
lorsqu'on se limite au n-ième terme est une expression 
approchée de la fonction que l’on développe. On peut pousser 
cette approximation au degré voulu en choisissant convenablement 
n. Toutefois, le caractère de la représentation approchée peut varier. 

Ainsi, la somme s, des n premiers termes de la série de Taylor 
coïncide avec la fonction donnée au point considéré et elle a en ce 
point des dérivées jusqu'au 7-ième ordre coïncidant avec les dérivées 
de la fonction considérée. Un polynôme de Lagrange. du n-ième 
degré (voir $ 9, chap. VII, t. I) coïncide avec la fonction considérée 
en n +4 points. 

Voyons quel est le caractère de l'approximation d'une fonction 
périodique f (x) par des polynômes trigonométriques de la forme 


Sn (x) = + D) ax cos kr + ba sin kr, 
k=1 


OÙ lo; Qi, bi, Q2, Da, +. ., An, On sont les coefficients de Fourier, c’est: 
à-dire que l'on approche avec la somme de n premiers termes de la 
série de Fourier de cette fonction. Faisons quelques remarques 
préliminaires. 

Supposons que l'on ait une fonction y = Í Íz) sur le segment 
[a, b] et que l'on veuille évaluer l'erreur commise lorsqu'on rempla- 
ce cette fonction par une autre fonction P (z). On peut considérer, 
par exemple, que l'erreur est représentée par l'expression 
max |f (z) — ọ (x) | sur le segment [a, b], ce qu'on appelle encore 
l'écart maximum entre f (x) et ọ (x). Mais il est parfois plus naturel 
-de considérer l'écart quadratique moyen ô dont le carré est, par défi- 
nition, 


b 
=p | I (00 (co) da. 
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Expliquons sur la figure. 387 la différence entre l'écart quadra- 
tique moyen et l'écart maximum. 

Supposons la fonction f (x) représentée par le trait plein et les 
approximations p, (x) et p2 (x) par les pointillés. L'écart maximum 
de la courbe y = m4 (x) est plus petit que l'écart maximum de la 
courbe y = @2 (x), mais l'écart quadratique moyen de la première 


courbe est plus grand que celui de la seconde, car la fonction y = 
= @2 (x) se distingue notablement de y = f (x) seulement dans un 
petit intervalle et, par conséquent, caractérise mieux la fonction 
y =f (x). que la première. 
Revenons à présent à notre problème. 
Soit donnée une fonction f (x) périodique de période 2x. Parmi tous 
les Polyrèmes trigonométriques du n-ième degré 
LA 
+. + D (ær cos kr + Br sin kz) 
k=14 
on demande de trouver, en choisissant convenablement les coefficients 


ar et Br, le polynôme dont l'écart quadratique moyen, défini par 
l'égalité 


Bi i { 4-5 (ax cos kz + Be sin ka) |” dz, 


est minimum. 7 

Le problème revient à trouver le minimum d'une fonction de 
2n + À variables &o, y ï +. ns Ba, Boss Pre 

. Développons le carré de T expression entre ‘erochets et intégrons 
terme à terme, on obtient: 


= aa f {P (@)—24 (2) (+3 (an cos ke + Ba sin ka) |+ 
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n 
+e +2 (an cos kz- Br sin kz) | Fa | re) dx — 
-x 


-z jro de—+ 2 Ch Le cos kz dx — 


n n E 
-15 Be |10 sinkzde+ ge 1 4 | de+ 
S ELA 
HD ak Loos he de+ SR f sin? ke de+ 
k=1 


k=1 -x 


H n 
+5 n aS ar Í cos kedet ao D Ba f sin zzdz+ 
k=1 -x h—i 2A 
n n ELA 
++ D Dao; f cos kz cos jx dx -+ 
kmi jet EA 


LES D arb; f cos x sin jz de + 


n n ELA 
+45 Ji bebs | sin ke sin jæ de. 


k=1 j=1 -x 


Remarquons que 
de a 
r | F@) dz =a; _ | #(@) cos kz de= a; 
t J f (z) sin kz dz = by 


sont les coefficients de Fourier de la fonction f(x). 
En outre, en vertu des formules (I) et an du § 1, ona, lorsque 
k=j, 


x n 
f cos? ks dx = x, f sin ke dr, 
x -7 


x 
pour k et j quelconques: f sin kzx cos jx dx = 0 
| -n 
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et, lorsque kÆ j, 


- on 
f cos kz cos jz dr=0, f sin kz sin jz dt =0. 
a S 


De sorte que 
4 x n | 
= | Po du D (aaant Babal- 
Le = 


n 
3 1 
++ D (k+ pR). 
ki 
Ajoutons et retranchons la quantité 


n 
2 4 4 
+y D (a+b) 
k=1 
on a” 


=- fro sn à Sait) 


k=1 


1 1 e 
++ (Go— 40) ++ S [Cox — an) + (Pr — br)". (1) 

k=1 
Les trois premiers termes de cette somme ne dépendent pas du 


choix des coefficients @o, @1, . . ., Œn, Ba, . . ., PL. Les autres 
termes 


$ (ao— a)? tE D [ox — ax)? + (Br — bn) 


ki 
sont non négatifs. Leur somme est minimum (zéro) lorsque 
Lo = os Q1 = Qi, ze ey Un 5 Ans Ba = bi, ..., Bn = bn: 


Tel est le choix des coefficients œo, &4, . . ., Œn, Ba, . . ., Pn pour 
lequel le polynôme trigonométrique ; 


Fe + > (œr cos kx + Br sin kr) 
k=1 
s'écarte le moins de la fonction f (x) en ce sens que l'écart quadra- 
tique moyen 62 est minimum. 
Nous venons de démontrer le théorème: 
Parmi tous les polynômes trigonométriques d'ordre n, c'est le poly- 
nôme dont les coefficients sont les coefficients de Fourier ‘de la fonction 
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f(x) qui donne la meilleure approximation quadratique moyenne de 
cette fonction. 
L'écart ns moyen minimum 


& -+j Le mn) (ai + b8). (2) 


Comme &62>0, on a, Quel que soit z, 
m n 
À 2 
m | PO de> + D Gi +). 


Il s'ensuit que la série du second _ membre converge lorsque 
n— oo et l’on peut écrire: 


2 
1 À pçpde> + D (at +68) (3) 
-x k=1 

Cette relation est l'inégalité de Bessel. 

Bornons-nous simplement à indiquer que, pour toute fonction 
bornée monotone par tranches, l'écart quadratique moyen obtenu 
lorsqu'on remplace cette fonction par une somme partielle de Fourier 
tend vers zéro quand z -> 00: 62 — 0 quand n —> œo. Mais alors, 
il résulte de la formule (2) l'é égalité 


RS at +)= LÀ Peds, (3°) 
k=1 -1 


dite égalité de Liapounov-Parseval. (Indiquons que cette égalité a 
été démontrée pour une classe de fonctions plus large que la classe 
envisagée, ici.) 

Il résulte de ce qui vient d'être démontré que, pour une fonction . 
satisfaisant à l'égalité de Liapounov (notamment pour toute fonction 
bornée monotone par tranches), la série dé Fourier correspondante 
donne un écart quadratique moyen nul. 

Remarque. Etablissons une propriété des coefficients de 
Fourier, qui nous servira dans la suite. Donnons préalablement une 
définition. 

Une fonction f (x) est dite continue par tranches sur le segment 
la, bl, si ses points de discontinuité de première espèce sont en 
nombre fini sur ce segment (ou si elle est partout continue). 

Montrons la proposition suivante. 

Si la fonction f (x) est continue par tranches sur le:segment |—1x, x], 
ses coefficients de Fourier tendent vers zéro lorsque. — co, c'est-à-dire 


que 
lim a, = 0, lim b, =0. (4) 


n-o 1-00 
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Démonstration. Si la fonction f (x) est continue par 
tranches sur le segment [—n, x}, il en est de même de f? (x). Mais 
x À 


alors f f? (x) dx existe et est un nombre fini *). Il résulte alors de 
=x 


l'inégalité de Bessel (3) que la série $] (a2 + b2) converge, ce qui 


n=i 
entraîne que son terme général tend vers zéro: lim (a2 + b2) = 0, 
noo 


les égalités (4) sont démontrées. On a ainsi pour une fonction bornée 
continue par tranches les égalités 


T 
lim f f(x) cos nz dz =0, 
no 


lim 1 f(x) sin nz dr =0. 


Si la fonction f (x) est Doi et de période 2x, on peut reco- 
pier ces dernières égalités comme suit (avec a arbitraire): 
a427 a+27 


lim f f(z)cosngdr=0; lim | f (x) sin nzdr=0. 
n-»oo a n-+00 a 


Remarquons que ces égalités subsistent si l’on intègre sur un seg- 
ment [a, b] quelconque, c'est-à-dire que les intégrales 
b 


| f(x)cosnz dr et f f (z)sinnz dz 


tendent vers zéro lorsque z tend vers l'infini, si f (x) est une fonction 
bornée continue par tranches. 

En effet, supposons, pour fixer les idées, que b — a < 2x, et con- 
sidérons la fonction auxiliaire ọ (x) de période 2x définie comme 
suit : 

g (z) =f (r) pou a<s<b, 
ọ (z) =0 pour b<r<a + 2n. 


Alors, re 
Q 


b 
{ f(x) cosnx dx = f p (x) cos nz dx, 


b he . 
L (x) sin rx dx — f q (z) sin nz dz. 


*) Cette intégrale est la somme des intégrales des différents morceaux 
de fonctions continues constituant la fonction f (x) sur Ie segment [— x, x 
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Comme ọ (x) est une fonction bornée et continue par tranches, les 
intégrales des seconds membres tendent vers zéro lorsque n — co. 
Il s'ensuit que les intégrales des premiers membres tendent aussi 
vers zéro. La proposition est ainsi démontrée et l'on a bien 

b 


b 
lim | He cosns dr=0; lim fro sin nz dx = 0 (5) 
n-o ñn—00 


quels que soient a et b et la fonction f (x) bornée et continue par 
tranches sur le segment [a, b]. 
$ 8. Intégrale de Dirichlet 


Nous allons établir dans ce paragraphe une formule exprimant 
les sommes partielles d’une série de Fourier au moyen d’une inté- 
grale. Cette formule nous sera utile dans les paragraphes suivants. 

Considérons une somme partielle de Fourier pour la fonction 
périodique f(x) de Pre 2x : 


Sn (2) =- + D} (ar cos iat b sin kz), 
avec 


ad F fÍ (t) cos kt dt, n=4f f (t) sin kt dt. 


Substituons ces expressions dans celle de sn GR on obtient : 
T 


sala) = 77 [ro 


+ 2 ES f (£) cos kt dt PREZ fî; f0) sinkt | 


ou, en PS em cos Tt et sinkr sous le signe somme (ce qui 
est légitime, car coskx et sinkx ne contiennent pas la variable 
d'intégration), 


sa(a)= z | Od 


n n n 
EN [f Í (t) cos kæ coskt dt + | f ()sin kæ sin kt dt |. 
k= -xn an 


Mettons maintenant e en facteur et remplaçons la somme des 
intégrales par l'intégrale de la somme, on a 


T n 
Sn (£) = 4 f {P4 2 [f (£) cos kz cos kt + f (t) sin kr sin ktl} dt, 
CE: 4 = 
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ou E 
Sn (1) = Lis f FAO) É z+ S (cos kt cos kz+sin kt sin ra] di = 
7 R=1 
=+ HO [+2 cos k(t— x) | dt. (4) 
-1 k=1 


Transformons l'expression entre crochets. Posons 
On (c)= + cos z + cos 2z + ... + COS 722; 
alors | 
20n (2) cos z = cos z + 2 cos z ċos z + 2 cos z cos 2z Aiea 
. . +.2 cos z cos nz = cos z + (1 + cos 2z) + (cos z + cos 3z) + 
+ (cos 2z + cos 4z) + . . . + [cos (7 — 1) z + cos (n + 1) z] = 
= 4 + 2 cos z + 2 cos 2z +... 
. + 2 cos (n — 1) z + cos nz + cos (n + 1) z 


ou 
20, (z) cos z = 20, (z) — cos nz + cos (n + À) z, 
l cos nz— cos (n+ 1) z 
Sn (2) = 2 (1— cos z) ‘ ` 
Or, a 
cosnz— cos (n + 1) z= 2 sin (27 + 15 5 Sin, 
1—cosz=2sin? +. 
Donc, o 
sin (2n +1) =- 5 
On (2) = — 
2 sin + 


On peut donc recopier l'égalité (1) sous la forme 
p% sin(n+1) F 
(Dex | Ott 
-x 2sin -57 

Comme la fonction sous le signe somme est périodique (de période 
23), l'intégrale conserve la même valeur sur tout segment de lon- 
gueur 2x. Il s'ensuit que 
zta sin (2-41) = 
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Introduisons la nouvelle variable d'intégration œ en posant 
t—r=Q, i—=rz+c. 
On obtient alors la formule 


; 1 x sin (n41) + z 
Sn (a)=— f f (z+a) —— g da.. (2) 
7x sin 7 


L'intégrale du second membre est l'intégrale de Dirichlet. 

Posons dans cette formule f (x) = 1 ; alors ao = 2, ap = 0, b} = 
= 0 lorsque k œ> 0; donc, s, (x) = 1 quel que soit n, et l’on obtient 
l'identité 


1 n sin (2r +1) $ 
i| l, (3) 
x 2sin-- 


‘qui nous servira par la suite. 


$ 9. Convergence d'une série de Fourier en un point donné 


| Re ans la fonction f (x) continue par tranches sur le segment 
—7, x]. 

Multiplions les deux membres de l'identité 6) du paragraphe 
précédent par f (x) et introduisons f (x) sous le signe d'intégration, 
on obtient l'égalité 


a sin (2n +1) Č 
1 2 

ra= | re da. 

-x 2sin 7 

Retranchons membre à membre cette égalité de l'égalité (2) du 


paragraphe précédent, on obtient : 


1 sin (n +1) £ FT 
sn (2)— f(x) = + f [z+ 0) — f (2) — © da. 
“n 2sin -7 


On voit que la convergence de la série de Fourier vers la valeur de la 
fonction f (x) au point donné dépend de la convergence vers zéro 
de l'intégrale du second membre lorsque n —> oo. 

Décomposons cette dernière intégrale en deux: 


z Sin na da + 


(fer | lea) ro 
Sa 2sin + 


+75 f [f (+ a) — f (xl cos na da, 


-1 
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en utilisant la formule sin (2»n +1) 5 = sin na cos $ + cos na x 


. Q r .` . r 
X sin. Décomposons la première intégrale du second. membre 
de cette dernière égalité en trois: 


2 sin ng dæ + 


ô cos 
saia =i | Fetai- 
26 si 


2 
“6: œ 
4 COS 
Fe f ierg — f(x)] = Sin na da + 
-7 2 sin 5 
x œ 
1 SE 
+4 | Fetai) — sinna da + 
ô Sın 7 
x 


++ | H(x+a)—f(x)l À cos na da., 


Posons ®, (=t 7e . Comme f(x) est bornée: et continue 
par tranches, Ù, (œ) sera également une fonction périodique de g, 
bornée et continue par tranches. Il s'ensuit que la dernière intégrale 
du second membre tend vers zéro lorsque #—>0o0, car c'est 
le coefficient de Fourier de cette fonction. La fonction 


œ 
cos — 


D(a)=[f(z+a)—f 2) ba 


2sin& 
2 


est bornée lorsque — n <a <— ò et es on a 


| D: (a) | <IM + M] 


2 sin 2 


où M est la borne supérieure de | f (x) |. En a la fonction ®, (a) 
est aussi continue par tranches. Par conséquent, en vertu des formu- 
les (5) du $ 7, la deuxième et la troisième intégrale tendent vers 
zéro lorsque n —+ co. 

On peut écrire, par conséquent, 


m n [sn (x)— f (x)= 


=m atf [f (z+a)— f a) = Pan (1) 
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L'intégration dans l'expression du second membre est étendue 
au segment —ô < «x < ô, donc l'intégrale dépend des valeurs de 
f(x) seulement dans l'intervalle compris entre x — ô et x + ô. 
On déduit de cette dernière égalité l'importante proposition : la con- 
vergence de la série de Fourier au point considéré x dépend seulement 
du comportement de la fonction dans un voisinage arbitrairement petit 
de ce point. 

Tel est le contenu du principe de localisation dans l'étude des séries 
de Fourier. Si deux fonctions f, (x) et f, (x) coïncident au voisinage 
d'un point x, leurs séries de Fourier convergent ou divergent en même 
temps en ce point. 


$ 10. Quelques conditions suffisantes pour la convergence 
d'une série de Fourier 


Nous avons démontré au paragraphe précédent que si une fonction 
f (x) est continue par tranches sur le segment [—x, x], la conver- 
gence de sa série de Fourier au point considéré x, vers la valeur 


Fig. 388 


f (to) dépend seulement du comportement de la fonction dans un 
voisinage arbitrairement petit [zo — 6, £o + ô] de centre au point zo. 

Démontrons ensuite que si la fonction f (x) est, au voisinage de 
Zo, telle que les limites suivantes existent et sont finies 


lim lGot 91 (z0) z k3, (1) 
lim etoi e L k, (2) 
a-++0 i 


et si la fonction elle-même est continue au point xo (fig. 388), la série 
de Fourier converge en ce point vers f (£o) *). 


*) Si les conditions (1) et (2) sont vérifiées, on dit que f (x) a au point z 
une dérivée à droite et une dérivée à gauche. On a représenté sur la figure 388 
une fonction telle que k, = tg qi, ka = tg pr, ki 3 ko. Si ki = kz, c'est-à-dire 
a les dérivées à droite et à gauche sont égales, la fonction est dérivable au point 

onné. 
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Démonstration. Considérons la fonction D, (q) ou para- 
graphe précédent : 


aa) =l eta) (el 2: 
2 sin 7 


comme la fonction f (x) est continue par tranches sur le segment 
[—x, n] et continue au point zo, elle est, par conséquent, continue 
dans un certain voisinage [to — ô, £o Na ô] du point zo. Donc la 
fonction ®, (œ) est continue en tous les points où a =Æ 0 et |œ | < 
<ô. La fonction D, (œ) n'est pas définie pour æ = Q. 
Cherchons les nites lim ®, (a) et ka ®,(«) en utilisant les 


0-0 
conditions (1) et (2): 


cos + 
lim ®(æ)= lim [f(t0+0)—f (x) —— 7 = 
œ-+0— 0 - œ-r0 —0 2 | sin + 
2 
= lim Lot) I) 2 eos% lim Lte) —i (ro) y 
a+0—0 # sin $ © 2 a00 d 


5 


x lim lim cos = ka» 1.1= k. 
a->0—0 Le a+0—0 


Par conséquent, si l'on définit la fonction ®» (æ) en posant 
D, (0) = k1, elle sera continue sur le segment [—6, 0] ét, par suite, 
bornée. On démontre d’une manière analogue que 


lim (a) = 
œ-+0+0 


Donc la fonction ®: (œ) est bornée et continue dans l'intervalle 
[0, ôl. Ainsi, la fonction D, (&) est bornée et continue par tranches 
sur le segment [—6, ôl. Revenons à l'égalité (1) du $ 9 (en désignant 
z£ par to): 


P [sn (£0) — f (x0)] = 


œ 


Dit 
z Sin na da 
2 sin 5 


2 


= lim if [f (zo + à) — "Or 
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ou 
ô 
lim [s(x)—f (&)1= lim + f D, (x) sin na da. 
Nn- n-o ta 


Eu égard aux formules (5) du § 7, on conclut que la limite du 
second membre est nulle, et donc 


lim [sn (zo) — f (z0)]=0 
ou 


lim sn (xo) =f (zo). 


Le théorème est démontré. 

La différence entre le théorème démontré au $ 1 et le théorème 
ci-dessus consiste en ce qui suit: on demandait dans le théorème du 
§ 1 pour la convergence de la série de Fourier au point x, vers la 
valeur f (zo) que zo fût un point de continuité sur le segment [—x, x] 
et que la fonction fût monotone par tranches, alors qu'on demande 
ici que la fonction soit continue au point to, qu'aient lieu les condi- 
tions (1) et (2) et que la fonction soit continue par tranches et bornée 
dans l'intervalle [—x, x]. Il est évident que ces conditions sont 
différentes. 


Remarque 1. Si une fonction continue par tranches est 
dérivable au point zo, il est évident que les conditions (1) et (2) ont 
lieu et l'on a k, = k2. Par conséquent, en un point de dérivabilité 
de la fonction f (x), la série de Fourier converge vers la valeur de la 
fonction en ce point. 


Remarque 2. 1°. La fonction considérée dans l'exemple 2 
du $ 2 (fig. 376) vérifie les conditions (1) et (2) aux points 0, +27, 
+4, .. . Elle est dérivable partout ailleurs. Donc la série de Fou- 
rier de cette fonction converge en chaque point vers la valeur de 
cette fonction. 

2°. La fonction de l'exemple 4, $ 2 (fig. 379) vérifie les condi- 
tions (1) et (2) aux points +n, +3x, +57. Elle est dérivable par- 
tout, donc représentable par une série de Fourier en chaque point. 

8°. La fonction de l'exemple 1, § 2 (fig. 375) est discontinue aux 
points Hn, 3x, on. Elle est dérivable partout ailleurs, donc 
la série de Fourier converge vers la valeur de cette fonction partout 
sauf aux points de discontinuité. Aux points de discontinuité, la 
somme de la série de Fourier est égale à la moyenne arithmétique 
des valeurs limites de la fonction à gauche et à droite : elle est nulle 
dans le cas considéré. | 
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$ 11. Analyse harmonique numérique 


La théorie de la décomposition des fonctions en séries de Fourier 
est appelée analyse harmonique. Nous allons faire maintenant quel- 
ques remarques sur le calcul approché des coefficients de Fourier, 
c'est-à-dire sur l'analyse harmonique numérique. 

Comme on le sait, les coefficients de Fourier de la fonction f (x) 
de période 2x sont définis par les formules | 


ELA n 
ax | f(x) dx; m=4 | f(x) cos kz dz ; 
-7 à z -1 
m=+ | f (x) sin kz dz. 
-7 


Dans beaucoup de cas rencontrés en pratique, la fonction f (x) est 
donnée soit sous forme de tableau (lorsque la dépendance fonctionnel- 
le est obtenue expérimentalement), soit par une courbe tracée par 
un appareil. Le calcul des coefficients de Fourier se fait alors au 
moyen de méthodes d'intégration approchée (voir $ 8, chap. XI, 
t. D). 
Nous considérerons le segment —n <z <n de longueur 2x. 
On peut toujours se ramener à ce cas en choisissant convenablement 
l'unité sur l'axe Oz. 

Partageons le segment [—x, x] en n parties égales par les points 

Lo = — HN, Ti, Lo, . . ., In SN. 

La longueur d'un segment partiel est alors 


FR 


n 
Désignons les valeurs de la fonction f (x) aux points £o, Zi, To, ... 
<. Zn par 
Yos Yis Yo, -a Un. 
Nous prenons ces valeurs soit dans le tableau, soit sur la courbe de la 


fonction. 
Utilisant, par exemple, la formule des rectangles (voir formule 


(1”), $ 8, chap. XI, t. I), on détermine les coefficients de Fourier: 


n n n 
2 2 2 ; 
to =<Y Yi = X) yicos kzi, b=+ Y Yi sin kzi. 
i=1 


i=1 i=1 


Des schémas ont été élaborés, qui simplifient le calcul des coeffi- 
cients de Fourier *). Nous ne pouvons pas ici nous arrêter sur les 


*) Voir, par exemple, V. Smirnov « Cours de mathématiques supérieures », 
t. II l i 
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détails, mais indiquons qu’il existe des appareils (dits analyseurs 
harmoniques) qui, d’après le graphique de la fonction donnée, per- 
mettent de calculer approximativement les coefficients de Fourier. 


$ 12. Série de Fourier sous forme complexe 


Soit la série de Fourier pour la fonction périodique f (x) de 
période 2x: 


f(x) =+ J) an cos rx + bn sin nx. (1) 


n=i 


Exprimons cosnz et sin nz au moyen des exponentielles en nous 
référant aux formules (3), $ 5, chap. VII, t. 1: 


mA etU ei ; ety —e-iy 
sy=—z— siny = — 
ce qui donne 
einx L e-inx . einx —e~inx einx — e-inx 
COS nI = — — à SANGE mo UE 0 + 


Substituons cosnx et sinnz dans la formule (4) et procédons 
aux transformations nécessaires : 


oo 
__ 4 einxbLe-inx einx—e-inx 
Ho) D m PR, ES = 
n=1 
ao An — ibn i an +ibn ~i 
=+) ( 7 s an zeina), (2) 
n=1i 
Posons 
a an — ib a ib 
C EE cn 2a- On Le (3) 


La formule (2) prend alors la forme: 


f(x) = co+ 2 (enet + cne"). 


La dernière égalité peut être mise sous une forme plus com- 
pacte: 


= D cne” 4) 


n=- 
qui est la forme complexe de la série de Fourier. 
Exprimons les coefficients c, et c-n par des intégrales. D'après 
les formules (4), (5) et (6) du $ 1 on peut écrire les formules (3) sous 
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la forme: 


Cn= [i flejeosnsde—i | f (x) sin næ de | = 


HA n 
aoh [ f(x) (cos nz — i sin nz) dx = h f f (2) e" dz. 
Finalement j k 
n 
Cn = 3% | 1) da. (5') 
-n 


De la môme manière 
T 


1 inx n 
cn = 3x | f(x) er"* dz. (5) 
-x 

On peut grouper les formules (5) et (5”) et l'expression de co 
dans une même formule 


T 
4 . : > 
On 7x | faide (n=0, +1, +2, +3,...) (6) 
-n 
Cn et C-n sont les coefficients complexes de Fourier de la fonction 
f (a). 
Si la fonction f (x) est périodique avec une période de 2l, la série 
de Fourier de cette fonction est: 


1@=R+Yy an cos = g+ bn Sin g (7) 
n=i 


(cf. formule (3), $ 5). 

Il est évident que dans ce cas au lieu d’être exprimée par les 
formules (4) la forme complexe de la série de Fourier est exprimée 
par la formule 


ig 
f (x) = > Cne ! . (8) 
n=- 00 
Les coefficients cn de la série sont tirés des formules 
4 l its 
cn=-7 | fie Tax (n=0, +1, +2,...) (9) 
1 

Il est d'usage d'employer la terminologie suivante en électro- 
technique et en radiotechnique. Les expressions de la forme 


RE 
(n=0, +1, 


+ x r s n 
e ! sont appelées harmoniques, les nombres an = 2% 


L 
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+ 2,...), nombres d'onde de la fonction 
f(x)= $ cneïanx, (10) 
n=- 00 


L'ensemble des nombres d'onde porte le nom de spectre. Si l'on porte 
ces nombres sur un axe numérique, on obtient un ensemble de points 
distincts. Cet ensemble de points est dit discret, et le spectre corres- 
pondant un spectre discret. Les coefficients c, définis par les formu- 
les (9) portent le nom d'amplitude complexe. Notons que dans certains 
ouvrages d'’électrotechnique et radiotechnique l’ensemble des modu- 
les des amplitudes | c, | porte également le nom de spectre de Ia 
fonction f (x). 


$ 13. Intégrale de Fourier 


Soit f (x) une fonction définie dans tout l'intervalle (—co, oo) 
et absolument intégrable dans cet intervalle, c'est-à-dire que l’inté- 
grale 


NACIL ET (1) 


existe. 
Supposons en outre que f(z) admet un développement en série 
de Fourier dans quelque intervalle (—Z, +1): 


(a) = + S on 608 À 2 + by sin Et 9, (2) 
k=1 


l l 
a= [cos ia, mer | Fer sd (3) 


Portant dans la série (2) les valeurs des coefficients ax et bp tirées 
des formules (3) on peut écrire: 


= [rod S (| Ho00 vdi) cos 2 + 
k=1 -l 
4 œo 
++ 2 (Jr 8 va) sinte ex [rue 


œ l 
++ > |. 16 [cos 4 teos Fs sin tsina] dt 
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ou 


7 t) cos a dt. (4) 


Tesa 


L co 
fear [rat 


l 


Etudions le problème de la a du développement (4) quand 
on passe à la limite pour l—> oo. 
Introduisons les notations suivantes : 


n kr ui 
ai tr AN LT: e... GR -T> ... et Ar = 7: (5) 


En les paitani dans (4) nous aurons : 


1@=+ Î Lo &++ X ( f FE) cosan (t— x) dt) Aaa. (6) 


Quand l—> o0, le premier a du second membre tend vers 
zéro. En effet 


l oo 
rAd Old |lbI#-70-0. 
žl 


Le An 


| 1 
2l 
Pour chaque valeur fixée de Z l'expression e1 re parenthèses est 


unë fonction de æ, (voir formules (5)) prenant ses valeurs de 5 à œ. 


Remarquons sans le démontrer que si la fonction f (x) est monotone 
par tranches dans chaque intervalle fini, bornée dans l'intervalle 
infini et satisfait à la condition (1), la formule (6) prendra, si l + 
—> +o, la forme 


= || (i f (£) cos a (t— x) dt) da. (7) 
È expression de droite est dite intégrale de Fourier de la fonction 
f(x). L'égalité (7) a lieu pour tous les points où la fonction est 
continue. Aux points de discontinuité c’est l'égalité 


+ (Í rocosa- a) de = EO tfe (T) 


qui est vérifiée. 
Transformons l'intégrale du second membre de l'égalité (7) 
en développant cos & (t — x): 


cos œ (t — x) = cos at cos ax + sin œt sin ax. 


Portant cette expression dans la formule (7) et sortant cos ax et 
sin «x de sous le signe somme dans les intégrales où l'intégration 
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est réalisée en la variable #, nous obtenons 


CO œ 


f(z) =Ż f (J Osata) cos ax da + 


1 X 


Ra 1 f ( f f (t) sin æt dt) sin ax da. (8) 
i] 


— 00 


Chacune des intégrales en #, situées entre parenthèses, existe, car 
la fonction f (t) est absolument intégrable dans l'intervalle (— co, o0), 
de sorte que les fonctions f (?) cos at et f (t) sin æż sont aussi abso- 
lument intégrables. 

Considérons les cas particuliers de la formule (8). 

1. Supposons que f (x) soit paire. Dans ce cas f (č) cos af est 
une fonction paire et f (t) sin æż une fonction impaire, de sorte 
que nous obtenons: 


Í Fa cosatdi=2 | j(#)c0s at dt, 


—00 0 
f f (t) sin at dt —0. 


Dans ce cas la formule (8) se met sous la forme 


oo 


f(x)= e | ( f f (t) cos at dt) cos ax da. (9) 

ù 0 

2. Supposons que f(x) soit impaire. En analysant la nature des 
intégrales de la formule (8) nous aurons dans ce cas: 


oo 


f(z)=Ż î (| j (£) sin at dt) sin az da. (10) 
0 0 


Si la fonction f (x) n’est définie que dans l'intervalle (0, oo), 
on peut la représenter pour x œ 0 aussi bien par la formule (9) 
que par la formule (10). Dans le premier cas nous la définissons 
complémentairement pour l'intervalle (—co, 0) en posant que la 
fonction doit être paire et dans le second qu'elle doit être impaire. 

Soulignons encore une fois qu'aux points présentant des disconti- 
nuités il convient de remplacer f (x) dans les premiers membres des 
égalités (9) et (10) par l'expression 


f(z+0)+f(x—0) 
5 ; 
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Revenons à la formule (8). Les intégrales entre parenthèses sont 
des fonctions de a. Introduisons les notations: 


A(a)=+ | f (t) cos at dé, 
B(a)=Ż | f (6) sin at dt. 


— 00 


On peut alors écrire la formule (8) sous la forme: 
f(x) = f [A (a) cos ax + B (a) sin az] da. (41) 
0 


On dit que la formule (11) donne le développement de la fonction 
f (x) en harmoniques de fréquence æ variant d’une manière continue 
de 0 à co. La loi de la distribution des amplitudes et des phases 
initiales en fonction de la fréquence «æ est exprimée par les fonctions 
À (œ) et B (a). 

Revenons à la formule (9). Posons 


F(a)=/ + | f (#) cos at dt. (12) 
0 
La formule (9) prend alors la forme 
f@=y À | F(a) cos ax dæ. (13) 
0 


La fonction F (œ) est appelée la éransformée-cosinus de Fourier 
de la fonction f (x). 

Si dans l'égalité (12) F (æ) est la fonction donnée et f (4) la fonc- 
tion cherchée, elle sera alors une équation intégrale pour la fonction 
f (4). La formule (13) donne la solution de cette équation. 

Sur la base de la formule (10) on peut écrire les égalités sui- 


vantes : 
D(a)=}/ À Î f (tj sinat dt, (14) 
ù 
f(x) = PE 2 | D (a)sinaz da. (15) 
0 


La fonction È (a) est appelée #ransformée-sinus de Fourier de la 
fonction f (x). 
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Exemple. Soit 
f(æ)=e"Bx (B >00, z> 0). 
On détermine d’après la formule (12) la transformée-cosinus de Fourier: 


00 


ray 2 | eB! cos at di — Vi . 


0 


D’après la formule (14) on détermine la transformée-sinus de Fourier : 
oo — 
ren 2 -Bt a; =y 2 a 
D (a) = V ri f e7 P sin at dt = x PFa’ 
Ù 


A l’aide des formules (13) et (15) on obtient les relations réciproques : 


2B Ñ COS QT px 
| Fa da—=e (z> 0), 
0 


co 
2 asinar, _ —fx 
f Fe da =g (> 0). 
0 


$ 14. Forme complexe de l'intégrale de Fourier. 


Dans l'intégrale de Fourier (formule (7), $ 13) la fonction de @, 
se trouvant. entre parenthèses, est paire et par conséquent elle est 
également déterminée pour les valeurs négatives de œ. En vertu de ce 
que nous venons de dire, on peut recopier la formule (7) sous la forme : 

1T 
ta) = | ( f f (t) cosa (t— x) dt) da. (4) 


—00 -œ 
Considérons ensuite l'expression suivante identiquement nulle 
M co 


| (a f (t) sin a (t— z) dt) da= 0. 
-M 


— 00 


Le premier membre est identiquement égal à zéro, car la fonction 
de œ entre parenthèses est une fonction impaire et l'intégrale d’une 
fonction impaire prise dans les limites de —M à +M est égale 
à zéro. Ul est évident que 

M oa 
lim f ( f f(t) sina (t— z) dt) da = 0 
"M 


M—00 
- — 0 
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ou | 
f ( j f (t) sina (t— 2) dt) da = 0. (2) 


Remarque. On notera ici le fait suivant. L'intégrale con- 
vergente dans les limites infinies est définie comme suit: 


À ola)da= | p()da+ | ptdr 
= lim jo (a) da + im f ọ (œ) da () 


à condition que chacune des limites du second membre existe (voir 
$ 7, ch. XI, t. I). Or nous avons écrit dans l'égalité (2): 
o0 M 
f p(a)da= lim f ọ (&) da. (**) 
M-o 
“oo -M 
Il se peut donc que la limite (**) existe alors que les limites du 
second membre de l'égalité (*) n'existent pas. L'expression du 
second membre de l'égalité (**) est appelée la valeur principale de 
l'intégrale. Ainsi nous considérons dans l'égalité (2) la valeur prin- 
cipale de l'intégrale impropre (extérieure). C’est dans ce sens que 


l’on doit comprendre les intégrales que nous rencontrerons dans ce. 
paragraphe. 


Multiplions les membres de l'égalité (2) par -5 et ajoutons-les 
aux parties correspondantes de l'égalité (1), nous obtenons alors: 


o0 


to= | LS FO (cosa (+— a) —isin a (t— z) di | da 
ou 


00 


f(z)= î E J (t) eiat- dt | da. (3) 


— 00 


C'est là précisément la forme complexe de. l'intégrale de Fourier. 
Recopions la formule (3) sous la forme: 


© 


f(æ)= f EE | j@erit di] eas do (4) 


-%0 — 00 
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ou 
f(x) f C (a) êa da (5) 


avec 
C(a)= f f (t) e-iz dt, (6) 


La formule (5) rappelle la formule (10) du § 12; œ est également 
appelé nombre d'onde, seulement qu'il prend ici toutes les valeurs 
comprises entre —oo et co. Le spectre des nombres d'onde est appelé 
spectre continu. On pourrait poursuivre l'analogie des formules (5) 
et (10). Si dans la formule (10) du $ 12 au nombre d'onde &, corres- 
pond une amplitude complexe c,, on dit. que dans la formule (5) 
aux nombres d'onde compris dans l'intervalle (&,, &1 + Aa) corres- 
pond une amplitude complexe C (œ). La fonction C (a) est dite 
densité spectrale ou encore fonction spectrale. (Le terme densité est 
employé ici dans le même sens qu'au $ 8, chap. XIV, où il a été 
question de densité de distribution dans un domaine bidimensionnel.) 

L'égalité (4) peut être mise sous forme de deux équations: 


Fe f f(b e-ta dt, (7) 
AOL | Fr (a) dazda, (8) 


La fonction F* (œ) définie par la formule (7) est appelée la trans- 
formée de Fourier pour la fonction f (x). La fonction f (x) définie 
par la formule (8) est appelée la transformée inverse de Fourier pour 
la fonction F* (œ) (les transformations diffèrent par le signe de i). 
La fonction F* (œ) diffère de la fonction C (œ) par le facteur cons- 


tant es : 

Les iranstormations (7) et (8) entraînent les transformations (12), 
(14), (13) et (15) du § 13 (au facteur constant = près). Les trans- 
formations (12) et (14) s’obtiennent par substitution dans (7) de 

e-iut=cosat—isinat, F*(x)=F(a)— i® (æ) 
et égalisation des parties réelles et imaginaires. De la même façon 


on obtient les transformations (13) et (15) à partir de la transfor- 
mation (8). 
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Notons que dans le chap. XIX « Calcul opérationnel et appli- 
cations » nous aurons recours à des transformations analogues à 
celles de Fourier. 


$ 15. Série de Fourier suivant un système orthogonal de fonction 
Définition 1. On dit que le système infini de fonctions 
Pi (x), P2 (x), CCE | Pr (x), CRC (1) 

est orthogonal sur le segment [a, b] si quel que soit n + k on a 


b 
| on (2) qu (x) dr =0. 2) 
Où suppose en outre que 
f [Pr (x)]? dz 0. 
a 


Exemple 1. Le système de fonctions 
4, cos x, sin z, cos 27, sin 2x, ..., COS ng, sin ng, ... (3) 
a orthogonal sur le segment [—x, x]. Ceci découle des équations (I) et (II) 
u $ {. 
Exemple 2. Le système de fonctions 


n EL T 0 À 
1, cos -T x, Sin, cos 2x, sin2—x, senj 


cos n + z, sin n s. sé (3’) 


est orthogonal sur le segment [—7, l]. Une simple vérification permet de s'en 
assurer. 


Exemple 3. Le système de fonctions 
4, cos z, cos 2x, cos 3x, . .., COS nt, . .. (4) 
est orthogonal sur le segment [0, x]. 
Exemp le 4. Le système de fonctions 
sin z, sin 2z, ..., SiD nt, ... (5) 
est orthogonal sur le segment [0, x]. 

Le indiquera plus bas d’autres systèmes de fonctions orthogo- 
Fe Soit une fonction f (x) définie sur le segment [a, b] telle qu'elle 
puisse être représentée par une série de fonctions du système ortho- 
gonal (1), convergente vers la fonction en question sur la, bl: 


00 


(a) = 2) eng (2). 6) 


$ 15] SÉRIE DE FOURIER SUIVANT UN SYSTÈME ORTHOGONAL 397 


Déterminons les coefficients c,. Supposons que la série obtenue 
après multiplication de la série (6) par une fonction ; (x) quel- 
conque soit intégrable par membre. 
Multiplions les deux membres de l'égalité (6) par p, (x) et inté- 
grons de a à b. En tenant compte de l'égalité (2) nous obtenons 
b 


b 
| Fle) qu (x) du cn | gh (2) de, 


d'où il vient i 
Ÿ F (2) pr (x) dx 
E ne rt (7) 


Ch = 5 
f p? (x) dx 
a 

Les coefficients c, calculés au moyen des formules (7) sont appelés 
coefficients de Fourier de la fonction f (x) suivant le système de fonc- 
tions orthogonales (1); la série (6), série de Fourier suivant ce même 
système. 


Définition 2. On dit que le système orthogonal de fonctions 
Pi (z), P2 (x), .. Phn (x), sas s 


est complet si pour toute fonction f (x) dont l'intégrale du carré 
est telle que 

b 

| fe (x) dx < 00 

a 
on a légalité 


b n 
lim | LG) J cig: (2) | dz=0. (8) 


a i=0 


En nous basant sur les définitions du $ 7 on peut interpréter 
l'égalité (8) de la manière suivante. L'écart quadratique moyen 
n 


entre la somme Y) c;p; (x) et la fonction f (x) tend vers 0 quand 
i=0 


n —+ co. 

Si l'égalité (8) a lieu, on dit que la série de Fourier (6) converge 
en moyenne vers la fonction f (x). 

Il est évident que la convergence en moyenne n'implique pas 
la convergence en chaque point du segment [a, bl. 

Notons sans le démontrer que les systèmes trigonométriques 
mentionnés dans les exemples 1 à 4 sont complets sur les segments 
respectifs. 
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Dans les applications on a très souvent recours au système de 
fonctions de Bessel- 


Jn (Ma), Jn (Aoz), .. . Jn (Aiz), ... (9) 
qui ont été étudiées dans le § 23 du chap. XVI. Mi, Ao, . .., Ai 


sont les racines de la fonction de Bessel, c'est-à-dire des nombres 
vérifiant la relation 


JT) =0 (ü=1, 2...) 


Indiquons sans le démontrer que le système de fonctions 
VzJn(uz), Vrn (t), ..., VEJn (Ait). (40) 


est orthogonal sur le segment [0, 1]: 
1 
| aJn (ua) Ja) da =0*) (2j). (11) 
0 


Dans les applications on utilise également les systèmes de polynômes 
orthogonaux de Le Gendre que l’on définit ainsi: 


Pt=t, Pate EE (1,2, ...). 
Ils vérifient les équations 
(x? — 1) y” + 2zy' —n (n +1)y = 0. 
On se sert aussi d'autres systèmes de polynômes orthogonaux. 


§ 16. Notion d'espace fonctionnel linéaire. Analogie 
entre le développement de fonctions en séries de 
Fourier et la décomposition des vecteurs 


En géométrie analytique un vecteur est défini comme suit dans 
un espace tridimensionnel : 


A = Asi 4 Ayj+ Azk, 


où #, j, k constituent un repère orthonormé. Dans la suite nous 
les désignerons par €i, €2, €z. 


*) Si les fonctions Ph (x), pj(x) vérifient la relation 
b 
f omga g e dz=0 Gk) 
-a 


on dit que les fonctions ọ; (x) sont orthogonales avec un poids p (x). Par consé- 
quent, les fonctions J, (A;r) (pour k 2 j) sont orthogonales avec un poids x. 
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De la même manière on peut définir un vecteur dans un espace 
à n dimensions 


n 
A= J) Aie. 
i=1 


On appellera espace euclidien à n dimensions et on le notera par 
E, l’ensemble des vecteurs de la forme A. Les vecteurs A consti- 
` tueront les éléments ou points de l’espace euclidien à n dimensions *). 
Indiquons les propriétés de l'espace £,. 

Soient deux vecteurs appartenant à l’espace Enp: 


n n 
A= >» A;e; et B= 5 Bei. 
i=1 i=1 
Si C1 et C2 sont des nombres réels, par analogie avec l'espace tri- 


dimensionnel 
| Cid + CB (1) 


est un vecteur appartenant également à l'espace Æ,. 
On appelle produit scalaire des vecteurs A et B l'expression 


(4B)= È AiBi. (2) 


Les vecteurs €j, €z, ..., €n appartenant à l’espace En, on peut 
leur appliquer la formule (2). 
On obtient donc 


lorsque i=j (e:e;)=0, (2°) 
et lorsque i=j} (e;e;)=1. 
Les vecteurs dont le produit scalaire est nul sont dits orthogonaux. 


De sorte que les vecteurs €i, €», . .., €n sont orthogonaux. 
De même que dans un espace tridimensionnel il est aisé d'établir 


les propriétés suivantes du produit scalaire : 
(4B)=(B4A), 
(4+B,C)=(40C)+(B0C), (3) 
(AA, B)=A(A B). 
La longueur, ou module, du vecteur A est définie comme dans 
un espace tridimensionnel 


41=VA4=Y À 4. (4) 


` 


*) On étudie également des vecteurs dans un espace à un nombre infini 
de dimensions. 
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Le module de la différence de deux vecteurs est naturellement 
défini ainsi : 


4-2 VS (4i—B}, (5) 


En particulier, 


TRE = res, 
ja=41= y Š$ aayo. 
L'angle formé par deux vecteurs est défini par la formule: 


— (4B) 
co p= TITIB" (6) 
Considérons l’ensemble des fonctions bornées monotones par 
tranches sur le segment [a, b] *). Désignons cet ensemble par la 
lettre ® et appelons-le espace de fonctions D. On appellera éléments 
ou points de l’espace ® les fonctions appartenant à cet espace. On 
peut définir sur les fonctions de l’espace ® des opérations analogues 
à celles établies pour les vécteurs de l’espace En. 
Si C, et C2 sont des nombres réels quelconques, fı (x) et fa (x) 
des éléments de l’espace ®, alors 


Cifi (x) + Cof (x) (7) 
est un élément de cet espace. 
Si f (x) et ọ (x) sont deux fonctions de l’espace D, on appelle 
alors produit scalaire des fonctions f (x) et œ (x) l'expression 
b 
t, @) = | f @) -9 (2) de. (8) 
a 
Cette expression est analogue à l'expression (2). Il est aisé de 
vérifier que le produit scalaire (8) possède des propriétés identiques : 
aux propriétés (3) établies pour les vecteurs 


C, p) = (y, f), 
fi F fo p) = Cfa» P) + (fa a} (9) 


Par analogie au module du vecteur (formule (4)) on définit ce 
qu’on appelle la norme de l'élément f (x) de l'espace Ọ: 


b 
I AI=V T-V | HONTE (10) 


ni Cette classe de fonctions a déjà fait l’objet d’une étude dans le théorème 
du § 1. On aurait pu certes examiner une classe pius vaste de fonctions, à la- 
quelle s 'appliqueraient toutes les assertions du § 1 
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Par analogie à la formule (5) nous appellerons distance entre 
les éléments f(x) et (x) de l’espace ® l'expression 


BE ne M 
1t—el=4/ (ue—vtrée. (11) 


L'expression (11) de la distance entre les éléments de l’espace D 
est appelée métrique de cet espace. Elle coïncide au facteur Vb — a 
près avec l'écart quadratique moyen ĝ, défini au $ 7. 

Il est évident que si f (x) = ọ (x), autrement dit que f (x) et 
p (x) coïncident en tous les points du segment [a, b], alors || f — @ || = 
= 0. Si, par contre, || f — || = 0, alors f (x) = ọ (x) en tous les 
points du segment [a, b] sauf pour un nombre fini de points *). 
Dans ce cas on dit également des éléments de l’espace ® qu'ils sont 
identiques. 

On appelle espace fonctionnel linéaire à métrique quadratique 
un espace de fonctions bornées monotones par tranches muni des 
opérations (7), (8) et de la métrique définie par la relation (11). 
On appelle points de l’espace, ou vecteurs, les éléments de l’espace ®. 

Considérons la suite de fonctions 


Pi (x), P2 (x), <. Pa (x), .. (12) 
appartenant à l'espace ®. 
On dit que la suite de fonctions (12) est orthogonale sur le segment 


la, bl.si pour des valeurs arbitraires de i, j (i 4j) on a 
b 


(P P) = | qu (£) g; (2) dz = 0. (13) 


$ a 
De l'égalité (1) du § 1 il vient que, par exemple, le système de 
fonctions 
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, .. 


est orthogonal sur le segment [—x, x]. 

Montrons à présent que le développement d’une fonction en série 
de Fourier suivant des fonctions orthogonales est analogue à la 
décomposition d’un vecteur suivant des vecteurs orthogonaux. Soit 
le vecteur 
| A = Aei + Alz +... + Aker + ... + Anen. (14) 
On suppose que les vecteurs e;, €s, ..., €n sont orthogonaux, c'est- 
à-dire que si i j, 

(ee) =0. (15) 

Déterminons la projection 4; en multipliant scalairement les 
deux membres de l'égalité (14) par le vecteur e}. D’après les pro- 


*) Voire pour un nombre infini d’entre eux où f(z) ọ (x). 
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priétés (2) et (3) nous obtenons : 
(Aen) = A (6161) + A2 (e261) +... + An (erer) + . . . +'An (enen). 


De la relation (15) il vient 


(Aer) = Ák (erer), 
d'où 
AA (k=1,2,..., 7). (16) 


(ekek) 


Supposons que la fonction f(x) admette un développement 
suivant. un système de fonctions orthogonales : 


f (2) = 2 anpa (2). (17) 


En multipliant scalairement les deux membres de l'égalité (17) 
par Pa (x) et compte tenu de (9) et (13) nous avons *) 


(f, Pa) = ak (Pr, Pr), 
d’où il vient 


b 
EN | f (2) p (2) dz 
» PR a 
GER ee (18) 
(Ph, PR) f [ox (x) dz 
AE 


La formule (18) est analogue à la formule (16). Posons 


n 
Sn = à ann (x), (19) 
ôn=]||f—sr]| (r—1,2, ...). (20) 
Si 
lim ôn — 0, 
n-o 
i sens de fonctions orthogonales (12) est complet sur le segment 
a, 


La série de Fourier (17) converge en moyenne vers la fonction 


f (2). 


*) Nous supposons que toutes les séries de ce paragraphe sont convergentes 
et que l'intégration terme à terme est légitime. 
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Exercices 
1. Développer en série de Fourier dans l'intervalle (=n, x) la fonction 
f (z) = xz pou —n<z<0, 
f (z) = 2x pou OKISA. 


2 A 2 /cos cos 3 cos 5 
Rép. zetl [E Z +...)+ 
sin z sin 2x sin 3z 
CR se qe ee 
I 5 t 5 a) 


2. Utiliser le développement en sinus de la fonction f (x) = 1 dans l'inter- 
valle > x) pour calculer la somme de la série 4 — 5 +5 — TT ; 


Rép. T 
3. Utiliser le développement en série de Fourier de la fonction $ CE pour 
4 2 
calculer la somme de la série nr are . Rép. EO 


4. Développer en série de Fourier dans l'intervalle (—m, n) la fonction 
19e o _ đa Rép. cos r— £S 2x + cos 8x  cosár , 
=p g P T2 3z A 


5. Développer en série de Fourier dans l'intervalle (—1x, x) la fonction 


ra= -EA pour — n < <z<0, 


te= (1—3) pour OKI <T. 


Rép. sins+ E sin 25 + + sin +... 
6. Développer en série de Fourier dans l'intervalle (—x, x) la fonction 
f (z) = — z pou —r<r<0, 
f (z) = 0 pour 0<:< x. 
„ I 2 < cos (2m+1)x i An SD NT 
Rép. 7—5 > Be E 5 (1y ETE, 


m0 n=i 
7. Développer en série de Fourier dans l'intervalle (—n, x) la fonction 
f (z) = 1 pou —r<r< 0, 
f (z) = — 2 pou 0<rx< nr. 


, 1 q sin (2n+1) z 
Rege D a 


n=0 
8. Développer la fonction f (x) = z? dans l'intervalle (0, x) en série de sinus. 


Rép. 5 À (— 1} [Zi 3 K=} sin nz. 


9. perone la fonction y=cos 2z dans l'intervalle (0, n) en série de sinus. 
sinz 3sin3z  5sinoz 


Rép. — | gts ge +. 
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10. Le la fonction y —sin z dans l'intervalle (0, x) en série de cosinus. 
coS 2x | COS 4x Wor |: 


Rép [at TE TI E 
11. Développer en série de Fourier la fonction y = e* dans l'intervalle (— l, l). 


œ (—4)ncos ai 


t JI(el— e) > pan +t 


n=1 


l— 
Rép. ee 


œ (—4{)r-lnsin = 


ÉD Re 


12. ee la fonction j(r)—2x dans l’ tee. o, 1) en série de sinus. 


Rép. — P (— DH sin— 


be 


13. Développer Ía fonction us dans l'intervalle (0, !) en série de sinus. 
RIT 
sin 


ere 23 (=i _ 


14. AE EAT f fonction 


F(a) = x pour O<L<I<1 
~ l 2—r pour 1<r<2 
dans l'intervalle (0, 2): a) en série de sinus; b) en série de cosinus. 
= ue Lies az 
Rép. 3) -a D mr à 
n=0 
1 4 cos (2n+1) 

cos (2n +1) nx 
Dr Di CEST 
=0 


Chapitre XVIII 


ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 


§ 1. Principaux types d'équations de la physique 
mathématique 


On appelle équations fondamentales de la physique mathématique 
(dans le cas d’une fonction de deux variables indépendantes) les 
équations différentielles aux dérivées partielles du second ordre 
suivantes. 


I. Equation des ondes: 
u ga Du a) 


Nous scmmes conduits à considérer cette équation dans l'étude 
des processus de vibrations transversales d'une corde, des vibrations 
longitudinales d’une tige, des oscillations du courant électrique 
dans un conducteur, des vibrations de torsion d’un arbre, des oscil- 
ue des gaz, etc. C’est l'équation du type hyperbolique la plus 
simple. 


I. Equation de la chaleur ou équation 
de Fourier: 


Er 2 


Nous sommes conduits à l'étude de cette équation, une fois 
mis en présence de problèmes posés par les processus de diffusion 
de la chaleur, de filtration de liquides ou de gaz dans un milieu 
poreux (par exemple la filtration du pétrole et des gaz dans les 
grès sous couverture), de certains problèmes de la théorie des pro- 
babilités, etc. C’est l'équation du type parabolique la plus simple. 


III. Equation de Laplace: 


ðu o2u 


Nous sommes conduits à l'étude de cette équation, lorsque nous 
abordons les problèmes posés par les champs électriques et magné- 
tiques, l'état stationnaire de chaleur, l'hydrodynamique, la diffu- 
sion, etc. C’est l'équation du type elliptique la plus simple. 
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Dans les équations (1), (2) et (3) la fonction à déterminer u dépend 
de deux variables. On peut également étudier les équations corres- 
pondantes au cas où la fonction à déterminer comporte un plus 
grand nombre de variables. Par exemple, l'équation des ondes 
dans le cas de trcis variables indépendantes est de la forme: 


ĝu ĝ?u ou 7 
=e (atir) a 


l'équation de la chaleur dans le cas de trois variables indépen- 
dantes est de la forme : 


ðu a [ ou 82u ' 
me (rtir) (2%) 


l'équation de Laplace à trois variables indépendantes est de la 
forme : 

ĝu 2u ô2u 

“oz? gy2 on =O (3°) 


$ 2. Etablissement de l'équation pour des cordes vibrantes. 
Formulation du problème aux limites. Etablissement de 
l'équation pour des oscillations ‘électriques dans un conducteur 


En physique mathématique on entend par corde un fil‘flexible 
et élastique. Les tensions apparaissant dans la corde à un instant 
quelconque de temps sont dirigées suivant la tangente à son profil. 
Soit Z la longueur de la corde qui, à l'instant initial, est dirigée 
suivant le segment de l'axe Oxy de 0 à Z. Supposons que les extrémités 
de la corde soient fixées aux points z = 0 et x = l. Si l'on écarte 
la corde de sa position initiale et puis qu’on la lâche ou si, sans 
écarter la corde, on imprime à ses points, à l'instant initial, une 
certaine vitesse ou encore si l’on écarte la corde en imprimant en 
même temps une certaine vitesse à ses points, les points de la corde 
seront alors animés d’un certain mouvement et on dira que la corde 
vibre. Le problème consiste à déterminer la forme de la corde pour 
tout instant arbitraire du temps et à déterminer la loi du mouvement 
de chacun de ses points en fonction du temps. 

Nous ne considérons que les petits écarts des points de la corde 
par rapport à leur position initiale. On peut donc admettre que le 
mouvement des points de la corde s'effectue perpendiculairement 
à l'axe Oz et dans un même plan. Dans cette hypothèse le mouve- 
ment vibratoire de la corde est décrit par une seule fonction u (x, t) 
qui donne le déplacement d’un point de la corde-d'abscisse x à 
l'instant ż (fig. 389). 
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Comme nous ne considérons que des petits écarts de la corde 
dans le plan (x, u), nous pouvons supposer que la longueur de l’élé- 


~ 
ment MM} de la corde est égale à sa projection sur l'axe Ox, c'est- 


~ 
à-dire *) que M,M, = £ — x,. Nous supposerons aussi que la 
tension est la même pour tous les points de la corde; désignons-la 
par T. 


fT 


xzxzxz l 


Fig. 389 Fig. 390 


Considérons l'élément MM’ de la corde (fig. 390). Aux extré- 
mités de cet élément agissent les forces T suivant la tangente à la 
corde. Supposons que les tangentes forment avec l'axe Or les angles 

t p + Agọ. La projection sur l'axe Ou des forces agissant sur 
l'élément MM' sera égale à T sin (p + Ag) — T sin p. Comme 
l'angle ọ est petit, on peut poser tg ọ æ% sin q, et nous aurons: 

T sin (po + nee à 


tienne EE o<o<i 
(nous avons appliqué ici le théorème de Lagrange à l'expression 
entre crochets). 
Pour obtenir l'équation du mouvement, il faut égaler à la force 
d'inertie les forces extérieures appliquées à l'élément. Soit p la 
densité linéaire de la corde. La masse de l'élément de la corde sera 


o Axr. L'accélération de l'élément est - . 
aurons en vertu du principe de d'Alembert: 


ðu 2u 
pAr- =T gar AT 


Par conséquent, nous 


*) Cette hypothèse équivaut à négliger la quantité u; par rapport à 1 
En effet, 
x2 xa g xz 
~ ES 4 
MM, = f VIF už dr = | (: Ve u —... ja z% f dr = T — tį. 
ET 


xi x1 
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i 


Simplifiant par Az et posant — = : aè nous obtenons l'équation 
du mouvement 
j ĝu: 2 du ; 
TS (t) 


Nous avons obtenu l'expression dite équation des ondes qui est 
l'équation des cordes vibrantes. Pour déterminer complètement 
le mouvement de la corde la seule équation (1) ne suffit pas. La 
fonction à déterminėr w (z, {) doit encore satisfaire aux conditions 
aux frontières indiquant ce qui se produit aux extrémités de la corde 
(x = 0 ét x = l) et aux conditions initiales décrivant l'état de la 
corde à l'instant initial (t = 0). Par conditions aux limites on entend 
l'ensemble des conditions aux frontières et des conditions initiales. 

Supposons par exemple que, comme nous l'avons admis, les 
extrémités de la corde pour x = 0 et x = l soient immobiles. Alors 
pour tout ż doivent être vérifiées les égalités : 


u (0, & = 0, (27) 
u (l; t) = 0. (2”) 


Ces égalités constituent les conditions aux frontières pour notre 
problème. 

A l'instant initial & = 0 la corde possède la forme que nous lui 
avons donnée. Supposons que cette formé soit définie par la fonc- 
tion f (x). On doit ainsi avoir 


u (£, 0) = u bo = f (2). (3°) 


On doit eñ outre fixer la vitesse à l'instant initial en chaque point 
de la corde, qui est déterminée par la fonction ọ (x). Ainsi on doit 
avoir 


lo? O. CS 


Les conditions (3) et (GHN sont les conditions initiales. 


Remarque. En particulier on peut avoir f (z) = 0 et ọp (x) = 
=Q. Si ces conditions sont réalisées, la corde est au repos et, par 
conséquent, u (x, t) =0. 

Comme nous l'avons indiqué plus haut, nous sommes conduits 

à l'équation (1) par les problèmes posés dans le cas des oscillations 
A iQ dans les conducteurs. Examinons ce cas. Le courant 
électrique dans un conducteur est caractérisé par l'intensité i (x, t) 
et la tension v (x, t), qui dépendent de la coordonnée ż du point du 
conducteur et du temps ż¿. Considérant un élément de conducteur 
Az, nous pouvons écrire que la chute de tension dans l'élément At 


èst égale à vx, } = v (z + Az, & -? Až. Cette chute de 
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tension est constituée par la tension ohmique égale à iR Ax et la 
: . | A ` À 
tension inductive égale à J L Ax. Donc 


-2 Ar= =iRAr+ 2 T L LAs, (4) 


où NR ct, L sont respectivement la résistance et linductance, cal- 
culées pour l'unité de longueur du conducteur. Le signe moins 
indique que le sens du courant est opposé à l'accroissement de v. 
Divisant par Az, nous obtenons léquation 


ðe |, ði g 
+iR+LS=0. (5) 


La différence des intensités du courant entrant ct sortant de 
l'élément Ax au cours du temps At sera 


i(x, Dr (c+ Az, = — À Ar ht. 


Elle cst dépenséc pour la charge de l'élément égale à C Az At 


et pour la fuite par la surface latérale du conducteur due à l'imper- 
fection de l'isolation, égale à Av Ax At (A désigne ici le coefficient 
de fuite). En égalant ces expressions et en divisant par Az Af nous 
obtenons l'équation 


+ Av = 0. (6) 


+ + 

On convient d'appeler les équations (5) et (6) équations du télé- 
graphe. 

On peut tirer du système d'équations (5) et (6) une équation 
ne contenant que la fonction inconnue i (x, ż) et une équation ne 
contenant que la fonction inconnue v (x, t). Dérivons les termes de 
l'équation (6) par rapport à x, les termes de l'équation (5) par rapport 
à ż et multiplions-les par C. En retranchant l'une de l’autre nous 
obtenons : 


à op 2 


a 


sa r 5 ou ë 
Remplaçant dans cette dernière équation S par son expression 


tirée de l'équation (5) nous obtenons: 


HtA(—in LT) CRÉ-CLEE=0 
ou 
= CL EE (CR HAL) + ARi. (1) 


BTE 1 
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D'une manière analogue on obtient une: équation déterminant 


v (x, t): 
2v 32v 


Z= CLR + (CR4 AL) Z+ ARv. (8) 


Si l’on peut négliger la fuite de courant par l'isolation (4 = 0) 
et la résistance (R = 0), les équations (7) et (8) se ramènent à des 
équations des ondes: 


2i Où pw _ Ov 
ox? — ĝt?’ ðs? ĝt? 
` poir o 1 
où l'on a désigné a? = TE: Les conditions aux frontières et ini- 


tiales sont formulées pour le problème en tenant compte des condi- 
tions physiques. 


§ 3. Résolution de l'équation des cordes vibrantes par la méthode 
de séparation des variables (méthode de Fourier) 


La méthode de séparation des variables (ou méthode de Fourier) 
que nous allons considérer est typique pour la résolution de nombreux 
problèmes de physique mathématique. Soit à trouver la solution 
de l'équation 

32u 2 02u (1) 


de Gr 


satisfaisant aux conditions aux limites : 


u (0, t)=0, (2) 
u (l, 5 =0, (3) 
u (x, 0) = f (x), (4) 
2E | = PU). (5) 


Nous chercherons une solution particulière (non identiquement 
nulle) de l'équation (1) satisfaisant aux conditions aux frontières (2) 
et (3) sous forme de produit de deux fonctions X (x) et T (à) dont 
la première ne dépend que de x et la seconde que de t: 


u (z, à = X (x) T (à. (6) 


Effectuant cette substitution dans l'équation (1) nous obtenons: 
X (x) T” (t) = a X" (x) T (t) et divisant les termes de l'égalité 
par a’XT 

T" X" 

Fe à (7) 
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Le premier membre de cette égalité est une fonction qui ne 
dépend pas de x, et le second une fonction qui ne dépend pas de ż. 
L'égalité (7) ne peut avoir lieu que dans le cas où le premier comme 
le second membre ne dépendent ni de x ni de ż, autrement dit sont 
égaux à.un nombre constant. Désignons-le par —À, où À œ 0 (nous 
considérerons plus loin le cas À < 0). Donc, 


a7 = += =i 
Nous obtenons de ces égalités deux équations : 
X"+AX=0, (8) 
T” 4+ a’1T = 0. (9) 
Les solutions générales de ces équations sont (cf. ch. XII, § 21): 
X(x)=AcosV àx+Bsin VA, (10) 
T(t) =C cosa V}t+Dsina Vit, (41) 


où A, B, C, D sont des constantes arbitraires. 
Portant les expressions de X (x) et de T'(t) dans l'égalité (6) 
nous obtenons : 
u (x, à = (A cos Vàz +B sin VAzx)(C cos a VAt + D sinaVAt). 
Choisissons maintenant les constantes À et B de sorte que soient 
vérifiées les conditions (2) et (3). Comme 7T (i) =0 (dans le cas con- 
traire nous aurions u (x, i) =Q, ce qui contredit notre hypothèse), 
la fonction X (x) doit vérifier les conditions (2) et (3), c'est-à-dire 
que l'on doit avoir X (0) = 0, X (1D) = 0. Portant les valeurs z = 0 
et x = Z dans l'égalité (10) nous obtenons en vertu de (2) et (3): 
0 = 4-1 +B:.0, 
0 = À cos VAI + B sin VA. 


La première équation nous donne À = Q et la seconde: 


B sin VA = 0. 


B = 0, car dans le cas contraire nous aurions X =0 et u =0, ce 
qui contredit l'hypothèse. Par conséquent, on doit avoir 


sin V^ = 0, 
VA=T (1=1,2, ...) (42) 


(nous ne prenons pas la valeur n = 0, car dans ce cas nous aurions 
X =0 et u =0). Nous obtenons ainsi: 


X= Bsin zE z. (13) 


d'où 
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Les valeurs trouvées de À sont appelées valeurs propres pour le pro- 
blème aux limites donné. Les fonctions X (x) correspondantes sont 
appelées fonctions propres. 


. Remarque. Si nous avions pris au lieu de —À l'expression 
-+A = k?, l'équation (8) serait de la forme 


X"—k?X = 0. 
La solution générale de cette équation est: 
X = Aehx + Be, 


Une solution non nulle dans le cas d'une équation de cette forme 
ne peut vérifier les conditions aux frontières (2) et (3). 


Connaissant VA nous pouvons en utilisant l'égalité (11) écrire : 


T (#)=C cos Le -t+ Dsin mr t (n=1,2,...). (14) 


Pour chaque valeur de n, et par conséquent pour chaque À, portons 
les ėxpreäsions (13) et (14) dans l'égalité (6), nous obtenons la solution 
de l'équation (1) vérifiant les conditions aux frontièrés (2) et (3). 
Désignons cette solution par uw, (x, t): 


Un (x, = sin Ts ( s 


at) (45) 


Pour cliaque väleur de n nous pouvons choisir les constantes C et D 
et c'est pourquoi nous écrivons C, et D, (la constante B est incluse 
dans Ca et D,). Comme l'équation a) est linéaire ét homogène, 
la somme des solutions est aussi une solution et c'est pourquoi la 
fonction représentée par la série 


u (x, t)= ” Un (x, t) 
ou F7 
u (ż, t) = > (Cr os 


n=1 


PE ) sin 7 z (16) 


est aussi une solution de l'équation différentielle (1) qui vérifie les 
conditions aux frontières (2) et (3). Il est évident que la série (16) 
ne šera la solution de l'équation (1) que dans le cas où les coeffi- 
cients C, et D, sont tels que cette série converge et que convergent les 
Séries obtenues après dérivation terme à terme par rapport à x et à t. 

La solution (16) doit encore satisfaire aux conditions initiales 
(4) et (5). Nous l’obtiendrons par un choix adéquat des constantes 
Cn et Da. Posant dans l'égalité (16) ż = 0, nous obtenons (cf. la 
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condition (4)) : 
f(@)= $, Cn sin ~> r: (17) 


Par 


Si la fonction f (x) est telle qu’on peut la développer en série de 

Fourier (cf. $ 1, ch. XVII) dans l'intervalle (0. 2), la condition (17) 

sera vérifiée si l’on pose 
Cn =F | f(a) sm rar. (18) 


Les 


Puis.en dérivant les termes de l'égalité (16) par rapport à { et posant 
t = 0 nous obtenons en vertu de la condilion (9) l'egalité 


Lee] 
anz . nT 
p (x) = > D, 1 sin T di 


n=i 


Déterminons les coelficients de Fourier de cette série: 


l 
; 2 ; 
Dye ST f p (x) sin x dx 


ou 


Di=— | qp (x) sin à dr. (19) 
v 


Nous avons ainsi démontré que la série (16) dont les coefficients 
Cn et D, sont déterminés par les formules (18) et (19) représente, 
si clle est doublement dérivable terme à terme, la fonction u (x, t) 
qui est la solution de l'équation (1) et vérifie les conditions aux 
frontières ct initiales (2)-(5). 

Remarque. Résolvant le problème considéré pour l’ équation 
des ondes par une autre méthode on peut démontrer que la série (16) 
est également la solution dans le cas où elle n’est pas dérivable terme 
à terme. La fonction f (x) doit alors être deux fois dérivable et ọ (x) 
une fois dérivable. 


$ 4. Equation de la propagation de la chaleur dans une barre. 
Enoncé du problème aux limites 


Considérons une barre homogène de longueur {. Nous supposerons 
que les pertes sont éliminées par isolation thermique de la surface 
latérale de la barre et qu'en chaque point de sa section transversale 
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la température est identique. Etudions le processus de propagation 
de la chaleur dans la barre. 

Disposons l'axe Ox de sorte que l'une des extrémités de la barre 
coïncide avec le point x = 0 et l’autre avec le point x = (fig. 391). 
Soit u (x, t) la température dans la section de la barre d’abscisse 
x à l'instant ż. On a établi expérimentalement que la vitesse de pro- 
pagation de la chaleur, c'est-à-dire la quantité de chaleur pénétrant 


CEE | 


0 Ty TL l 
Fig. 391 


par la section d’abscisse x au cours d'un intervalle de temps unité, 
est donnée par la formule 


ĝu 
q= =k ES, (1) 


où S désigne l'aire de la section de la barre considérée, Æ le coef- 
ficient de conduction thermique *). 

Considérons l'élément de la barre, compris entre les sections 
d'abscisses x, et z3 (te — x, = Az). La quantité de chaleur passant 
par la section d’abscisse z} au cours du temps A? sera 


ĝu 
AQ = —k 5 an S At, (2). 
de même pour la section d’abscisse zg: 
ĝu 
AQ, = — k Fr has S At. (3) 


L'apport de chaleur AQ;—AQ, dans l'élément de la barre au 
cours du temps Aż sera égal à 


AQi—AQ:= [ —k 2 BA 
x kE AzS At (4) 


GERA 


SAM 


X=X2 


r ðu 
Sat|-| -k 


(nous avons appliqué le théorème de Lagrange à la différence 


ĝu 


ðu 
x=x1 GE 


GE 


Le }: Cet apport de chaleur au cours du temps At 
se 


*) La vitesse de propagation de la chaleur, ou la vitesse du flux de chaleur, 
est donnée par: 


où AQ désigne la quantité de chaleur passant par la section S au cours du temps 
At. ne 
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est dépensé pour élever la température de l'élément de la barre 
de la quantité Au : 
Si AQ, — AQ, = cp Az S Au 
ou 
AQ — AQS cpAzS ĈE At, (5) 


où c désigne la capacité calorifique de la substance de la barre, p la 
densité de la substance de la barre (p Ax S est la masse de l'élément 
de la barre). 

En égalant les expressions (4) et (5) de la même quantité de 
chaleur: AQ, — AQ, nous obtenons: 


k Z AzS At = cp AzS ŽE At 
ou 

ðu _ k u 

at cp 6x2” 


re k Lier Zoe 
Désignant FLE nous obtenons en définitive : 


ðu 2 ĝu 
Dr on: (6) 


C'est là l'équation de la propagation de la chaleur (équation de la 
chaleur) dans une barre homogène. 

Pour que la solution de l'équation (6) soit entièrement déter- 
minée, la fonction u (x, ż) doit vérifier les conditions aux limites, 
correspondant aux conditions physiques du problème. Les conditions 
aux limites pour la solution de l'équation (6) peuvent être diverses. 
Les conditions correspondant au premier problème aux limites pour 
0 << T sont les suivantes: 


u (x, 0) = ọ (x), (7) 
u (0, t) = pa (ċ), (8) 
u (l, ?) = (8). (9) 


Du point de vue physique la condition (7) (condition initiale) 
correspond à ce que pour ¿ = 0 la température dans les différentes 
sections de la barre est donnée égale à ọ (x). Les conditions (8) et 
(9) (conditions aux frontières) correspondent au fait qu'aux extrémités 
de la barre pour z = 0 et x = l on maintient une température égale 
respectivement à 491 (ż) et ps (4). 

On démontre au $ 6 que l'équation (6) a une solution unique dans 
le domaine0 < z 1,0 < ż < T vérifiant les conditions (7), (8), (9). 
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$ 5. Propagation de la chaleur dans l’espace 


Considérons le processus de propagation de la chaleur dans l’espa- 
ce à trois dimensions. Soit u (x, y, z, t) la température au point 
de coordonnées (x, y, z) à l'instant £. On a établi empiriquement 
que la vitesse de passage de la chaleur par la surface As, c'est-à-dire 
la quantité de chaleur débitée durant l'unité de temps, est déterminée 
par la formule (analogue à la formule (1) du paragraphe précédent) 


AQ=—R AS, (a) 


où k désigne le coefficient de conduction thermique du milieu consi- 
déré que nous supposons homogène etisotrope, n le vecteurunité orien- 
té suivant la normale à la surface As dans le sens de la propagation 
de la chaleur. En vertu du § 14, > VIII, t. I nous pouvons écrire : 


ðu ðu 
nr fi cos a + D Z cosf+ cosy, 
où cosa, cosĝ, cosy sont les cosinus directeurs du vecteur 7%, ou 
encore 
ôu _ n grad u 
on "8 s 


Portant l'expression 2e, dans la formule (1) nous obtenons : 


AQ = —kn grad u As. 


La quantité de chaleur, passant au cours du temps Aż par la 
surface As, sera égale à: 


AQ At = —kn grad u At As. 


Revenons au problème que nous avons posé au début de ce para- 
graphe. Dans le milieu considéré isolons un petit volume V. limité 
par la surface S. 

La quantité de chaleur s'écoulant par la surface S sera 


Q= —Ai | | kn grad u ds, (2) 
s 


où n est le vecteur unité orienté suivant la Tornale extérieure à la 
surface S. 
On voit que la formule (2) donne la quantité de chaleur péné- 
trant dans le volume V (ou quittant le volume V) au cours du temps 
At. La quantité de chaleur pénétrant dans le volume V sert à réchauf-. 
fer la substance de ce volume. 

Considérons un volume élémentaire Av. Supposons qu'au cours 
du laps de temps At sa température soit élevée de Au. Il est évident 
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que la quantité de chaleur dépensée pour élever la température de 
l'élément Av sera égale à 


c Avp Au = cAvp $ — = At, 


où c est la capacité calorifique de la matière et p la densité. La quan- 
tité globale de chaleur dépensée à l’échauffement dans le volume 
V au cours du temps Aż sera 


s cp dv. 


Mais c’est la quantité de chaleur débitée dans le volume V au 
cours du temps Aż, elle est déterminée par la formule (2). Nous 
avons ainsi l'égalité 


ôu 
— At kn grad u ds = At cp — dv. 
jj NÉE 
Divisant par Aż nous obtenons: 


— | [ire gradu ds = $ | f cp Da. (3) 
s v 


L'intégrale de surface du premier membre de cette équation 
peut être transformée d'après la formule d'Ostrogradsky (cf. $ 8, 
ch. XV) en posant F = k grad u: 


{f (k grad u) n ds = f f f aiv (k grad u) dv. 
sS “ý 


Remplaçant l'intégrale double du premier membre de l'égalité (3) 
par une intégrale triple nous obtenons : 


-f {jairtemdun de f ff dr 
Ÿ K 


ou 
f | f [div (k grad u) + cp | dv=0. (4) 
V 


Appliquant le théorème de la moyenne à l'intégrale triple du 
premier membre (cf. § 12, ch. n nous obtenons : 


[aiv( (k grad u) )+ cp 2 Ji EN se En (5) 

où P (z1, Y1, Z) est un point du volume FV. 
Comme nous pouvons considérer un volume arbitraire V dans 
l’espace à trois dimensions, où s'effectue la propagation de la chaleur, 
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et comme nous supposons que la fonction sous le signe d'intégration 
dans l'égalité (4) est continue, l'égalité (5) sera vérifiée en chaque 
point de l'espace. Ainsi 


po = — div (k grad u). (6) 
Mais 
kgradu=k SE 4h34 SEE 
et 


grade (BE) +4 (42) 4 (LE) 


(cf. $ 8, ch. XV). Portant dans l'équation (6) nous aurons: 
ĝu ô ôu G ðu ô ðu 
-o3 5r ta) ty tatata) 0 


Si k est une constante, alors 


div (k grad u) = k div (grad uj =k (Hirt Ta) Ê 


et l'équation (6) donne dans ce cas 


ôu ou ou o?u 
— ep- =k (Site tr) 


k 2 
ou, en posant — -p = 4 y 


ðu 2/ du . Ou , u 
TT — (Sa T gy T z? )- (8) 


Sous une forme condensée l'équation (8) s'écrit: 


ðu _ » 
ET Au, 


x 62 02 , 6? Sr 
où Ar to to est l'opérateur de Laplace. 


L'équation (8) est l'équation de la propagation de la chaleur dans 
l'espace à irois dimensions. Pour trouver sa solution unique satisfaisant 
au problème posé il faut se donner les conditions aux limites. 

Supposons que nous ayons un corps & dont la surface est o. On 
considère dans ce corps le processus de propagation de la chaleur. 
A l'instant initial la température du corps est donnée. Cela cor- 
respond à ce que l’on connaît les valeurs de la solution pour ż = 0, 
autrement dit les conditions initiales: 


u (x, Y: 2; 0) = p (z, Y, 2). (9) 
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En outre on doit connaître la température en tout point M de la 
surface o du corps en tout instant #, les conditions aux frontières: 


u (M, à =} (M, à. (10) 


(D'autres conditions aux frontières sont possibles.) 

Si la fonction recherchée u (x, y, Z, t) ne dépend pas de z, cela 
correspond à ce que la température ne dépend pas de z, nous obtenons 
l'équation 
ou ô?u 


ee (ata) (11) 


dite équation de la propagation de la chaleur dans le plan. Si l'on 
considère la propagation de la chaleur dans un domaine plan D 
de frontière C, les conditions aux limites de même que (9) et (10) 
sont alors : 
u (x, y, 0) = (x, y), 
u (M, è) = (M, t), 


où œ et p sont des fonctions données, M un point de la frontière C. 

Si la fonction x ne dépend ni de z ni de y, nous obtenons l'équa- 
tion 2 = mga dite équation de la propagation de la chaleur dans 
une barre. 


§ 6. Résolution du premier problème aux limites pour 
l'équation de la chaleur par la méthode des différences finies 


De même que pour le cas des équations différentielles ordinaires) 
lors de la résolution des équations aux dérivées partielles par la 
méthode des différences finies, les dérivées sont remplacées par 
les différences correspondantes (cf. fig. 392) : 

ô n t h, t)— , t 

net y E ult 4 u (x L (1) 
ulz, t) _ 1 G t)—u (z, % u (z, t)}—u (z—h, t) 
=a Yre k — 9e | 


ou K 
Gu (z, t) , u (z +h, t)—2ù (z, t)+u (z—h, t) DN 
ra PAO E o a (2) 
d'une manière analogue 

ð t 1+1)— t 

2€ Viz POR AC2 sa u(z, 10 (3) 


Le premier problème aux limites pour l'équation de la chaleur 
(cf. § 4) s'énonce de la manière suivante. On demande de trouver 
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la solution de l'équation 


Can @) 
vérifiant les conditions aux limites: g 
u (z, 0) =pa, 0<z<L, (6) 
u (0, =, 0<I<T, (6) 
u (l, ġ =% (0), OKT, 0) 


c'est-à-dire de trouver la solution u (z, t) dans le rėctangle délimité 
par les droites ¿ = 0, z = 0, x = L, t = T si l’on connaît les valeurs 


t 
r] 


(G+) 


hO ED Eht) 


Fig. 392 Fig. 393 


de la fonction recherchée sur trois de ses côtés : £ = 0, r = 0, z = L 
(fig. 393). Couvrons ce rectangle d’une grille formée par des droites 


z = ih. i=1,2,..., 
t=k, k—=1,2,..., 


et déterminons les valeurs approchées des solutions aux nœuds de 
cette grille, c'est-à-dire aux points d'intersection de ces droites. 
Introduisons les notations: u (ih, kl) = u; p. Ecrivons au lieu 
de l'équation (4) l'équation correspondante en différences finies 
pour le point (ih, kl). Conformément aux formules (3) et (2) nous 
obtenons : 

üi, has k q? Min e k. (8) 


Définissons u;, k44: 
2a?l a l : 
Ui, kH = ( 1— Tr) ui, n+ a° qa (Vir, kF Uii, k). (9) 


Il découle de la formule (9) que si l’on connaît les trois valeurs 
dans la k-ième série: Ui, p, Ui+i, ks Ui-1,», On peut déterminer la 
valeur u;,:+1 dans la (k + 1)-ième série. Nous connaissons toutes 
les valeurs sur la droite ¿ = 0 (cf. formule (5)). D'après la formule 


$ 7] PROPAGATION DE LA CHALEUR, DANS UNE BARRE INFINIE 421 


(9) nous déterminons les valeurs sur tous les points intérieurs du 
segment #{ = l. Les valeurs aux extrémités de ce segment nous sont 
connues en vertu des formules (6) et (7). Ainsi nous déterminons 
rangée par rangée les valeurs de la solution recherchée pour tous 
les nœuds de la grille. 

Il est démontré que l’on peut obtenir d’après la formule (9) une 
valeur approchée de la solution non pas pour une valeur arbitraire 


2 
du rapport des pas k et l, mais seulement dans le cas où Z SE, 


La formule (9) se simplifie particulière- 
ul | 


ment si le pas l suivant l'axe # est 
choisi de sorte que 


2a2l 
1—0 
ou i,- (i-1,k) (i+1,k) 
h2 
l=: Fig. 394- 


Dans ce cas l'équation (9) prend la forme: 
A . 
Ui, hy = p (Uii, kF Ui, h). (10) 


Cette formule est particulièrement commode pour les calculs (fig. 394). 
On détermine par la méthode indiquée la solution aux nœuds de 
la grille. La valeur de la solution entre les nœuds de la grille peut 
être obtenue, par exemple, par extrapolation, en menant un plan 
par tous les trois points de l’espace (x, t, u). Désignons par up, (x, t) 
la solution ainsi obtenue à l'aide de la formule (10) après extra- 
polation. On démontre que 


im Un (£, t) =u (z, t), 


où u (x, 1) est la solution de notre problème. Il est également dé- 


montré *) que 
| un (x, D — u (x, t) | < Mh, 


où M est une constante indépendante de k. 


§ 7. Propagation de la chaleur dans une barre infinie 


` 


Supposons que soit fixée à l'instant initial la température 
de diverses sections d’une barre infinie. On demande de déterminer 
la distribution de la température dans la barre aux instants suivants. 


*) Un exposé plus détaillé de la question est donné dans l'ouvrage de 
L. CRE « Numerische Behandlung von Differentialgleichungen ». Brl. Sprin- 
ger. : 
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(On est conduit au problème de la propagation de la chaleur dans 
une barre infinie dans le cas de l'étude des problèmes physiques, 
la longueur de la barre étant si grande que la température de ses 
points intérieurs aux moments considérés ne dépend que très peu des 
conditions aux extrémités de la barre.) 

Si la barre coïncide avec l’axe Or, le problème mathématiquement 
s'énonce de la manière suivante. Trouver la solution de l'équation 


ar = O aT (1) 
dans le domaine —oœ < z < œ, #4 > 0, vérifiant la condition 


initiale 
u (x, 0) = p (x). (2) 


Appliquons, pour trouver la solution, la méthode de séparation 
des variables (cf. § 3), c'est-à-dire que nous allons rechercher une 
solution particulière de l'équation (1) sous forme de produit de deux 


fonctions : 

u (x, à = X (x) T (à. (3) 
Portant dans l'équation (1) nous aurons: X (x) T’ ( = aX” (x) T (è) 
ou 


= M, (4) 


Chacun de ces rapports ne peut dépendre respectivement nide x 
ni de #, et c'est pourquoi nous les égalons à une constante *) —A. 
Nous obtenons de (4) deux équations : 


T' + XRT = 0, (5) 
X"+ XX =Q. (6) 
En les résolvant nous trouvons: 
T = Cener, 
X = A cos Àz + B sin àz. 


Portant dans (3), nous obtenons : 
ua (z£, à) = et [A (à) cos Az + B (A) sin Axl (7) 


(la constante C est incluse dans À (à) et B ()). 

Pour chaque valeur de À nous obtenons une solution de la forme 
(7). Les constantes arbitraires À et B ont pour chaque valeur de 
À des valeurs définies. C'est pourquoi on peut estimer que A et B 
sont des fonctions de À. La somme des solutions de la forme (7) est 


*) Comme, d'après le sens du problème, T ({) doit être bornée quel que 
soit #, si ọ (x) est bornée, doit être négatif. C’est pourquoi nous écrivons — 42. 
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aussi une solution (du fait de la linéarité de l'équation ({)): 


$) e722 [A (À) cos Àx + B (À) sin Àz]. 
x 


Intégrant l'expression (7) par rapport au paramètre À entre les 
limites O et oo nous obtenons également une solution 


u (x, t) = f eTa [A (À) cos Ar + B (À) sin Ax] då, (8) 

i) 
si À (à) et B (À) sont tels que cette intégrale, sa dérivée par rapport 
à t et sa dérivée seconde par rapport à x existent et s'obtiennent 
en dérivant l'intégrale par rapport à # et à x. Choisissons À (À) et 
B (À) de sorte que la solution u (x, t) satisfait à la condition (2). 


Posant dans l'égalité (8) 4 = 0, nous obtenons en vertu de la con- 
dition (2): 


u G, 0)=ọ (z) = f [A (À) cos Àx +B (À) sin àz] dà. (9) 


Supposons que la fonction ọ (z) est telle qu’elle peut être repré- 
sentée par une intégrale de Fourier (cf. § 13, ch. XVII): 


œo œ 


p (x) =+[( i g (a) cos À (x — x) da) dÀ 


ou 


oo 


(= | [( j q (a) cos Aa du.) cos Àz + 
0 — 00 


+ j g (a) sin Aada) sin Az | dà. (10) 


Comparant les seconds membres de (9) et (10) nous obtenons : 


AG=+ | p (a) cos aa da, 
(10) 


œo 


B(=+ f q (a) sin Aa da. 
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Portant les valeurs trouvées de A (4) et B (À) dans la formule (8) 
nous obtenons : 


u (x, j=4 î ER [( Ï p (æ) cos Ag da) cos Àx + 
0 — 00 
+ | 


+( J g (a) sin Aa da) sin Az | dà = 


=+ Ï e-m | R p (q) (cos Aa cos Ax-+- sin Aa sin Àz) da | dà = 
D 


=+ f er ait (I p (æ) cos À (œ — x) da) dà 
et en inversant l’ordre d'intégration, nous avons en définitive : 
u(x, t) =+ À [p (@) (f e-s cos A (a—x) dà) | dæ. (12) 


C'est la solution du problème que nous avions posé. 
Transformons la formule (12). Calculons l'intégrale figurant 
entre parenthèses : 


—a?a2t = = —2? 3 
Je cos À (x — x) dà PRE: y o (13) 
Cette transformation de l'intégrale a été effectuée à l’aide des subs- 
titutions : 
À—X 
aiVi=z, ayr à (14) 


Introduisons la notation 


K (B) = f Cas ah dz. (15) 
ù 


Dérivant*) nous obtenons : 


K'(B)= — | e- z sin Bz dz. 
9 
Intégrant par parties nous trouvons : 
K' (B)= [e77 sin pre À | e À cos Pz dz 


U 
*) On démontre aisément que l'on peut dériver. 
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ou 
B 
K' (B)= — 5 K (P). 
Intégrant cette équation différentielle nous obtenons : 


be 
= K(B)=Ce T: (16) 
Déterminons la constante C. Il vient de (15): 
K (0)= | e2 ar VE 
ù 


(cf. § 5, ch. XIV). Par conséquent, dans légalité (16) on doit avoir 


Ainsi, 


ked ra (17) 


Portons la valeur (17) de l'intégrale (15) dans (13): 


R -82 
| e-eat cos h(a —a) dt Kie LD 


avr 2 


Remplaçant ß par son expression (14), nous obtenons en défini- 
tive la valeur de l'intégrale (13): 


0 


p (a-x)2 


f est cos à (a —2) d= y Le it, (18) 
0 


Portant cette expression de l'intégrale dans la solution (12) nous 
aurons en définitive: 
3 (œ-x)? 


u (x, De f pla)e” T da. (19) 


Cette formule, appelée intégrale de Poisson, est la solution du 
problème posé sur la propagation de la chaleur dans une barre infinie. 


Remarque. On peut démontrer que la fonction u (x, t) 
définie par l'intégrale (19) est la solution de l'équation (1) et satis- 
fait à la condition (2) si la fonction ọ (x) est bornée dans l'intervalle 
infini (—oo, co). 
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Etablissons le sens physique de la formule (19). Considérons la 
fonction 


p(x) pour to KTKT + Az, (20) 


0 pour — 00 < T< T0, 
p*(x) = 
0 pour zot Axz<zx< oo. 


Alors la fonction 


1 a (2-1)? 
u* (x, t) = a Va f pë (a)e +t da (21) 


est la solution de l'équation (1) prenant pour ¿=0 la valeur 
ọ* (x). En vertu de (20) on peut écrire: 


xotAx (ax)? 


u* (x, t)= paje 1 da. 


1 
2a V xt 
Appliquant le théorème de la moyenne à cette dernière intégrale 
nous obtenons : 
Ex)? 


AU 
w(t Ee kat o x LE< t+ Ar. (22) 


La formule (22) donne la valeur de la température en un point 
de la barre à chaque instant si pour ż¢ = 0 la température de la barre 
est partout u* = 0, exception faite du segment [xo, £o + Az] où 
elle est égale à ọ (x). C’est précisément la somme des températures 
de la forme (22) qui donne la solution (19). Notons que si p est la 
densité linéaire de la barre, c la capacité calorifique de la substance, 
la quantité de chaleur dans l'élément [xo, £o + Azs] pour £ = 0 sera 


AQ œ~ g (Ë) Az pc. (23) 
Considérons ensuite la fonction 


1 -E 24 
2a Vrt Í i (a) 


En la comparant au second membre de la formule (22) en tenant 
compte de (23) on dit qu'elle donne la température en tout point 
de la barre à un instant arbitraire # si pour £ = 0 dans la section Ẹ 
(cas limite lorsque Az — 0) se trouvait une source instantanée de 

. chaleur d’une quantité de chaleur Q = cp. 
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$ 8. Problèmes conduisant à l'étude des solutions del” équation 
de Laplace. Enoncé des problèmes aux limites 


Dans ce paragraphe nous considérerons certains problèmes con- 
duisant à la résolution de l'équation de Laplace 
ou 32u ĝu 
sm tonton 0. (1) 
Comme nous l'avons déjà mentionné, le premier membre de 
l'équation (1) 


du | Ou |, du __ 
en tags Ton = AU 


où A est appelé opérateur de Laplace. Les fonctions u vérifiant l’équa- 
tion de Laplace sont appelées fonctions harmoniques. 


L'Distribution stationnaire de la tempé- 
rature dans un corps homogène. Soit un corps 
homogène Q limité par une surface o. Nous avons montré au $ 5 que 
la température en divers points du corps vérifie l'équation: 

ðu _ 2 f du ou CE 
US (atot mn )- 

Si le processus est stationnaire, autrement dit si la température 

ne dépend pas du temps, mais uniquement des coordonnées des 


points du corps, alors zz = 0 et, par conséquent, la tempéràture 
vérifie l'équation de Laplace 


ðu , ðu , ôu 
gr tayr t ga 0 (1) 


Pour que la température du corps soit déterminée univoquement 
à partir de cette équation il faut connaître la température sur la 
surface o. On formule donc de la manière suivante le problème aux 
limites pour l'équation (1). 

Trouver une fonction u (z, y, z) vérifiant l'équation (1) à lin- 
térieur du volume Q et prenant en chaque point M de la surface 
o des valeurs données : 

u l = Ÿ (M). (2) 


Ce problème est appelé problème de Dirichlet ou premier pro- 
blème aux limites pour l'équation (1). 

Si sur la surface du corps la température n'est pas connue, mais 
si l’on connaît le flux de chaleur en chaque point de la surface qui 


est proportionnel à 2 (cf. § 5), on aura sur la surface o au lieu de 
la condition aux limites (2) la condition 


| =" (M). (3) 
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Le problème de la recherche de la solution de l'équation (1) 
vérifiant la condition aux limites (3) est appelé problème de Neumann 
ou deuxième problème aux limites. 

Si l’on considèré la distribution ‘de la température sur le domaine 
plan D, limité par le contour C; la fonction u dépendra de deux 
variables x et y et vérifiera l'équation 

ou du 

Top = 0 (4) - 
que l’on appelle équation de Laplace pour le plan. Les conditions 
aux limites (2) ou (3) doivent être vérifiées sur le contour C. 


IT. Flux potentiel d'un liquide ou d'un 
gaz. Equation de continuité. Supposons qu'à l’inté- 
rieur du volume Q, limité par la surface o (en particulier, Q peut être 
illimité), se produit l'écoulement d’un liquide. Soit p la densité du 
liquide. Désignons la vitesse du liquide par 


v = vi + vyj + vk, (5) 


où Vx, Vy, Vz Sont les projections du vecteur v sur les axes de coor- 
données. Isolons dans le corps Q un petit volume œ, limité par 
la surface S. Par chaque élément As de la surface S au cours du 
temps Aż passe une quantité de liquide 


AQ = pun As At, 


où n est le vecteur unité orienté suivant la normale extérieure à la 
surface S. La quantité totale de liquide Q pénétrant dans le volume 
œ (ou s'écoulant du volume œ) s'exprime par l'intégrale 


Q=4t | | ovn as (6) 
(cf. 8$ 5 et 6, ch. XV). La quantité de liquide dans le volume © 


à T t est 
D | p do. 


Au cours du temps Aż la quantité de liquide variera, par suite de 
la variation de la densité, d'une quantité 


Q= | f | Apdo æ at f f f ao. (7) 


(0) (A) 


Supposant que le volume w ne recèle pas de sources, nous concluons 
que cette variation est due à un afflux de liquide dont la quantité 
est déterminée par l'égalité (6). Egalant les seconds membres des 
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égalités (6) et (7) et simplifiant par Aż, nous obtenons: 


J J omds= f f f ao e 


Transformons l'intégrale double du premier membre d’après la 
formule d'Ostrogradsky ($ 8, ch. XV). L'égalité (8) devient «alors : 


J f Fairtemans f $ f a 2 do 
JE (2-— div(pu)) do —0. 


Le volume w étant pris arbitrairement et la fonction sous le 
signe d'intégration étant continue, nous avons : 


— div(pv)= 0 (9) 


ou 


ou 
i- - (PDx)— 57 y (Pv) — + (pv) = 0. (9°) 


C’est l'équation de continuité A l'écoulement d'un fluide compres- 
sible. 


Remarque. Dans certains problèmes, par exemple lors de 
l'étude de l'écoulement du pétrole ou des gaz à travers un terrain 
poreux vers le forage, on peut prendre 


v= —+ grad P, 


où p est. la pression, k le A de perméabilité et 
p À 
a © 1% a ’ 


A = const. Portant dans à ur de continuité (9) nous aurons: 
ou 
. ôp ô ôp ð ôp ô p 
hs (tar) tay (Ear) ta Ea) 0 
Si k est constant, cette SDa prend la forme: 
pP _ 2p 62p ð?p 
a + (3 Jar d'a +a) ! (11) 


et nous retrouvons l'équation de la chaleur. 
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ane l'équation (9). Si le fluide est incompressible, p = 
= 0 et l'équation (9) s'écrit: 
div v = 0. (12) 
Si le mouvement est potentiel, c’est-à-dire si le vecteur v est le 
gradient d'une certaine fonction : 
v = grad y, 


= const, —— æ 


l'équation (12) prend la forme: 


div (grad p) = 0 
ou 


3p 2p , P _ 
ôT? +H ôy? tae az — (13) 


autrement dit la fonction potentielle de la vitesse pọ doit vérifier 
l'équation de Laplace. 

Dans de nombreux problèmes, comme, par exemple, dans les 
problèmes de filtration, on peut adopter 


v = —k; grad p, 


où p est la pression, k, une constante ; nous obtenons alors l'équation 
de Laplace pour déterminer la pression 


Op , Op , P _ 
FEZA +H ĝy2 Fr Où — ` (13°) 


Les conditions aux limites de l'équation (13) ou (13’) sont les 
suivantes. 

1. On donne sur la surface o les valeurs de la fonction cherchée 
p qui est la pression (condition (2)). C’est le problème de He de 


2. On donne sur la surface o les valeurs de la dérivée normale ?? Fn? 


autrement dit le flux traversant la surface (condition (3)). C'est 
le problème de Neumann. 

3. On donne sur une portion de la surface © les valeurs de la 
fonction recherchée p (la pression) “a sür une portion de la surface 


les valeurs de la dérivée normale Z P (le flux à travers la surface). 


C'est le problème de Dirichlet Nounisin. 

Si le mouvement parallèle est plan, c’est-à-dire si la fonction ¢p 
(ou p) ne dépend pas de z, on obtient l'équation de Laplace dans le 
domaine à deux dimensions D de frontière C : 

ap , ao 
gar tg =: (14) 

Les conditions aux limites du type (2), problème de Dirichlet, ou 

du type (3), problème de Neumann, sont données sur le contour C. 
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III. Potentiel d'un courant électrique sta- 
tionn air e. Supposons que dans un milieu homogène remplissant 
un certain volume V passe un courant électrique dont la densité en 
chaque point est donnée par le vecteur J (x, y, z) = Jå + Jyj + 
+ J,k. Supposons. que la densité de courant ne dépend pas du 
temps ż¿. Supposons encore que le volume V considéré ne contient 
pas de source de courant. Par conséquent, le flux du vecteur J à 
travers. la surface fermée S située à l'intérieur du volume Y est nul: 


p Jn ds=0, 


où n est le vecteur unité dirigé suivant la normale extérieure à 
la surface. 
Sur la base de la formule d'’Ostrogradsky nous pouvons conclure 


que 
div 7 =0. (15) 


La loi d'Ohm généralisée permet de déterminer dans le milieu 
conducteur considéré la force électrique E: 


E=7 (16) 
ou 
J=A E, 


où À est la conductibilité du milieu que nous estimerons constante. 

Il découle des équations générales du champ électromagnétique 
que si le processus est stationnaire, le champ vectoriel Æ est irro- 
tationnel, c’est-à-dire que rot Æ —0. Alors, de même que dans le 
cas de l’étude du champ des vitesses d’un liquide, le champ vectoriel 
est un champ potentiel (cf. $ 9, ch. XV). Il existe une fonction ọ. 
telle que 


E = grad q. ‘(17) 
En vertu de (16) nous obtenons: 
J = À grad q. (18) 


Il vient de (15) et (18): 
À div (grad p) = 0 
ou 


d2p., 2p , 2P 
ðr? LE oy? + 8z2 T (19) 


Nous obtenons l'équation de Laplace. 

Résolvant cette équation pour les conditions aux limites corres- 
pondantes, nous trouvons la fonction ọ et d’après les formules (18) 
et (17) nous trouvons le courant J et la force électrique E. 
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§ 9. Equation de Laplace en coordonnées cylindriques. 
Résolution du problème de Dirichlet pour un anneau avec 
des valeurs constantes de la fonction recherchée sur les 
circonférences intérieure et extérieure 


. Soit u (z, y; z) une fonction harmonique de trois variables. 
Alors par définition 
ĝu , Ou ðu 
a tay ton O (1) 
Introduisons les coordonnées cylindriques (r, Ẹ, z): 
z =rcosp, y =rsin , Z—2z, 
d’où 
=V 4y, p=arctg >, z=z. ` (2) 
Remplaçant les variables indépendantes x, y, z par r, ẸỌ, et z 
nous obtenons une fonction u*: 
u (x, Y, z) = u* (r, Ẹ; 2). 
Trouvons l'équation que doit satisfaire u* (r, p, z) en tant que 
fonction des variables r, @ et z. Nous avons: 


Ou _ ðu* ðr j oe ôg 
ôr ðr ðr ôp ôr’ 


ðu _ ð?u* ( ôr ÿ ôu* ðr aut ðr ðp + 
6x2  ôr? \ 6x ôr ôx? ôrôp ôx ôx 
O2u* | ðp\2 , Ou* 6p . 
+ -0p? (3) + ôp ðr? ? (3) 
d’une manière analogue 
Ou  O?u* f ðr \2 , Ou* ðr O2u* ðr ôp 
= ae (a) + Ge + 2e à de 
d2u* | ôp \2 êu* 8p ? ao 
+ ôg? (5) + ð y? ’ (4) 
en outre 
ôu o?2u* 
DE GE (5) 


Nous trouvons les expressions pour 
Me, Re an. Re E E a R 
ôr ' ôy’ ðr?! dy? ' ðr ôy ' ôr?!  ôy? 


à partir des égalités (2). En faisant la somme des seconds membres 
des égalités (3), (4) et (9) et en égalant le résultat à zéro (car la somme 
des premiers membres de ces égalités est. nulle en vertu de (1)), 
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nous obtenons : 
Zut 1 aur 4 O?u* O2u* i 
an tr a E ôg? Fra = 0: (6) 


C'est l'équation de nn en coordonnées cylindriques. 
Si la fonction u ne dépend pas de z et dépend de x et y, la fonc- 
tion u* qui ne dépend que de r et ọ vérifie l’équation 
o?u* 1 ôu 1 O?u* 
are ne ae 08 208 0 (7) 


où r et p sont les coordonnées polaires dans le plan. 

Trouvons maintenant la solution de l'équation de Laplace dans 
le domaine D (anneau) limité par les circonférences K, : x? + y? = R? 
et K2: z? + y? = R° prenant les valeurs aux frontières suivantes : 

u EA = Ui, (8) 
u EA = Up, (9) 
où u, et up sont des constantes. 

Nous résoudrons le probleme en coordonnées polaires. Il est 
évidemment logique de rechercher une solution ne dépendant pas 
de ®. 
L'équation (7) prend alors la forme: 

ðu 1 ôu 
or tr r ôr” 0 


Intégrant cette équation nous trouvons: 
u = Ci Log r + Co. (10) 
Déterminons C, et C2: des conditions (8) et (9): 
u, = Ci Log R; + Co, 


= C; Log R, + Co. 
Nous en tirons 


Up —Uu Log R us Log Ra —uz Log R 
C= 2 Re f Cı =u — (Us — u) = 4 LOB itz i g 1, 
Log =- R; Log —< A Log =^ RC 


Portant les valeurs trouvées de C, et C, dans la formule (10) 
nous obtenons en définitive : 


Log nn u, Log RE u, Log i 
EERTE le (41) 
Lo Ra Log 2 
g Rı Rı 


Remarque. En fait nous avons résolu le problème suivant: 
trouver une fonction u satisfaisant à l'équation de Laplace dans le 
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domaine limité par les surfaces (en coordonnées cylindriques) : 
r= R, r=R, 2=0, z=HĦ, 
et vérifiant les conditions aux frontières suivantes :. 
u |r=r: =, Users = Us, 
ou = ĝu 0 


ðz z=0. ? 9z EH 


(problème de Dirichlet-Neumann). Il est évident que la solution 
cherchée ne dépend ni de z ni de ọ et est donnée par la formule (11). 


$ 10. Résolution du problème de Dirichlet pour le cercle 


Soient dans le plan Oxy un cercle de rayon À, de centre à l'ori- 
- gine des coordonnées et une fonction f (p). donnée sur sa circon- 
férence (p est l'angle polaire). On demande de trouver une fonction 
u (r, p) continue dans le cercle (y compris sur la frontière), vérifiant 
à l’intérieur du cercle l'équation de Laplace 


LAA Ou 


et prenant sur la circonférence les valeurs données 
u |= = f (p). (2) 


Nous résoudrons le problème en coordonnées polaires. L’équation 
(4) s'écrit alors: 


Ge Trot ag 0 
ou 
ĝu a du 
r? r2 ++ ôr ere s ap? “age 0 | (1) 


Nous chercherons la solution par la méthode de séparation des 
variables en posant 

u = ®(p) R (r). (3) 
Portant dans l'équation (1°) nous obtenons: 


rO (p) R” (r) + rD (p) R (r) + D" () R (r) = 0 


ou 
oo _ _2R"()+rR'(n_ 
KON o ~E (4) 


Comme le premier membre de cette équation ne dépend pas de r, 
et lé second membre de ọ, ils sont par conséquent égaux à un nombre 
constant que nous désignerons par —ķ?. Ainsi l'égalité (4) donne 
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deux équations : 


D" (q) + 2O (p) = 0, (5) 
rR” (r) +rR'(r) — R (r) = 0. (5°) 

La solution générale de l'équation (5) sera 
D = À cos kg + B sin kọ. (6) 


Nous chercherons la solution de l'équation (5’) sous la forme R (r) = 
= r”. Portant R (r) =r™ dans (5”) nous obtenons: 
rèm (m — 1) rm- + rmr™-t — kêr” = 0 
ou 
m?.— k2 = 


Nous pouvons écrire deux solutions ES linéairement 
indépendantes r? et r>. La solution générale de l'équation (5 ) sera 


R = Cr? + Dr. (7) 
Portons les ee (6) et (7) dans (3): 
= (4, cos kọ + Bp sin kọ) (Car* + Dar”). (8) 


La fonction sera la solution de l'équation (1”) pour toute valeur 
de k différente de zéro. Si Æ = 0, les équations (5) et (5') s'écrivent : 


D'=0, rR” (r) + R’ (r) =0, 
et par conséquent 
uo = (Ao + Bo) (Co + Do Log r). (8) 


La solution doit être une fonction périodique de Ẹ, car pour une 
même valeur r correspondant à p et p + 2x nous devons avoir la 
même solution; il s agit en effet chaque fois d’un même point du 
cercle. C’est pourquoi il est évident que dans la formule (8°) il faut 
que Bo = 0. Nous cherchons la solution continue et finie dans le 
cercle. Par conséquent, au centre du cercle, pour r = 0, la solution 
doit être finie, et par suite il faut que dans la formule (8) Ds =0 
et dans la formule (8) D, = 0. 

. Ainsi le second membre de (8) se ramène au produit AoC que 
nous désignerons par Aç/2. Donc 


À n" 
w=5 (8 ) 


Nous chercherons la solution de notre problème sous forme d’une 
somme des solutions de la forme (8), car la somme des solutions est 
une solution. La somme doit être une fonction périodique de ọ. 
Il en sera ainsi si chaque terme: de la somme est une fonction pério- 
dique de p. Pour cela k doit prendre des valeurs entières. (Notons 
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que si nous avions égalé les membres de l'égalité (4) au nombre 
+#?, nous n'aurions pas obtenu une solution périodique.) Nous 
pouvons nous borner aux valeurs positives 


k=14, D aon R, eus 


puisque, les constantes À, B, C, D étant arbitraires, les valeurs 
négatives de ne donnent pas de nouvelles solutions particulières. 
Ainsi 


u(r, p= + D (4n cos np + Bn sin ng) r” (9) 


n=1 


(la constante C, est incluse dans 4, et B,). Choisissons maintenant 
les constantes arbitraires 4, et B, de sorte que soient vérifiées les 
conditions aux. limites C2). 

Portant dans l'égalité (9) r = R nous obtenons en vertu de la 
condition (2): 


J) = D (An cosng+ Bn sin ng) R”. (10) 


n=i 


` Pour qu'ait lieu l'égalité (10), il faut que la fonction f (p) admette 
un développement en série de Fourier dans l'intervalle (—x, n) 
et que A,R” et B,R" soient ses coefficients de Fourier. Par consé- 
quent, À, et B, sont. déterminés d'après les formules: 


An = j j (t) cos nt dt, 


E 


(11) 


Ainsi la série (9) avec les coefficients déterminés d'après les 
formules (11) sera la solution de notre problème si elle peut être 
deux fois dérivée terme à terme par rapport à r et à @ (mais cela 
n’a pas été démontré). Transformons la formule (9). Remplaçant An 
et B, par leurs expressions (11) et effectuant certaines transforma- 
tions AR nous obtenons : 


u(r, = t froati S Í sOcnt- pa (4 +y = 
n=1 -x 


= frofl23 5 (F) osno] dt. (12) 
-7 n=1 
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Transformons l'expression figurant entre crochets *) : 


1+2 5 (F) osne- =1+ 5 (F) ene- e-o = 
n=l n=1 


-14 À (ao) pea") 


Z eitt-®) Te itt-9) 
ff SELLER RER 
at Àt- 47 eit- 
R R 
r \2 
a (5) R?—r?2 


= (43) 
r r \2 R2—2Rr cos (t—œp)+r2 (1 
1—2 -p cos (t—p)+ (z) 


Remplaçant l'expression figurant entre crochets dans la formule (12) 
par l'expression (13) nous obtenons : ; 


E 

1 R?—r? . ; 

ut, =ar | Oma E 4) 
-n 


La formule (14) est appelée intégrale de Poisson. On démontre 
en analysant cette formule que si la fonction f () est continue, 
la fonction u (r, p) définie par l'intégrale (14) vérifie léquation (1°), 
et lorsque r — R, nous aurons u (r, p) — f (p), autrement dit u (r, œ) 
A la Es du problème de Dirichlet que nous avons posé pour 
e cercle. 


$ 11. Résolution du problème de Dirichlet par la méthode 
des différences finies 


Soit dans le plan Oxy un domaine limité par le contour C. 
Soit donnée sur le contour C une fonction continue f. On demande 
de trouver la solution approchée de l'équation de Laplace 


o2u 2u 


a t ay TO (1) 


*) Durant la démonstration nous déterminons la somme d’une progression 
géométrique infinie, dont la raison est un nombre complexe de module inférieur 
à l'unité. Cette formule de la somme d’une progression géométrique peut être 
établie de la même façon que pour les nombres réels. Il faut toutefois tenir compte 
de la définition de la limite d'une fonction complexe de la variable réelle. 
La variable indépendante est ici n (cf. § 4, ch. VII, t. I). 
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vérifiant la condition aux limites 


u lo =f. (2) 
Traçons deux familles de droites : 
x =ih et y — kh, (3) 


où k est un nombre donné, ¿ et k prenant successivement les valeurs 
entières. Nous dirons que le domaine D est recouvert par une grille 
(quadrillage). Les points d’intersection des différentes droites seront 
dits nœuds de la grille. 

Nous désignerons la valeur approchée de la fonction cherchée 
au point z = ih, y = kh par ùi, p, c'est-à-dire u (ik, kh) = ui, p. 


li k+) 


HE 
KO 
CALCUL 
COLLE 
RE 


Fig. 395 Fig. 396 


Nous assimilons le domaine D au domaine de la grille D* constitué 
de l’ensemble des carrés contenus entièrement dans le domaine D, 
ainsi que de quelques carrés coupant la frontière C (on peut ne pas 
en tenir compte). On assimile le contour C au contour C* constitué 
de segments de droite du type (3). En chaque nœud situé sur le 
contour C* donnons la valeur f* égale à la valeur de la fonction f 
correspondant au point le plus proche du contour C (fig. 395). 

Nous ne considérons les valeurs de la fonction cherchée que 
pour les nœuds de la grille. Comme nous l'avons déjà indiqué au 
$ 6, lors de la résolution par la méthode approchée les dérivées sont 
remplacées par les différences finies : 


u D Vik 2Ui k tUi, h 
CO? |e=ih, y>kh ho 3 
Eu Li, RU, k tUi, ki 
ðy? |x=ih, y=hh ho 
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L'équation différentielle (1) est remplacée par l'équation aux 
différences finies (après simplification par h°’): 


Uist, h — 2U; h H Uik F Unes — Qui, + ur = 0 
ou (fig. 396) 


1 ; 
Ui, n 7e (Ui, kH Ui, ra ia, nH Ui, t-a). (4) 


Pour chaque nœud de la grille situé à l'intérieur du domaine D* 
(et non situé sur la frontière de C*) composons l'équation (4). Si 
le point. (x = ih, y = kh) est voisin du point du contour C*, dans 
le second membre de l'égalité (4) nous aurons les valeurs de f*. 
Nous obtenons ainsi un système non homogène de N équations 
à N inconnues (V est le nombre de nœuds de la grille, situés à l’inté- 
rieur du domaine D*). 

Démontrons que le système (4) possède’ une solution qui est uni- 
que. C'est un système de V équations linéaires à W inconnues. Il 
possède une solution unique dans le cas où le déterminant du système 
est différent de zéro. Le déterminant du système est différent de zéro 
si le système homogène n'a qu'une solution triviale (nulle). Le systè- 
me sera homogène si f* — 0 pour les nœuds de la grille situés sur le 
contour C*. Nous démontrerons que dans ce cas toutes les valeurs 
Ui, p pour tous les næuds intérieurs de la grille sont nulles. Suppo- 
sons qu'à l'intérieur du domaine il existe des u;, différents de zéro. 
Pour fixer les idées supposons que la plus grande de ces valeurs 
est positive. Désignons-la par ui, x > 0. 

En vertu de la formule (4) nous écrirons : 


E 1 , 
Ui, h = zi (Ui+i, kh- Ui, pes + Uii, h + Ui, k-i) (4) 


Cette égalité n'est vérifiée que dans le cas où toutes les valeurs u 


du second membre sont égales à la plus grande valeur w;,,. Nous 
avons ainsi cinq points pour lesquels la valeur de la fonction cher- 


chée est u;,,. Si aucun de ces points n’est sur la frontière, nous dé- 
montrerons en prenant l’un d’entre eux et en écrivant pour lui l’éga- 
lité (4) qu’en d’autres points la valeur de la fonction inconnue sera 
aussi égale à u;,„. Poursuivant ainsi nous parviendrons à la frontière 
et démontrerons que pour un point de la frontière la valeur de la 
fonction est égale à u;,,. Mais cela contredit le fait qu'aux points 
de la frontière f* = 0. s 

Supposant maintenant qu’à l'intérieur du domaine nous avons 
une valeur négative minimale nous démontrerons de la même façon 
que sur la frontière la valeur de la fonction est négative, ce qui 
contredit aussi la condition posée. n 

Ainsi le système (4) possède une ‘solution qui est unique. 
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Les valeurs de ui, déterminées à partir 
du système (4) constituent les valeurs ap- 
prochées de la solution du problème de 
Dirichlet formulé plus haut. Il est établi que si 
la solution du problème de Dirichlet, pour un domaine donné D 
et une fonction donnée f, existe (désignons-la par u (x, y)) et si u;,r 
est la solution du système (4), nous aurons alors la relation 


| u (z, y) — Uik | < Ah?, (5) 


où À est une constante indépendante de h. 

Remarque. Il est parfois possible, bien que cela ne soit pas 
démontré rigoureusement, d'utiliser le procédé suivant pour évaluer 
l'erreur commise par la solution approchée. Soit uf} la solution 
approchée pour un pas égal à 2h, u$} la solution spprochée pour 
un pas égal à h, En (x, y) l'erreur de la solution u?. Alors nous 
avons l’ égalité ‘approchée 


1 
En (2, y) =- (un ut") 


aux nœuds communs des grilles. Ainsi pour déterminer l'erreur 
de la solution approchée pour un pas k, il faut trouver la solution 
pour un pas 2h. Le tiers de la différence de ces solutions approchées 
est précisément l'estimation de l'erreur de la solution pour le pas h. 
Cette remarque peut concerner également la résolution de l'équation 
de la chaleur par la méthode des différences finies. 


Exercices 


1. Prabir l'équation des vibrations de torsion d’une barre homogène cylin- 
rique 


Indication. Le moment de torsion dans la section de.la barre 
d’abscisse x est donné par la formule M = GI = , où 8 (x, t) est l'angle 


de torsion de la section d’abscisse x à l'instant t, G le module de glissement, 
I le moment d'inertie polaire de la section transversale de la barre. 
626 926 GI 
Re Te ON CES EE ' ; mnité 
Rép. TE r où a Pa k est le moment d'inertie de l'unité 


de longueur de la barre. 


2 
2. Trouver la solution de l’équation = a Pi vérifiant les conditions 
@(0, 4=0, B(, )=0, 8 (z, 0) =p(x ALI Oo, où 
ọ (x)= =r pour o<:<4 i 


p (x)= — Re } 209 pour D < z< L 
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Donner ng interprétation mécanique du problème. Rép. 6(x, !?)— 


ELY et. n Eti) AE a os CE1) xat 
= TI orri“ 7 HE 


3. Etablir Daniati des vibrations longitudinales d’une barre cylindrique 
homogène. 


Indication. Si u (z, i) désigne le déplacement de ła section 
du cylindre d'abscisse z à l'instant ż, la contrainte de traction T de la 


section z est donnée par la formule T = ES o , où Æ est le module d'élas- 


ticité du matériau, S l'aire de la section Dove de la barre. 


ĝu ou E 
Rép. GE = Fr où a? So p la densiti du matériau de la barre. 


4. Une barre homogène de longueur 2} sous l'action des forces appliquées 
à ses extrémités s’est raccourcie de 24. A | instant ż = 0 on la libère de 
l'action des forces extérieures qui lui étaien. appliquées. Déterminer le 
déplacement u (x, t) de la section de la barre pi ’abscisse x à l'instant t 
(le milieu de l'axe ag la barre est situé au point d’abscisse z = 0). 


< on. in (2k44) nz (2k+-1) nat 
Rép. u(x, = -D Ortis n =z eos =a — 


5. Une barre de EERI l est fixée par l’une de ses extrémités et sur l’autre 
agit une force d'extension P. Trouver les vibrations longitudinales de la 
barre si Le t = 0 la force P n’agit pas. 


Rép. 8P1 2 pe sin n EED ane oos (9) mer (voir le problème 3 


P: Esn? 2n +1}? 21 


pour le sens i E et 5). 


2 2 ; 
6. Trouver la solution de l'équation Pima a satisfaisant aux conditions 
u(0,=0, u(l, t)=Asint, u(r, 0)=0, 2 o, 
Donner une interprétation mécanique du problème. 
A sin x sin ot 
Rép. u (z, t) = —— 5+ 
. © 
sin — l 
a 
240a &  (—1}72 
oa — 1)” . nanat . nar 
l ba R p HET en 
n=1 0% | —— 
l 
Indication. Chercher la solution sous forme de somme de deux 
solutions : 


. © : 
A sin — z sin ot 
i a 
u=v+w, où w— 
sin — l 
a 
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est la solution vérifiant les conditions : 
dv (x, 0D ðw (x, 0). 


v(0, #0, vi, 120, v(x, 0)=—w(r, 0, = — TE 


(on suppose que sin 2 l #0. ) 


7. Trouver la solution de l'équation U gg (a z vérifiant les conditions : 


ôt 0x2 


x pour 0<r<+ ; 


u(0,1)=0, u(l, t)=0,1>0, u(x, 0)— l 
l—zr pour <e <l. 


1 _(2n+1)?n2a2t LA È 
Rép. u (x, =} D re D e 


Indication. Fe le problème par la méthode de séparation ‘des 


` variables. 
8. Trouver la solution de lsamotion = 2 T z vérifiant jes conditions : 
; F z(l—r 
pO bert gani, gani h, 
r . 8 : rti mat n41) ne 
Rép. u(x, t) =-7 » Pnp © 12 sin — ~. 
n=0 


‘9. Trouver la solution de l'équation He 2n z vérifiant les conditions : 
ĝu 


E ah u (l, t)=ug, u (z, 0)=ọ (z). 


Donner le sens physique du problème. 


-a247 2n +1 
Rép. u (z, =u D Ane hit cos Error, 
i n=0 
A 2 (2n +1) nr (— 1)” 4uo 
où AT f p(x) cos——p ES apte 


0 
Indication. Rechercher la solution sous la forme u=ug -+v (z, t). 


2 
10. Trouver la solution de l'équation 2i a Ca vérifiant les conditions : 


u (0, é)—0, = , u (z, 0)=œp(x). 


= — Hu 
l x=l 


Donner le sens physique du problème. 
2 
co una?i2 
PHH, =e iint 
5 aa ONTE E RE l2 n 
Rép. u(x, n=) An ESETE e sin —— T` 


11 


. 


12. 


13 
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où Aa=7 | ọ(z)sin Hz dz, p= Hl, Mi, Hz, ..., Un sont les racines 
à 

positives de l'équation tg p= — + À 


Indication. A l'extrémité x = l de la barre se produit un échange 
de chaleur avec le milieu ambiant, dont la température est nulle. 
Trouver (d'après la formule (10) du § 6 en posant h = 0,2) la solution 

; ; . ôu C e 
approchée de l'équation = 2 vérifiant les conditions: 


u (x, 0)=z (5-<), u(0,=0, u(t, D=+., 0<t<AI. 


o2u. 


z 7? dans la ban- 


+. 2 
Trouver la solution de l'équation de Laplace + 
de 0<r<a, 0<y<oo, vérifiant les conditions : 


u(0,y)=0, ulm, w=0, u, Q=4 (1-2), u, œ= 


TE 
; 2A 4 -y nm 
Rép. u (x, n=) ES l sina 
n=1 
Indication. Chercher la solution par la méthode de séparation 
des variables. i i 


Trouver la solution de l'équation de Laplace an a = 0 dans le rec- 
tangle 0< z<a, 0< y <b, vérifiant les conditions: 
u (x, 0) = 0, u (z, b) = 0, u (0, y) = Ay (b — y), u (a, y) = 0. 
an a ali Cash (a—x) sin (2n +1 y. 
Rép. u(e, 0) =- D — On FiF PRUERE RS 
b 


n= 


ĝu 


2 
14. Trouver la solution de l'équation Ze 0 à l'intérieur de l'anneau 


15. 


16. 


limité par les circonférences z2- y2= R?, r24} y2= R3, vérifiant les condi- 
tions : | 
ðu Q 
maas = eaa u 
ôr r=Ri + A 2m Ri ? T=Re 
Donner une interprétation hydrodynamique du problème. 
Indication. Résoudre le problème en coordonnées polaires. 


Log Ln 


= Ug. 


Q 
2A 
Démontrer que la fonction u (x, y) = e- sin x est la solution de l'équation 
= + m = 0 dans le carré 0 Sz < 1, 0< y < 1, vérifiant les condi- 


Rép. u=u,— 


tions: u (0, y) = 0, u (1, y) =e sini, u (z, 0) = sin z, u (x, À) = 
= e”l sin z. 

Dans les problèmes 12-15, pour des conditions aux limites données, résoudre 
l'équation de Laplace par la méthode des différences finies dans le cas 
de h = 0,25. Comparer la solution approchée avec la solution exacte. 


Chapitre XIX 


CALCUL OPÉRATIONNEL ET APPLICATIONS 


A l'heure actuelle le calcul opérationnel (ou symbolique) est 
l’un des domaines importants de l'analyse mathématique. En phy- 
ique, en mécanique, en électrotechnique et dans d’autres branches 
de la science on utilise les méthodes du calcul opérationnel pour 
la résolution de différents problèmes. Le calcul opérationnel a trouvé 
une application particulièrement large dans la technologie moderne 
de l’automation et des télécommunications. Dans ce chapitre (sur 
la base du matériel des chapitres précédents) seront précisément 
exposées les notions fondamentales du calcul opérationnel ainsi 
que les méthodes de son application à la résolution des équations 
‘différentielles ordinaires. 


$ 1. Original et image 


Soit donnée une fonction de la variable réelle ¿ définie pour 
t > 0 (parfois nous estimerons que la fonction f (#) est définie. dans 
un intervalle infini —oo < t < oo, mais f (4 = 0 quand ż < 0). 
Nous supposerons que la fonction HE est continue par tranches, 
c'est-à-dire telle que, dans chaque intervalle fini, elle possède un 
nombre. fini de discontinuités de 1ère espèce (cf. $ 9, ch. II, t. I). 
Pour assurer l'existence de certaines intégrales dans l'intervalle 
infini 0 < << co nous imposerons à la fonction f (+) des restrictions 
complémentaires. Nous supposerons précisément qu'il existe des 
nombres positifs constants M et so tels que 


LOI < Mert (1) 


pour toute valeur de # prise dans l'intervalle 0 < ¿< œ. 
Considérons le produit de la fonction f (f) par la ‘fonction com- 
plexe e-Pt de la variable réelle *) tł, où p =a + ib (a œ> 0) est un 
nombre complexe : 
etf (i). (2) 


i *) Au sujet des fonctions complexes de la variable réelle cf. § 4, ch. VII 
t. I. 
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La fonction (2) est aussi une fonction complexe de la variable réelle £: 
ePtf (t) = etaxiblf (t) == ef (t) ett ren 
= 6%1f (t) cos bt — ie™™'f (t) sin bt. 
Considérons ensuite l'intégrale impropre 


oo oo C0 


| e?! f (t)dt = f etf (t) cos bt dt—i f e"f (t)sinbtdi. (3) 
d 0 0 


Montrons que si la fonction f'(f) vérifie la condition (1) et a > so, 
alors les intégrales du second membre de l'égalité (3) existent et 
la convergence des ces intégrales est absolue. Estimons d’abord la 
première de ces intégrales : 


| | eif (t) cos ma|< | | e-atf(t) cos bt | di < 


0 
<M f eest dt = M f e-ta-sont de=., 
a — So 
0 0 


On' estime de même la seconde intégrale. Ainsi, lintégrale 


co 


et (t) dt existe. Elle définit une certaine fonction de p, que 


0 
nous désignerons *) par F(p): 


oo 


F (p)= | ef (t) dt. (4) 
0 
La fonction F (p) est appelée transformée de Laplace ou image L 
ou simplement image de f (t). La fonction f (t) est appelée original 
ou fonction objet. Le fait que F (p) est l'image de la fonction f (4) 
est noté de manière suivante! 


F (p) > f (t), (5) 
ou 
f f (t) < F (p), (6) 
soit encore 
L {f (i) = F (p). (7) **) 


*) La fonction F (p) pour p = 0 est une fonction de la variable complexe 

(cf., par exemple, l'ouvrage de V. Smirnov « Cours de mathématiques supérieu- 

res », t. III, partie 2. Editions de Moscou, 1972). La transformation est analogue 
à celle de Fourier examinée au § 14, ch. XVII. 

**) On utilise aussi. d’autres symboles de correspondances. C’est ainsi 


qu’au lieu de la notation + on emploie aussi le symbole J] et on écrit dans le 
cas de la formule (6) f (t) ] F (p) (N.d.T.). 
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Comme nous le verrons par la suite, le sens de l'introduction des 
images réside dans le fait qu'elles permettent de simplifier la résolu- 
tion de nombreux problèmes, en particulier, de ramener la résolution 
des équations différentielles ordinaires à certaines opérations algé- 
briques simples permettant de trouver la fonction image. Connaissant 
l'image on peut trouver l'original soit au moyen des tables préala- 
blement composées « original-image » (dictionnaire d'images), soit 
par les méthodes que nous exposerons plus bas. Des questions se 
posent alors naturellement. 

Soit donnée une certaine fonction F (p). Existe-t-il une fonction 
f (Ù dont F (p) est l'image? Si elle existe, est-elle unique? Les deux 
questions reçoivent une réponse positive si F (p) et f (t) satisfont 
à certaines conditions. En particulier l'unicité de l’image est établie 
par le théorème suivant que nous énoncerons sans démonstration : 


Théorème d'unicité. Si deux fonctions continues ọ (t) 
etp (t) possèdent une même image L F(p), ces fonctions sont identique- 
ment égales. 

Ce théorème sera d’une grande utilité pour tout ce qui suivra. 
En effet, si lors de la résolution d'un problème pratique nous avons 
pu déterminer l'image de la fonction cherchée, et si ensuite nous 
avons trouvé l'original d’après son image, nous pouvons conclure 
en vertu du théorème formulé que la fonction trouvée est la solution 
du problème posé et qu'il n'existe pas d’autres solutions. 


§ 2. Image des fonctions 0, (t), sin £, cos £ 
I. La fonction f (1) ainsi définie 
fù =1 pour t>0, 
f(@ =0 pour ¿<0 
est appelée fonction unité de Heaviside et notée co (t). Le graphique 


Gylt) 


0 t 
Fig. 397 


de cette fonction est représenté sur la fig. 397. Trouvons l'image L 
de la fonction de Heaviside : 


ePt [oo 


L{o,(#)}= [e eP dt=— e 
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Ainsi, *) 
je (8) 


mie 


ou, plus exactement, 


1 
Oo OS 


Dans certains traités de calcul opérationnel on appelle image 
de la fonction f(t) l'expression 


F* (p)= p | ef (i) dt. 
0 


Dans ce cas on a: Op(t)< 1 et, par conséquent, C<-C, plus 
exactement Coo (t)<+ C. 
IT. Soit f({)—sint; alors 


L {sin t} | eP! sin t dt =< (>P sin t— cos t) Co niens 1) mn 
Ainsi, 
sin t «+ -T (9) 
II. Soit f({)= cost; alors 
L {cos = f eP! cos t di = eeen je i = 
Ainsi, 
cos $< ET . (10) 


§ 3. Image des fonctions à échelle modifiée de la variable 
indépendante. Image des fonctions sin at, cos at 


Considérons l’image de la fonction f (at), où a > 0: 


œo 


L{f(a}= | ef (at)dt. 


0 


œo 
*) Pour calculer l'intégrale | e-Pidt on aurait pu la représenter comme 


| û 
la somme des intégrales de fonctions réelles; nous aurions obtenu le même 
résultat. Cette remarque se rapporte également aux intégrales suivantes. 
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Effectuons un changement de variable dans la seconde intégrale, 
posant z—at; par conséquent, dz—adt; nous obtenons alors: 


L{f(an}= 1 | e7 #* j(2) ds 
0 


ou 
Li ay=4F (Z). 
Ainsi, si 
F (p) =>} (t), 
alors 
£ F (L) f(a). (11) 


& TE emple 1. Nous obtenons immédiatement de la formule (9) en vertu 
e : | 


i k 4 
sin at < z 
ou 
. x a 
sinat<- -Epa (12) 


Exemple 2. Nous obtenons de la formule (10) en vertu de (11): 


ou 


-P 
cos at 4 pure (13) 


§ 4. Propriété de linéarité de l’image 


Théorème. L'image de la somme de plusieurs fonctions, 
multipliées par des constantes, est égale à la somme des images de ces 
fonctions multipliées par les constantes correspondantes, autrement 
dit si 

n 


10= 2 hO (44) 
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(C: sont. des constantes) et 


F(p)+f(), Fi:(p)- fi (t), 
alors 


F @)= 2 CiFi(p). (147) 


Démonstration. Multiplions tous les termes de léga- 
lité (14) par e™”t et intégrons en # entre les limites 0 et oo (sortant 


les facteurs C; de sous le signe d'intégration), nous obtenons l’éga- 
lité (14°). 


Exemple 1. Trouver l'image de la fonction 
f (t) = 3 sin 4t — 2 cos 5t. 
Solutio.n. En vertu à formules (12), (13) et (14) nous obtenons: 


p ç __ 12 2p 
L{G}=3 -ae e 2-45 Fe PE 


Exemple 2. Trouver l'original dont l’image est donnée par l'expres- 


20 
Pe T a 


Solution. Représentons i de la manière suivante : 


FOR ee OT 


Par conséquent, en vertu des men (12), (13) et (14) nous obtenons : 


sion 


f (i) =% sin 2t-4+ 20 cos 3t. 


Il] découle du théorème d'unicité du § 4 que c’est l’unique original qui corres- 
pond à la fonction donnée F (p). 


§ 5. Théorème du déplacement 
Théorème. Si F (p) est l'image de la fonction f (t), alors 
F (p + œ) est l'image de la fonction e%f (t), autrement dit 
si F(p) -f (¢), | 
alors F(p+a)->e-atf(t). 


(Nous supposons ici que Re(p+ a) > 50.) 
Démonstration. Trouvons l’image de la fonction e~%tj (t): 


(15) 


o0 


L {e-atf (t)} = e-Pt-atf (t) dt = f er P+a)t] (t) dt. 
0 0 


Ainsi, 


L {eif ()} = F (p + 0). 
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Le théorème démontré élargit notablement la classe des images 
pour lesquelles l'original peut aisément être retrouvé. 


§ 6. Image des fonctions e-%t, sh æt, ch œt, e7% sin at, 
e-% cos at 


Il découle immédiatement de la formule (8), en vertu de la 
formule (15), que 


et. (16) 
D'une manière analogue 
= et (16°) 


Retranchant des termes de la relation (146') les termes correspon- 
dants de la relation (16) et divisant les différences obtenues par 2, 
nous obtenons : 


1 1 1 #4 = 
sel ae 
ou 
œ 
pai -> sh at. (17) 
De même, en faisant la somme de (16) et de (16’), on a: 
ie + Chat. (18) 
Il découle de la formule (12) en vertu des formules (15) : 
ce -> e7% sin at. (19) 
De la formule (13) en vertu des formules (15) il découle : 
Te —< e7% cos at. (20) 


Exemple 1. Trouver l'original si l’image est donnée par la formule 


7 
FEAT 
Solution. Transformons F(p) de façon à lui donner la forme de 


l'expression du premier membre de la relation (19): 
7 7 7 4 


= m n 


Ainsi, 
7 4 
FOE=T FFE: 


$ 7] DÉRIVATION DE L'IMAGE 451 


Par conséquent, en vertu de la formule (19), nous aurons : 


F(p) —+ Lestsin 4t. 
Exemple 2. Trouver l'original si l'image est donnée par la formule 
+3 


Seb 
F O= 2p 0 


Solution. Transformons la fonction F (p) : 


p+3 č _(pP+0+2 __ p+! + 2 — 
P+F PHF EE pH 
p+1i , 2 3 


en vertu des formules (19) et (20) nous trouvons l'original 


e 2 
F (p) ~> et cos 3t g etsin 3t. 


$ 7. Dérivation de l’image 


Théorème. Si F(p)-+f(t), alors 
CEE (P p)-+#"f (t). (21) 


Démonstration. Démontrons tout d’abord que si f(t) 

vérifie la condition (1), alors l'intégrale 
| eP! (—t)" F (t) di (22) 
d 

existe. 

Par hypothèse |7 (4) | < Mest, p =a + ib, a œs; en outre 
nous avons a œ 0 et s œ> 0. Il est évident qu'il existe un nombre 
e > 0 vérifiant l'inégalité a œ> sọ e. De même qu'au $ 1 on 
démontre l'existence de l'intégrale 


| e-a- f (8) | de. 
ð 
Estimons ensuite l'intégrale (22): 


œo 


| lets 0) |di= j [e7 ta- te-ett"f (t) | dt. 
0 0 
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La fonction e-t#{”* étant bornée et plus petite en valeur absolue 
qu'un certain nombre N pour tout t > 0, on peut écrire: 


f JePtt"f (t) (dt <N f |e=t-0tf (t) | dt =N f e-(a-et] f (t) | dt < oo. 
0 0 è 


Nous avons ainsi démontré l'existence de l'intégrale (22). Or, cette 
intégrale peut être considérée comme la dérivée du n-ième ordre 
par rapport au paramètre *) p de l'intégrale 


| ePif (t) dt. 
0 
Ainsi de la formule 
F(p)= | erte) dé 
0 


nous tirons la formule 
pt gun = dn 
je (—9" i 0) d= g 
Ces deux égalités nous donnent 


| et} (t) de. 
d 


CE F (p) = | et e), 
0 


c'est-à-dire la formule (21). 
Utilisons la formule (22) pour trouver l'image de la fonction 
puissance. Ecrivons la formule (8): 
1 


— > 1. 


Nous obtenons de cette formule en vertu de la formule (21): 


Cog (i= 
ou 
ei 
D'une manière analogue 
+ >t. 


*) Nous avons établi au préabable la formule de dérivation de l'intégrale 
définie par rapport à un paramètre réel (cf. § 10, ch. XI, t. I). Ici le paramètre p 
est un nombre complexe, mais la formule de dérivation reste valable. 
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Pour un n quelconque nous obtenons : 
t". (23) 
Exemple 1. Nous tirons de la formule (cf. (12)) 

oo 


n 
pri 


a 
p?+ a? 


= f ePi sin at dt, 
0 


en dérivant les premier et second membres par rapport au paramètre p: 
2pa 
(p? -+ a3)? 
Exemple 2. Nous obtenons de la formule (13) en vertu de la formule 
(21) 


—+ tsinat. (24) 


a2— p? 
ig (p2 + a} 
Exemple 3. Nous obtenons de la formule (16) on vertu de la formule 


(21): 


—+ tcos at. (25) 


sr 
(p+a)? 


+ tea, (26) 
$ 8. Image des dérivées 

Théorème. Si F (p) + f (t), alors 
PF (p) — f (0) + jf (. (27) 


Démonstration. En vertu de la définition de l'image 
d'une fonction nous pouvons écrire : 


LP = ef ba. (28) 


0 


Nous supposerons que toutes les dérivées f’ (t), f” (D, .- ., f" O, 
que nous rencontrerons, satisfont à la condition to et, par consé- 
quent, que l'intégrale (28) et les intégrales analogues pour les 
dérivées successives existent. Effectuant l'intégration par parties 
de l'intégrale du second membre de l'égalité (28) nous trouvons: 


P O}= f Pif (t) def (e+ p f ePf (t) dt. 
0 v 
Or d'après la condition (1) 


limeP'f()=0 et f elf (i) dt =F (p). 
—00 o 
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C’est pourquoi 
L {f @}= —ÿf (0) + pF (p). 


Le théorème est démontré. 

Considérons ensuite l’image des dérivées d'ordre quelconque. 
Portant dans la formule (27) l'expression pF (p) — f (0) au lieu de 
F (p) et remplaçant f ( par f'( nous obtenons: 


p LpF (p) — f (0) — F (0) 7" 6 
ou, en ouvrant les parenthèses, 

p°F (p) — pf (0) — f (0) —f" &. (29) 
L'image de la dérivée d'ordre n sera 


D'F (p) — Ip" (0) + PF (0) +... 


+ pE (0) + F0 (0) + À A. (30) 
Remarque. Les formules (27), (29) et (30) se simplifient, 
si f (0) = F (0) =... = f” (0) = 0. Dans ce cas nous obtenons: 


F (p) >f O6, 
PF (p) >f ©, 


P'E (p) > f (9 
§ 9. Dictionnaire d'images 


Pour faciliter l'utilisation des images obtenues nous les groupons 
dans un tableau ci-contre. 


Remarque. Si nous prenons pour image de la fonction f (# 
F+(p)=p | ef (t) dt, 
û 


il convient dans les formules 4 à 13 du tableau de multiplier les 
expressions de la première colonne par p. Quant aux formules 14 
et 15 elles seront de la forme : comme F* (p) = pF (p), en remplaçant 
dans le premier membre de la formule 44 F (p) par l'expression 


Zo et en multipliant par p nous obtenons : 
’ dn p F* | 
14°. 1 pe (2) ero. 


Portant dans le premier membre de la formule 15 


# FF 
F(p) =, F(p) 


Tableau 1 


oo 
n°5 F (p) = | Pt} (1) at i) 
0 
1 
f iiy 1 
| P 
a : 
2 PFE Sın at 
P 
3 Ppa cos at 
1 at 
PRES e 
$ p+Ha | 
à à 
5 a sh at 
P 
6 pa ch at 
7 sim = == e™%! sin at 
(p+a)?+a2 
8 Pres e—%t cos at 
PHa) Fa 
nl 
9 RES ie 
2pa 3 
10 Ta tsin at. 
p°+a? 
11 Tp t cos at 
1 —&t 
12 D te 
(p+a)? 
1 Lis 
13 TT aF (sin at — at cos at) 
an 
ma PRE an f (1 
14 (—1}7 on F (p) 1) 
t 
15 F, (p) F2 (p) \ fa (1) fa (t—*) dt 
0 


i ne margue. Les formules 13 et 15 du tableau seront établies par 
a suite. 
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et multipliant par p, nous obtenons: 


t 
15°. LOF (D + | hO hE i)dr. 
0 


§ 10. Equation auxiliaire d'une équation différentielle donnée 
Soit donnée une équation différentielle linéaire du n-ième ordre 
à coefficients constants ao, @y, > . ., An_1s n: 
dn-lr 


don a Tta Gr gmi eee Ont + aix (t)= f (+). (31) 


On demande de trouver la solution de cette équation z= z (ż) 
pour #>0, vérifiant les conditions initiales : 


2(0)=%0 z (0) =r +, P(O) a, (32) 


Le problème avait déjà été résolu de la manière suivante: nous 
cherchons d'abord la solution générale de l'équation (31) contenant 
n constantes arbitraires; ensuite nous déterminons les constantes 
de manière que les conditions initiales (32) soient vérifiées. 

Nous exposerons maintenant une méthode plus simple de résolu- 
tion de ce problème, la méthode du calcul opérationnel. Nous cher- 
cherons limage L de la solution x ({) de l'équation (31) vérifiant 
les conditions (32). Désignons cette image L par ž (p); ainsi, 
z (p) + x (i). | 

Supposons que l'image de la solution de l'équation (31), ainsi 
que de ses dérivées jusqu’à l’ordre n inclus existe (une fois la solution 
trouvée, noùs pouvons vérifier la validité de cette supposition). 
Multiplions les deux membres de l'égalité (31) par e?!, où p = 
— a -+ib et intégrons en ¿ entre les limites O0 et oc: 


r 3 ‘an p E me A z 
&o f € pl er dt+ a f e pt TE dt+ e.. 
0 0 
be | e?ii (t) dt = { e'f (t) di. (33) 
0 0 


Dans le premier membre de l'égalité nous avons l'image L de la 
fonction x (t) et de ses dérivées, dans le second membre l’image È 
de la fonction f (t) que nous désignerons par F (p). Par conséquent, 
l'égalité (33) peut être mise sous la forme: 


aL TS +aL { Le } + panD E= LGA 
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Réemplaçant dans cette égalité les images de la fonction et de ses 
dérivées par les expressions (27), (29), (30) nous obtenons: 
do {p"z (p)—1[p" t4 pr, + pag + +2 Pl} + 
+a (px (p) — [p tot Pas + an 2} + 


ee ob‘ ‘l blo‘ ‘l l ‘l ‘a‘l‘nd‘lM‘M M‘ ‘l‘‘‘ʻ 


+ an-1 {PT (P) — zo} + ant (p) =F (p). (34) 


L'équation (34) est appelée équation auxiliaire ou équation image. 
Dans cette équation l'inconnue est l'image x (p), que nous détermi- 
nons à partir de cette équation. Transformons cette équation en 
laissant dans le premier membre les termes contenant x (p): 


z(p) lap” +H apt... tanap + An] = 
= ao [pir + Pr +. Ha) 
+a [pto + pr; cine + gs] + 


e.. eebo ‘bal ‘l 


+ an-z [Pto + 2] + anizo + F (p). (847) 


Le coefficient de z (p) dans le premier membre de l'é égalité (34°) 
est un polynôme en p d'ordre n que l'on peut obtenir si dans le 
premier membre de l'équation (31) on remplace les dérivées par les 
puissances correspondantes de p. Désignons-le par q, (p): 


Phr (P) = aop” + mp1 +... + anap + Un. (35) 
Le second membre de l'équation (34°) est ainsi composé: 


le coefficient an-ı est multiplié par zo, 
le coefficient dm -2 est AOADA par Pro + X, 


le coefficient a est multiplié ` par piem pz; F staza, 
le coefficient a, est multiplié par plz + px +... af, 


On fait la somme de tous ces produits. Ajoutons encore l'image du 
second membre de l'équation différentielle F (p). Tous les termes 
du second membre de l'égalité (34°), F (p) excepté, constituent, 
après groupement des termes semblables, un polynôme en p de degré 
n — 1 dont les coefficients sont connus. Désignons-le par pnr- (p). 
L'équation (34’) peut être écrite ainsi : 


T (P) Pa (P) = ni (P) + F (p). 
Nous déterminons x (p) à partir de cette équation: 


Pn- (P) , F(p) 
Pn (P) w Pnr (P) ` (35) 


z(p)= 
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Il s'ensuit que z (p) ainsi déterminé est l’image de la solution 
x (t) de l'équation (34), vérifiant les conditions initiales (32). Si 
maintenant nous trouvons la fonction x* (żł) dont l’image est la 
fonction x (p), définie par l'égalité (36), il découlera alors du théorè- 
me d'unicité formulé au $ 1 que x* (4) est la solution. de l’équa- 
tion (31) vérifiant les conditions (32), autrement dit 


z* (ë) = x (à). 


Si nous voulons trouver la solution de l’équation (31) pour les 


conditions initiales nulles : zo = z, = 2, =...—1$"9 = 0, alors 
dans l'égalité (36) nous aurons Vn à (p) = 0 et elle sera de la forme 
_ F() 
i z (p) 7 @n (P) 
ou 
— F 7 
T(P) = a A (86°) 


aop? + api... an ` 
Exemple 1. Trouver la solution de l'équation 


tent, 
vérifiant les conditions initiales: z=0 pour #—0. 
Solution. Formons l'équation auxiliaire 


= 1 = 1 
z (p) (p+1)=0+- où ser 


Décomposons la fraction du second membre en éléments simples, nous obte- 
nons : 


De PES À 
Utilisant les formules 1 et 4 du tableau 4 nous trouvons la solution: 
æ(t)—1—et, 
Exemple 2. Trouver la solution de l'équation 


dx 
et 1, 


vériliant les conditions initiales : xg—z6—0 pour t=0. 
Solution. Ecrivons l'équation auxiliaire (34') 


= 1 1 
\ 2 9) = — — 
z (p) (>+ 9) p o z (p) = ? (p2+9) * 
Décomposant cette fraction en éléments simples, nous obtenons : 
4 1 
—7? 9 
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En vertu des formules 1 et 3 du tableau 1 nous trouvons la solution : 


z (t)= —+ cos a+. 


Exemple 3. Trouver > am: de l'équation 


Tr a Fast, 


vérifiant les conditions initiales : zọ=z=0 pour #—0. 


Solution. Ecrivons l'équation auxiliaire A 


T(P) (+ 3p +2) = 
ou 
= 1 1 L TE 
z(= GE ED 
Décomposant cette fraction en éléments simples par la méthode des coeffi- 
cients indéterminés, nous obtenons : 


E RS EURE ie De 
OCT TL p PH AFI 
D'après les formules 9, { et 4 du tableau 4 nous trouvons la solution : 


1 3 1 
= f—— =i —— er2t 
z(t) D t % +e ge. 
Exemple 4. Trouver la solution de l'équation 
dr dz 5 
nr +2 gp tr =sin LA 


vérifiant les conditions initiales: zọ = 1, zọ = 2 pour t = 0. 
Solution. Ecrivons l'équation auxiliaire (34') 


z (p) (P? + 2p + 5) =p-4+2+2-4+ L(sint)} 


ou 
2 1 
z (p) (+20 +5)=p +4 AFT i 


d'où nous trouvons z (p): 


PE e es EA 

P p+2pt5 (+0 +2pE5) ` 

Décomposant la dernière fraction du second membre en éléments simples 
nous pouvons écrire : 


11 1 1 
— _ TPt -0 tS 
SOS Fap TT 
ou 
— 11 p+1 29 2. 
TO= P SEE HFA 


ch E 
10 PF 5 pti ' 


460 , CALCUL OPÉRATIONNEL ET APPLICATIONS [CH. XIX 


En vertu des formules 8, 7, 3 et 2 du tableau 4 nous trouvons la solution : 


(= e =t cos a+ e-t sin 2 cos tH sint 


ou en définitive : 


11 1 
= et 5 
æ(t)=e (5. cos 25+— 50 3y sin 2t) — 70 pe sin £. 


§ 11. Théorème de décomposition 


I] découle de la formule (36) du précédent paragraphe que l'image 
de la solution d'une équation différentielle linéaire se compose de 
deux termes : le premier est une fraction rationnelle régulière de p, 
le second une fraction dont le numérateur est l’image du second 
membre F (p) de l'équation et le dénominateur le polynôme Pr (p). 
Si F (p) est une fraction rationnelle, le second terme sera aussi 
une fraction rationnelle. Il faut ainsi savoir trouver l'original dont 
l'image est ùne fraction rationnelle régulière. Nous aborderons cette 
question dans le présent paragraphe. Supposons que l'image Z d’une 
certaine fonction est une fraction rationnelle régulière de p.: 


Ph- (p) 
Pr (P) ` 


On demande de trouver l'original. Au § 7 du ch. X du tome I 
nous avons montré que chaque fraction rationnelle régulière peut 
être représentée sous forme de somme d'éléments simples de 4 types : 


À. 
E p—a’ 


A 

I. =a? 

m -APtB 

IT. FL Fap Tai où les racines du dénominateur sont complexes, 
c'est-à-dire + — a <0, 

; Ap+B 

A (p? + ap+a)t? 
complexes. 

Trouvons l'original pour chacune des quatre fractions simples. 
Pour les fractions du type I nous obtenons en. vertu de la formu- 
le 4 du tableau 1: 


où Æ>2, les racines du dénominateur sont 


A PL 
p—a ~ 
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Pour la fraction du type II en vertu des formules 9 et 4 du ta- 
bleau 1, nous trouvons: 


A k-1,a 


Considérons maintenant les fractions du type III. Effectuons les 
transformations suivantes : 


Ap+B Ap+B 2 
P+ apt a (2+4) + (y/a-#) 
epe rt 
(+4) + a-) (2+4) (1 -F 
+( — #1) 1 


Désignant ici le premier et le second terme respectivement par 
M et N, nous obtenons en vertu des formules 8 et 7 du tableau 14: 


as eee 
PU PE ai 
M -> Ae costy a È, 


- 4H} EE: 
N> (B-45) ie 2 sint y a. 
yai 3 
a 


re 


Ainsi en définitive : 
Ap+B 
Pi ap+a 


-St a ee ; o g 
e 2 Acost y ee ee À) (38) 
a 


Nous ne donnerons pas ici le cas des éléments simples du type IV 
pour ne pas nous lancer dans des calculs trop fastidieux. Pour quel- 
ques cas particuliers cette question sera analysée plus bas. 


$ 12. Exemples de résolution des équations différentielles 
et des systèmes d'équations différentielles par la méthode 
du calcul opérationnel 


Exemple 1. Trouver la ie de l'équation 
T -44r =sin 3z, 


vérifiant les conditions initiales zọ=0, x$—0 pour ¿=0. 
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Solution. Composons l'équation auxiliaire (34) 


= 13 — 3 
4 2 4 = — = eee 
s (p) (r +4) p?+9 , z (p) (P?+9) (p?+4) 
ou 
aa 2i 
ae a e Ur net 
PURES REA TS FO 0 pra? 
d'où nous tirons la solution 
1 
z(=- sin 2—— sin 3t. 
Sxemple 2. Trouver la solution de l'équation 
dix 
Pr +z=0, 


vérifiant les conditions initiales: ro = 1, tọ = 8, r6 = 8 pour t = 0. 
Solution. Composons l'équation auxiliaire (34) 


z (p) (P? + 1) = p?-1 + p-3 + 8, 
nous trouvons 


Shure P+3p+8 —.. 
p$+1 (p+1) (p?—p+1) 
Décomposons la fraction Re obtenue en éléments simples : 
p?-+3p+8 —Pr+6 1 


PrI- pE Ta Fapt TT 


1 V3 


PTT LE 


Es 12 V3 ` 
(r-z) + PETER re: +7) 
Utilisant le tableau 1, nous écrivons la solution : 
1 


Re 3 3 
z(t)=2e t+e? (00 S V3 TS sin Ta ej: 
Exemple 3. Trouver la solution de l'équation 
dz ; 
ete t cos 26, 
vériliant les conditions initiales: z=0, rg=0 pour t—0. 


Solution. Ecrivons l’équatiou auxiliaire (34°) 
— 4 8 
z (p) He TEST , 
d'où 
= 5 1 5 1 te 
Fe GET te ET TS E 


XIX 
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Par conséquent, 


z (t)= —$ sin t+ sin z+ (sin 2t —ż cos 2) : 


Il est évident que la méthode du calcul opérationnel permet aussi de ré- 
soudre les systèmes d'équations différentielles linéaires. Montrons-le sur un 
exemple. 

Exemple 4. Trouver la solution du système d'équations 


dx dy _ 
a nt 
dz dy N 
E ta=0, 
vérifiant les conditions initiales: z = 0, y = 0 pour t = 0. 


Solution. Désignons z (t) + z (p), y (t) < y (p) et écrivons le système 
d'équations auxiliaires: 


(3P+2) T(P) + P7 =+, 


pz (p)+ (4p +3) y (p)=0. 
Résolvant ce système, nous trouvons : 


RS S A E E 1 33 
z(=- papt 2p 5611) 100p Fo’ 
m 1 Lip ti 11 
s= GE 640 5 Gr 7 mre) 


D’après les images nous trouvons chaque fois l'original, c’est-à-dire les solu- 
tions cherchées du système : 


6 
i 1 3 ~qr! 
OR a Ta 
6 
1 sey 
y= 5 (ete 11). 


On résout d'une manière analogue les systèmes linéaires d'ordre supérieur. 


§ 13. Théorème de convolution 


Lors de la résolution des équations différentielles par la méthode 
du calcul opérationnel on se sert souvent du 


Théorème de convolution. Si F, (p) et F, (p) 
sont les images des fonctions fı (t) et f (t), c'est-à-dire si 


F, (p)—> fı () et Fz (p)—> fe (t), 
alors F, (p) F2 (p) est l'image de la fonction 
t 


f f(x) fa (t— 1) dr, 
0 
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autrement dit 
t 
Fi (p) F3 (p) > | 1a (0) fa(é—v) dr. (39) 
0 
Démonstration. Trouvons l'image de la fonction 
t 
(AA dr, 
ð 
en partant de la définition de l'image 
t co t | 
L {Ò hht od} = | e [Thot dr] dt. 
0 0 : 


L'intégrale du second membre est une intégrale double, étendue au. 
domaine limité par les droites t = 0, t = # (fig. 398). Changeons 
l'ordre d'intégration dans cette intégrale, 
nous obtenons alors: 


L [famht-aa}= 


0 


t t o o0 
Fig. 398 z į LA (1) f e'f, (t— T) dt] dr. 
0 T 


Effectuant le changement de variable £ — t = z dans l'intégrale 
intérieure, nous obtenons: 


| e'ha (t—i)dt= | e-roj, (diner | ef, (a) done vr;(p). 
T 0 ! 
Par conséquent, 


L (| fi (T) fa (t— 1) dr} = f fı (1) e-P"F, (p) dt = 
0 0 


=F, (p) | e-vf (1) de= Fa (p) Fi (p). 
0 
Ainsi, 


t 
| A fa — 1) dr< Fi (p) Fa (p). 
0 


$ 13] THÉORÈME DE CONVOLUTION 465 


C'est la formule 45 du tableau 4. 
Y 
Remarque 1. L'expression | fa (T) fa (t — q) dr est appelée 


; û 

convolution (ou produit de composition) des deux fonctions f, (+) 
et fz (t). L'opération du calcul correspondant est appelée transforma- 
tion de convolution de deux fonctions et on a alors 


t t . 
| AO htr dr= (ft fa (0) dr. 
0 0 


La validité de cette dernière égalité peut être établie.en effectuant 
le changement de variable £ — t = z dans l'intégrale du second 
membre. 


Exemple. Trouver la solution de l'équation 
tant (#), 
vérifiant les conditions initiales: zọ = rọ = 0 pour t = 0. 
Solution. Ecrivons l'équation auxiliaire (34') 
z (p) (p? + 1) = F (p), 
où F(p) est l’image de la fonction f (ż). Par conséquent, z(p)= Fri = I F (p) 


mais 


z à rl — siné ct F (p) Ay f (t). Appliquant le théorème de convolution (39) 
T è i 


et désignant He (p), F (p)= F; (p), nous obtenons 


t 
z (t)= \ f (x) sin (£— T) dr. (40) 


Remarque 2. A l'aide du théorème de convolution on peut 
trouver aisément l’image de l'intégrale d’une fonction donnée 
si l’on connaît l'image de cette fonction; autrement dit, si F (p) — 
— f (t), alors 


t 
i 
Ž F(p | f(0 dr. (41) 
U 
En effet, si nous introduisons les notations 


hO=1E, RO=1 alors F(p=F(p, Fa) =+. 


Portant ces fonctions dans la formule (39) nous obtenons la for- 
mule (41). 
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°$ 14. Equations différentielles des oscillations mécaniques. 
Equations différentielles de la théorie des circuits électriques 


On sait de la mécanique que les oscillations d’un point matériel 
de masse m sont a. par l'équation *) 


et ue 8 fa ON (42) 


x£ désignant i ici l’écart du point d'une certaine position, k la rigidité 
du système élastique, par exemple du ressort, la force de résistance 
au mouvement est proportionnelle (avec un ‘coefficient de propor- 

tionnalité À) au premier degré de la vites- 


€ L se, fı (& est la force extérieure ou de per- 
turbation. 

F La solution d’une équation du type (42) 

E p décrit également les petites oscillations 


d'autres systèmes mécaniques à un degré 
de liberté, par exemple les vibrations de 
torsion du volant sur un arbre flexible si x 


= est l'angle de rotation du volant, m le mo- 
ment d'inertie du volant, k la rigidité à la 
Fig. 399 torsion de l'arbre et mf, (t) le moment des 


forces extérieures par rapport à l'axe de ro- 
tation. Les équations du type (42) décrivent non seulement les 
oscillations mécaniques, mais aussi les phénomènes se déroulant 
dans les circuits électriques. 

Soit un circuit électrique, composé d’une inductance L, d'une 
résistance À et d’une capacité C, auquel est appliquée une force 
électromotrice Æ (fig. 399). Désignons par ¿ le courant dans le circuit 
et par Q la charge du condensateur, alors comme on sait de l'élec- 
trotechnique à et Q vérifient les équations suivantes: 


di . Q 
dQ _, 
Fa = 1, (44) 
‘Nous obtenons de l'équation (44): 
dQ di ’ 
er (44°) 


Portant (44) et (44) dans l'équation (43) nous obtenons pour Q 
une équation du type (42): 


LLR QE. (45) 


[de 


*) Cf., par exemple, ch. XIII, g 26, où l’on a établi une équation de ce 
genre lors de l'étude des oscillations d'un poids fixé à un ressort. 
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Dérivant les deux membres de l'équation (43) et utilisant 
l'équation (44), nous obtenons l'équation déterminant le courant i: 


di i dE 


LTR tri ra: (46) 
Les équations (45) et (46) sont des équations du type (42). 
$ 15. Résolution de l'équation différentielle des 
oscillations 
Ecrivons l'équation des Por ton sous la forme 
a tayr = rt ar =f(#), (47) 


où le sens mécanique ou physique de la fonction recherchée x, des 
coefficients 4&4, a et de la fonction f (£) est aisément établi en compa- 
rant cette équation avec les équations (42), (45), (46). Trouvons la 
solution de l'équation (47), vérifiant les conditions initiales : £ = xs, 
z’ = x; pour ét = 0. 

Formons É équation auxiliaire pour. l'équation (47): 


z(p) (P+ ap +@e)= Top +2, +@ito+ F (p), (48) 


où F(p) est l'image de la fonction f(¿). Nous tirons de l’éga- 
lité (48): 


= zo (P) +T6-arto + Fip) 
T (P= aena t P?+ap+a (49) 


Ainsi, pour la solution Q (i) de l'équation (45), vérifiant les 
conditions initiales: Q—@5, @'-=Q; pour 1—0, l'image sera de 
la fořme 


= L JR E 
Q (p)= (Qop + Qo) i Qo 4 (p) r- 
LP+Rp+ T LP- Rp-+- 


Le caractère de la solution, dépend essentiellement des racines du 
trinôme p? + ap + a: seront-elles complexés, réelles et distinctes 
ou réelles et égales. Considérons en détail le cas où les racines du 


2 
trinôme sont complexes, c'est-à-dire quand (5 ) — 42 <0. On 


analysera d'une manière analogue les autres cas. 

Comme l’image de la somme de deux fonctions est: égale à la 
somme de leurs images, en vertu de la formule (38) l'original pour 
la première fraction située dans le second membre de (49) sera de la 
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forme 
14 
zoP+T6+-&to . zt aĝ. 
NAT e zacost ]/ a — ~+ 
1 ETES a 2% 
, | 204 | 
D PME (50) 
f a3 2 4 l° 
. E 


Trouvons ensuite l'original correspondant à la fraction 
P 
P+ apta 


Nous utiliserons ici le théorème de convolution en remarquant que 


. 4 s e Sio. y a F 2 
Phare > L7 g mty ms FA. 


Par conséquent, nous obtenons d'après la formule. (39) 
F(p) 
PFa Fa” 
f CA —7 | 
Mere à UE 2“ ? sin (6—1) y a — À dt. (51) 


Va 
RE A 


Ainsi, nous obtenons de: a en. tenant compte de (50) et (51) : 


PRE rA Toa 5 . 
4, 4 z+ s à TT TE 7 
z(i)=e ? [y a +— pr sin t dr + 
x a 
Va 


+ a f Je a sin GT) Va À dr. (52) 


. Si la force extérieure FAC) =0, c 'est-à-dire, si nous sommes. en 
présence d'oscillations mécaniques ou électriques libres, la solution 
est donnée. par le premier terme: du second membre: de ‘T'expres- 
sion. (52): Si les valeurs initiales sont nulles: zp =z; — 0; alors 
la: solution ‘est. donnée par: le second: terme -du: second’ membre de 
l’egalité (52): Considérons ces cas plus en: détail. 
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$ 16. Etude des oscillations libres 


Supposons que. l'équation (47) décrit des oscillations libres, 
c'est-à-dire que f () =0. Introduisons pour plus de commodité 
dans l'écriture des formules les notations: a, = 2n, az = kè, kå = 
‘= k? — n?. Alors l'équation je prendra la forme 


2r +n g thx 0. (53) 


La solution de cette équation x, vérifiant les conditions ini- 
tiales (z = zo, &° = x, pour ż¿ = 0) est donnée par la formule (50) 
ou par le premier terme de la formule (52) : 


n(t)=e"! [a cos kit + ee” sin kit | À (54) 


Posons zo = 4, atir b. Il est évident que pour tout a et b 


on peut choisir M et ô de sorte que l'on ait a = M sin ô, b = 
= M cos ô, alors M? = a? + b?, te ô = a/b. Ecrivons la ‘formule 
(54) sous la forme: 


zı = e™ [M cos kit sin ô + M sin kit cos 6], 
on peut alors en définitive écrire la solution ainsi: 
n=Va+be"t sin (kit +ô). (55) 


La solution (55), correspond aux oscillations amorties. 
Si 2n = ai = 0, c'est-à-dire si l'on néglige le frottement interne, 
alors la solution sera de la forme 


a = Va? + t sin (kit + ô). 
` Nous aurons dans ce cas des oscillations harmoniques. (Dans le 


ch. XIII, $ 27 sont donnés sur les fig. 276 et 278 les graphiques 
des oscillations harmoniques et amorties.) 


$ 17. Etude des oscillations harmoniques amorties dans le 
cas d’une force extérieure périodique 


Lors de l'étude des oscillations élastiques des systèmes méca- 
niques et. particulièrement lors de l'étude des oscillations électriques, 
on est amené à considérer divers types de forces extérieures f (t). 
Etudions en détail le cas d’une force extérieure périodique. puppa 
sons que l'équation (47) soit de la forme 


dx dr 


Tr ton kr = A sin ot. (56) 
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Pour élucider la nature du mouvement il suffit de considérer le 
cas où zo = x, = 0. On pourrait obtenir la solution de l'équation 
d’après la formule (52), mais il est plus commode ici du point de 
vue méthodique d’ obtenir la solution en effectuant tous les cal- 
culs intermédiaires. 

Ecrivons l'équation de l'image 


2 (p)(p°+2np +K) = Ar à 
d'où nous obtenons : 


A. 
z (P) = Ge Ge Fan 00 

Considérons le cas où 2n-£0 (n?<<k?). Décomposons la frac- 
tion du second membre en fractions simples : 


._ 40 : Np+B Cp+D 
TERRE ESS mnt pipes 8) 


Nous déterminons les constantes N, B, C, D':par la méthode des 
coefficients indéterminés. Utilisant la formule (38) nous tirons 
de (57) l'original 


a (t)= mooo 1 — oœ?) sin of — 2no cos œt + 
et [ (22—40) sin ktt no cos Hat ]} ; (59) 


ici de nouveau k; = V k7 — n°, C'est précisément la solution í de 
l'équation ` (56), vérifiant les conditions initiales: “To = To 
pour ¿ = 0. 

Considérons le cas particulier 27 = 0. Dans un système méca- 
nique par exemple, cela correspond au cas où il n'y a pas de résistance 
interne, pas. d’amortisseurs. Pour un contour électrique cela cor- 
respond au cas où R — 0, autrement dit que là résistance interne 
du circuit est nulle. L'équation (56) prend alors la forme. 

a + x = À sin ot, (60) 
et nous abtiondrons, la solution de TE équation vérifiant les condi- 
tions m=, =Q pour ¿= 0, si nous posons dans la formule (59)n=0: 


TEE sin e +k sinat]. (61) 


Nous avons ici la somme de. deux oscillations harmoniques : 
les oscillations propres de fréquence k: 


A 
Tpr (t) = -uai y z sin kt 
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et les oscillations forcées de fréquence «© : 


Ttorc (£) = n- o2 sin ot. 


Dans le cas où k © o, le caractère des oscillations est représenté 
sur la fig. 400. 

Revenons encore une fois à la formule (59). Si 2n >.O, ce qui 
a lieu pour les systèmes mécaniques et électriques considérés, le 
terme, contenant le facteur et et représentant les oscillations 
propres amorties, décroît rapidement lorsque ż¿ croît. Pour les t 
suffisamment grands, le caractère 
des oscillations est déterminé par le. 
terme ne recelant pas le facteur e™™', 
c'est-à-dire le terme 


A ahat 
z(t) = Tea} An? {(k? — o?) sin œt = 


— 2no cos oż}. (62) 
Introduisons les notations : 
A (2—0?) 
05e antaa M cos; 
A-2r0 ic (63) 
= M sin 6, 


7 (Ko?) jno? 


Ni Sanh Fig. 400 
VU) Ano 
On peut écrire ainsi la solution (62): 


x(t)= = sin (ot + ô). (64) 


2 


k2 TS Hán? — 2 


Il découle de la formule (64) que la i k des oscillations 
forcées ne correspond pas à la. fréquence œ de la force extérieure. 
Si la résistance interne caractérisée par le nombre n est faible et si 
la fréquence œ est proche de la fréquence k, l'amplitude des oscilla- 
tions peut être rendue arbitrairement grande, car le dénominateur 
peut être rendu aussi petit que l'on veut. Pour n = 0, œ? = k?, 
la solution ne s'exprime pas par la formule (64). 


§ 18. Solution de l'é équation des oscillations dans le cas 
de la résonance 


Considérons le cas particulier a; = 2n = 0, c'est-à-dire quand 
la résistance est nulle, et la fréquence de la force extérieure coïncide 
avec la fréquence des oscillations propres k = w. Dans ce cas l’équa- 
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tion prend la forme 
2. + kr = Asin kt. (65) 


Nous cherchons une solution de cette équation vérifiant les 
conditions initiales: to = 0, x, = 0 pour t = 0. L'équation auxi- 
liaire sera 


= k 
z (p) (P+) =A- 
d'où 
— : Ak 
z(p)— PF REY ‘ (66) 


Nous avons obtenu une fraction rationnelle régulière du type IV 
que nous n'avons pas étudiée sous sa forme générale. Pour trouver 
l'original de l'image (66) nous aurons recours à l'artifice suivant. 
Ecrivons l'identité (formule 2, tableau 1) 

re ( e?! sin kt dt (67) 
pP +k? i 
0 
Dérivons *) les deux membres de cette égalité par rapport à k: 


o 


2 $ 
li Pe | e't cos kt dt. 
d 


pF k (pF k?) 
Utilisant l'égalité (67), nous écrirons ainsi cette égalité : 


2k2 


TRE -Í Ca [teos kt—4 1 sinar] dt. 


Il en découle immédiatement : 
Ak e 
(PFPE 
(nous obtenons de cette kal la formule 13 du tableau 1). Ainsi 
la solution de l'équation i sera 


2r ir sin kt—t cós kt) 


z(t) =p (5 sin kt—tcos kt) (68) 
Etudions le second terme de cette solution | 
T2 QE — À teos kt ; (68) 


*) L'intégrale du second membre peut être représentée sous la forme d’une 
somme de deux intégrales de la variable réelle dont chacune dépend du para- 
mètre k. 
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lorsque £ croît, cette quantité n’est pas bornée. L'amplitude des 
oscillations correspondant à la formule (68) augmente indéfini- 
ment lorsque # croît indéfiniment. Par conséquent, l'amplitude des 
oscillations correspondant à la formule (68) augmente aussi indé- 
finiment. Ce phénomène qui a lieu quand la fréquence des oscilla- 
tions propres coïncide avec la fréquence de la force extérieure est 
appelé résonance (cf. également ch. XIII, $ 28, fig. 280). 


§ 19. Théorème du retard 


Supposons que la fonction f (t) soit identiquement nulle pour 
t< 0 (fig. 401, a). Alors la fonction f (4 — to) sera identiquement 
nulle pour ¿+< to (fig. 401, b). Démontrons le théorème du retard 
suivant. 


{ w 


Fig. 401 


Théorème. Si F (p) est l’image de la fonction f (t), alors 
e`Pto F (p) est l'image de la fonction f (t — to), c'est-à-dire si f (t) <- 
<- F (p), alors ; 
f (t — to) < e™®t F (p). (69) 


Démonstration. Par définition de l'image nous avons: 


L{f (t—to)} = | e'f (t— to) dt = 
0 


to œ 
= f ePlf(t— to) dt + | e-Ptf(i— to) dé. 
ù io 
La première intégrale du second membre de l'égalité est nulle 
car f (t — to) = 0 lorsque ¿< to. Effectuons dans la seconde inté- 
grale un changement de variable en posant £ — to = 2: 
L{f (£ —t)} = È e-P@t0f (z) da= e-o È e-vf (z) da= e=toF (p). 
ù ù 
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Ainsi, f (t — to) <- et F (p). 
Exem ple. Nous avons établi aù.§ 2 pour la fonction unité. de Heavi- 
side: © (#) ses Il découle en vertu du théorème démontré que: pour la 


Fig. 402 


fonction üop(—h) représentée sur la fig. . 402 l’image L sera L emh, 
c'est-a-dire 


Oo (E—h) <— _ eph, (70) 


§ 20. La fonction delta et son image 


Considérons la fonction 
à pour é<0, 
Cu, k) =$ loo (t) — 60 (— 4) = 4 + pour 0t <h, (71) 
.0 pour x <t, 


représentée sur la fig. 403. 

Si l'on assimile cette fonction à une force agissant pendant 
un terval de temps de 0 à h, le reste du temps étant nul, il est 
évident que l'impulsion de cette force 
est égale à l'unité. 

-= D'après les. formules (8) et (70) 
l’image de cette fonction est 


4 (+= e-h) > 
m 


c'est-à-dire 


, — ePi: 
Fig. 403 o; (t, h) <+ LS). (72) 

En mécanique il est commode de considérer les forces agissant 
pendant un très bref intervalle de temps comme des forces d’une 
action instantanée mais d’une impulsion finie. C'est pourquoi on 
introduit la fonction ô (?) en tant que limite de la fonction o; (t, h) 
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Jorsque hk — 0: | 
ô (t) = lim o; (t, k) *). (13) 


Cette fonction est appelée fonction unité ou fonction delta. 
Posons naturellement 


co 


| 5 (t)dt=1. (74) 
On écrit également i 
0 
f ô (t)dt=1. (75) 
0 


Notons que la fonction ô (x) est utilisée non seulement en mé- 
canique; on la trouve dans de nombreuses branches des mathéma- 
tiques et notamment dans la résolution de nombreuses équations 
de la physique mathématique. 

Considérons l’action ô (1) si elle est assimilée à une force. Cher- 
chons la solution de l'équation 


= ô (t) (76) 
vérifiant les conditions initiales s=0, =0 pour ż¿=0. De 
l'équation (76) et compte tenu a (75) il pra 

E (77) 
| 0 


quel que soit #, et en particulier pour ż = 0. Par conséquent, en 
définissant ô (x) au moyen de l'égalité (73), on peut assimiler cette 
fonction à une force communiquant à un point matériel de masse 
égale à l'unité, à l'instant ż.= 0, une vitesse égale à l'unité. 

Définissons l'image L de la fonction ô (?) comme la limite de 
l'image de la fonction o; (4, k) lorsque k — 0: 


4 1—ePh 1 


Lieli. A so Ped 
(pour établir cette limite on s'est servi de la règle de L'Hospital). 
Donc 
ô (t) <- 1. (78) 


On définit ensuite la fonction ô (t — to) que l’on peut assimiler à 
une force communiquant pendant un temps très court, à l'instant 


*) Il ne faut pas perdre de vue que ô (t) n'est pas une fonction dans le sens 
habituel de ce terme. (Bien des auteurs physiciens l'appellent fonction de 
Dirac.) 
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t = to, à une masse égale à l'unité, une vitesse égale à l'unité. 
Il est évident qu’en vertu du théorème du retard nous aurons: 
5 (t — to) < et. 
Par analogie avec (75) on peut écrire: 
| A 
{ ô (t—t)dt=1. (80) 
to ; 

De l'interprétation mécanique que nous venons de donner il 
résulte que si la fonction delta se trouve dans le deuxième membre 
d'une équation elle peut en être éliminée par un changement adé- 
quat des conditions initiales. Illustrons ce que nous venons de 


dire par un exemple simple. Soit à résoudre l'équation différen- 
tielle 


d2 z | 

Sr =f (8) + 6 (+) (81) 
avec les conditions initiales : to = 0,7, = 0. pour t = 0. L'équation 
auxiliaire est L 

; p'z(p) =F (p) +1, (82) 

d'où 

— F 

z(p)= i . P 


D'après les formules (9) et. KAB): du tableau il vient 
z(t)— | JR) (Er) dr +4. (83) 


Nous aurions abouti à ce même résultat si nous avions eu à ré- 
soudre l'équation 


dx .. 
ga “Í (t). 


avec les conditions initiales: zọ = 0, z = 4 pour ¿= 0. Dans 
ce cas l'équation auxiliaire aurait été: 


p’z (p) — 1 = F (p). (84) 


Elle est équivalente à à l'équation auxiliaire (82) et sa solution coïn- 
cidera, par conséquent, avec la solution (83). 

En conclusion nous allons noter une importante propriété de 
la fonction delta. D'après les égalités (74) et (75) nous pouvons 
écrire 
t 
{ Sad] O pour Sane ' (85) 

| 41 pour OK< œ, 


— 09 
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c'est-à-dire que cette intégrale est égale à la fonction unité ogo (t) 
de Heaviside. 
Par conséquent, 
ł 
o (t)= f 80) dr. (86) 


— 00 


En dérivant par rapport à ż¿ les deux membres de l'égalité, nous 
obtenons l'égalité conditionnelle 


06 () = ô (8). (87) 
Pour mieux comprendre le sens de l'égalité conditionnelle (87) 


considérons la fonction To (t, h) représentée sur la fig. 404. Il est 
évident que 


o; (t, h) = o, (t, h) (88) 


(à l'exception des points ż = 0 et t — h). En passant à la limite 


Fig. 404 


lorsque k —> 0 dans l'égalité (88), on voit que So (é, k) — oo (t) ce 
qu’on note par 


o; (t, h)— o; (t) lorsque k—>0. 
Le deuxième membre de l'égalité (88) o, (t, k) —+ ô (à). lorsque 


h—> 0. Par conséquent, l'égalité (88) prend la forme de l'égalité 
conditionnelle (87). 


Exercices 


A Trouver la solution des équations suivantes pour les conditions initiales 
onnées: 


d2?z dz | z 

1. aa t? +20, æ=A, z'=2 pour ¿=0. Rép. r—4e-t—3e"2t, 
3 2 

2, ËT ËO, r=2, 0 s'=4 pour t=0. Réel PE 


di dt? 
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t 


dr. 


d 7. 
3. La da a+) 20, T=), z' =x pour t=0. Rép. T= 


at 
= [Tob cos bé + (x4 — zoa) sin bt). 


dr „dz 1 
UE Le QUE = e5t = = = ig 
4. TE 3 FT +2rz= e65, x 1, z= 2 pour ż¿=0. Rép. r=73 € 
+7 ipie, 
5. Tr +m?z=a cos nt, z= zo, z’ =z pour t=0. 
R 
Rép. z=- (cos nt — cos mt) + To cos mt+ #0 sin mt. 
2 
6. US z=0, z’=0 pour t=0. Rép. a Det À 1312972. 
dix 1 1 3 
7 = — {2 b = r = t! = = É = — 2 = == = 
7. Sa Ha zei, z= z' = 7" =0 pout ż=0. Rép. x 7 (: 3t+ z) « 
1 1 tV3 sde 2 
poep. a E = i e 
5 y {008 — V3sin } 


dx. 1 # 
8. ga den h to = To= T =0 pour t=0. 


Rép. 21e te cos - 
dix dx 

9. TE 2—7 ae +r=sin t, rog=z =z =T =0 pour t=0. 
Rép. a+ let (é—2)+ et (142) +2 sin 1]. 

10. Trouver la solution du système E différentielles 


dx 
het rte 
vérifiant les conditions initiales z0=—yo—#6—yo—0 pour t—0. 
i 1 1 
É = — — 7 — et — —! 
Rép. x (1) z CoSi+re tre À 
1 


y (t) = 5 cos = dy et- i. S 


Chapitre XX 


ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS 
ET DE LA STATISTIQUE MATHÉMATIQUE 


L'expérience de tous les jours confirme que dans de nombreuses 
situations pratiques de la vie courante, ainsi que lors des recherches 
scientifiques nous sommes continuellement confrontés. avec des 
situations pour lesquelles les lois du déterminisme rigoureux aux- 
quelles nous sommes familiarisées depuis notre enfance ne sont 
plus valables. Citons quelques exemples. Supposons que nous nous 
intéressons au nombre d'appels qu'un service d'ambulance reçoit 
tout au long de la journée. 

De nombreuses observations montrent, qu'il n’est pas possible 
de prévoir avec exactitude le nombre d’ appels que recevra le service 
au cours des journées à venir. Ce nombre est soumis à des fluctua- 
tions importantes et aléatoires. Le temps que devra passer le mé- 
decin au chevet du malade à partir du moment de l'appel de l'am- 
bulance est également. aléatoire. 

Si on met à l'essai un certain nombre N de pièces quelconques, 
fabriquées semblerait-il dans des conditions identiques à partir 
des mêmes matériaux, le temps s’écoulant entre le début de l'essai 
jusqu'à la mise hors d'usage de la pièce (jusqu'à l’état de rebut) 
s'avère aléatoire et soumis à une fluctuation assez forte. 

Quand on procède à un tir au but on observe une dispersion 
des projectiles. Il n'est pas possible d'indiquer à l'avance l'écart 
entre le point d'impact du projectile et le centre de l'objectif, c'est 
‘une grandeur aléatoire. 

La simple constatation du caractère aléatoire d’un événement 
est absolument insuffisante pour que l’on puisse utiliser efficace- 
ment un phénomène naturel, ou contrôler un processus technolo- 
gique; il convient d'apprendre à estimer quantitativement les évé- 
nements aléatoires et à prévoir leur déroulement. C’est là l'exigence 
impérieuse des problèmes théoriques et pratiques. 

Deux disciplines mathématiques, la théorie des probabilités 
et la statistique mathématique, s'occupent précisément de la solution 
des problèmes qui se posent dans ce domaine et de la création d’une 
théorie mathématique générale. La théorie des probabilités et ses 
applications dans les nouvelles branches de la science se sont large- 
ment développées ces derniers temps grâce notamment aux recher- 
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ches des savants soviétiques. Il importe de citer tout d'abord les 
travaux de A. Kolmogorov, B. Gnedenko, N. Smirnov. 

Nous exposerons dans ce chapitre les éléments de la théorie. 
des probabilités et de la statistique mathématique. 


$ 1. Evénement aléatoire. Fréquence relative d'un 
événement aléatoire. Probabilité d’un événement. Objet de 
la théorie des probabilités 


La notion fondamentale de la théorie des probabi ilités est celle 
d'événement aléatoire. On appelle événement aléatoire un événement 
qui pour certaines conditions peut soit se réaliser, soit ne pas se 
réaliser. 


Exemple 1. L'apparition du côté face, quand on jette une pièce 
de monnaie, est un événement aléatoire. 

Exemple 2. Le fait d'atteindre le but visé au cours d'un tir est un 
événement aléatoire.. . 

Exemple 3. Lors de la fabrication d'un cylindre d'un diamètre requis 
de 20 cm, le fait de commettre une erreur inférieure à 0,2 mm avec les moyens 
de production dont on dispose est un événement aléatoire. 


Définition f. On appelle fréquence relative p* d'un événe- 
ment aléatoire À le rapport m* du nombre de réalisations de cet 
événmeent au nombre total n* d'épreuves identiques réalisées au 
cours desquelles l'événement donné aurait pu ou non se produire. 
Nous écrirons : 

* ; _ m* 
P+ (4y= p=. (1) 

Il découle de l'observation de divers phénomènes que si le nombre 
d'épreuves dans chaque série est pratiquement peu élevé, les fré- 
quences relatives de l'apparition de. l'événement Æ dans chaque 
série peuvent notablement différer l’une de l’autre. Si le nombre 
d'épreuves dans les séries est élevé, alors, en règle générale, les 
fréquences relatives de l'apparition de l'événement À dans les 
diverses séries différeront peu les unes des autres et ceci d’autant 
plus que le nombre d'épreuves dans les séries est élevé. On dit alors 
que pour un nombre élevé d'é épreuves la fréquence relative. présente 
de moins en moins un caractère aléatoire. Notons toutefois ‘qu'il 
existe des événements à fréquence instable, de sorte que ses valeurs, 
même pour de très grandes séries, peuvent fortement différer les unes 
des autres. 

L'expérience montre que, dans. la grande majorité des cas, il 
existe un nombre constant p tel que les fréquences relatives de la 
réalisation de l'événement. À: pour un grand nombre d'épreuves 
répétées diffèrent très peu, quelques rares cas excepté, de ce nombre p- 
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Ce fait empirique s'écrit symboliquement de la manière sui- 
vante : è 


<a a> P- (2) 


Le nombre p est appelé probabilité de la réalisation de l'événe- 
ment aléatoire A. L'écriture symbolique de cette phrase est alors 
P (4) =p. (3) 

La probabilité p est une caractéristique.. objective de l'éven- 
tualité de la réalisation de l'événement A pour les épreuves don- 
nées, définie par la nature de l'événement À. 

La fréquence relative diffère peu pour un nombre élevé d'épreu- 
ves de la probabilité, exception faite de « cas très rares » dont on 
peut souvent négliger l'éventualité. 

La relation (2) est habituellement formulée de la manière sui- 
vante : - 

Quand le nombre d'épreuves (expériences répétées) n* augmente 
indéfiniment la fréquence relative de l'événement À tend vers la pro- 
babilité p de la réalisation de cet événement. 


Remarque. Dans nos raisonnements précédents nous avons 
postulé à l'appui de faits empiriques la relation (2). On peut égale- 
ment postuler d’autres conditions naturelles, découlant de l'expé- 
rience. Dans ce cas on pourra établir la relation (2), qui sera alors 
un théorème. C’est le théorème bien connu en théorie des probabilités 
de J. Bernoulli (1654-1705). 

La probabilité étant une caractéristique objective de l'éventua- 
lité de la réalisation d’un certain événement, on doit savoir, pour 
prévoir la nature du déroulement de nombreux processus, que l’on 
considère dans la gestion de la production, l'économie, la science 
militaire, etc., déterminer la probabilité de la réalisation de certains 
événements complexes. La détermination de la probabilité de la 
réalisation d'un événement d’après les probabilités des événements 
élémentaires conditionnant l'événement complexe considéré, l'étude 
des lois probabilistes régissant les divers événements aléatoires 
constituent l’objet de la fhéorie des probabilités. 


§ 2. Définition classique de la probabilité et calcul 
direct des probabilités 


Dans de nombreux cas, l'analyse de l'épreuve correspondante 
permet de calculer la probabilité de l'événement aléatoire considéré. 
Pour expliciter l'exposé qui suivra considérons l'exemple suivant. 


Exemple 1. Nous appellerons dé à jouer un cube homogène, sur les 
faces duquel sont notés les chiffres de 1 à 6. donsidérgna l'événement aléatoire 
consistant en l'apparition du nombre ! (1 < l < 6) sur la face supérieure du 
cube quand on jette le dé. Comme, en vertu de la 5; symétrie du dé, les événements 
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consistant -en l'apparition d'un certain nombre compris entre 1 et 6 sont éga- 
lement probables, on les appelle équiprobables. Quand on jette le dé un grand 
nombre de fois on peut s'attendre à ce que le nombre /, de même que chacun des 
nombres compris entre 1 et 6 apparaîtra sur la face supérieure du dé environ 


g lois. C'est là un fait confirmé par l'expérience. 


1 
La fréquence relative sera proche du nombre p* = 5 C'est pourquoi on 
‘estime que la probabilité de l'apparition du nombre 7, de même que de tout 
autre nombre compris entre 1 et 6, sur la face supérieure du dé, est égale à 5: 


Nous passerons maintenant à l'analyse des événements aléatoires 
dont les probabilités peuvent être calculées directement. 


Définition 1. Des événements aléatoires sont dits incom- 
patibles pour une épreuve donnée s’il est exclu qu’au cours de cette 
épreuve deux d’entre eux puissent avoir lieu simultanément. 

Définition 2. Nous dirons que les événements aléatoires 
forment un système exhaustif (ou complet), si au cours de chaque épreu- 
ve chacun d’entre eux peut: être réalisé, tout en excluant la réalisa- 
tion de tout autre événement incompatible avec eux. 

Considérons le système exhaustif d'événements aléaioires équipro- 
bables et incompatibles. Nous appellerons ces événements des cas 
(ou chances). 

Un cas de ce système est dit favorable à la réalisation de l’événe- 
ment À, si l'apparition de ce cas implique la réalisation de l’événe- 
ment À. 

Exemple 2. Une urne contient 8 boules numérotées de 1 à 8. Les 


boules affectées des chiffres À, 2 et 3 sont rouges, les autres sont noires. Le tirage 
de la boule numéro t (de même que des boules numéro 2 ou 3) est un événement 


favorisant l'apparition d’une boule rouge. 

Pour le cas considéré on peut donner une définition du concept 
de probabilité différente :de celle du § 1. 

Définition 3. On appelle probabilité p de l'événement À 
le rapport du nombre m de cas favorables au nombre n de tous les 
cas possibles constituant le système exhaustif d'événements équipro- 
bables incompatibles, ou symboliquement 

P (4)=p=7. (1) 


Définition 4. Si tous les z cas formant un système exhaus- 
tif d'événements équiprobables ineompatibles sont favorables à la 
réalisation d’un événement quelconque, un tel événement est dit 
certain; la probabilité d’un événement certain est p = 1. 

Un événement auquel aucun des v cas formant un système exhaus- 
tif d'événements équiprobables incompatibles n'est favorable est 
dit événement impossible; sa probabilité p = 0. 

Remarque 1. Les affirmations inverses sont également 
vraies dans ce cas. Toutefois dans d’autres cas, par exemple, dans 
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le cas d’une variable aléatoire continue ($ 42), les affirmations inver- 
ses peuvent être fausses, en d’autres termes le fait, que la probabilité 
d'un événement est égale à 1 ou à 0, n'implique pas nécessairement 
que cet événement est certain ou impossible. 
T1 découle de la définition de la probabilité qu'elle vérifie la 
relation 
0<p<i. 


Exemple 3. On choisit une carte dans un jeu de 36 cartes. Quelle est 
la probabilité pour que ce soit un pique ? 


Solution. Nous avons ici le schéma des cas équiprobables. L'évé- 
nement À consiste en l’apparition d’une carte de pique. Le nombre totale de 
cas est n — 36. Le nombre de cas fayorablis à l'événement A est m = 9. 


Nous avons, par conséquent, p = PTT 


Exemple 4. On jette simultanément deux pièces. Quelle est la proba- 
bilité d'amener face sur les deux pièces ? 


Solution. Composons le schéma des cas possibles. 


| Première Seconde 
| pièce pièce 


4er cas face face 
277 cas face pile 
gième cas pile face 
ième cas pile pile 


Nous avons en tout 4 cas possibles, dont un seul est favorable. Par conséquent, 
MR à 4 
la probabilité d'amener face sur les deux pièces est PET: 


Exemple 5. La probabilité d'atteindre un objectif est z quand le tir 


est exécuté avec une première arme et 10 quand il est exécuté avec une seconde 


arme. Trouver la probabilité de toucher la cible, si le tir est effectué simulta- 
nément avec les deux armes. On estime que la cible est atteinte, s’il est touché 
par l’une au moins des armes. : 


Solution. On peut simuler ce problème de la manière suivante. Deux 
urnes contiennent chacune 10 boules numérotées de 1 à 10. La première urne 
contient 8 boules rouges et 2 noires, la seconde 7 boules rouges et 3 noires. On 
retire une pa une les boules de chaque urne. Quelle est la probabilité que l’une 
au moins des 2 boules retirées soit rouge ? : E d . 

Comme n'importe quelle boule de la première urne peut être retirée avec 
rip quelle boule de la seconde urne, le nombre de cas est 100, ainsi 
n = 100. A ; | 

Calculons le nombre de cas favorables. 

Lors du prélèvement de chacune des 8 boules rouges de la première urne 
simultanément avec une boule quelconque de la seconde urne, il y aura parmi 
les boules sorties au moins une boule rouge. Le nombre de tels cas est 10 X 8 = 
= 80. Lors du prélèvement de chacune des deux boules noires de la première 
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urne simultanément avec chacune des 7 boules rouges de la seconde urne il y aura 
une boule rouge parmi les boules sorties. Le nombre de ces cas sera 2.X 7 = ' 
= 44. Le nombre total de cas.favorables sera ainsi m = 80+14 = 94 

La probabilité pour qu'il y ait parmi les boules sorties au moins une boule 
rouge est i : A 

nia 
PT TR T0 | 

C’est précisément la probabilité de tire au but. 


Remarque 2. Dans cet exemple nous avons ramené le pro- 
blème du calcul de la probabilité de tir au but au problème de la 
probabilité de l'apparition de telle ou telle boule lors du prélève- 
ment des boules d’une urne. De nombreux problèmes du calcul des 
probabilités peuvent ainsi être réduits à ce «schéma à urnes». 
C'est pourquoi les problèmes du prélèvement des boules d’une urne 
peuvent être considérés comme des problèmes généralisés. 


Exemple 6. Un lot de 400 articles recèle 10 pièces défectueuses. Quelle 
est la probabilité pour que parmi 4 pièces prises au hasard trois soient sans défaut. 


Solution. Il existe n= Cf manières de choisir 4 pièces dans un lot 
de 100. Le nombre de cas pour lesquels 3 des 4 pièces prélevées seront sans défauts 
est égal à m = ChCh. 

La probabilité cherchée sera alors: 


p= 7 Cho Co 144 0,3, 


$ 3. Somme des probabilités. Evénements aléatoires 
contraires 


Définition 1. On appelle somme de deux événements 4: 
et À, l'événement C, consistant en la réalisation de l’un au moins 
de ces deux événements. . 

Nous considérerons plus bas la probabilité de la somme de deux 
événements incompatibles Á; et A». Désignons la somme de ces 
événements par l 

A1 + 42 


À: ou A *). 


Passons maintenant au théorème suivant, dit théorème d'addition 
des probabilités (ou des probabilités totales). 


ou encore 


Théorème 1. Supposons qu'au cours d’une épreuve (phénomène, 
expérience) un événement aléatoire A, de probabilité P (A:) et un évé- 


+) Remarquons, que dans cette expression le mot «ou». ne possède pas - 
le caractère d'exclusion mais signifie simplement que l’un au moins de ces 
événements se réalisera conformément à la définition 1. f 
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nement À, de probabilité P (As) puissent être réalisés. Les événements 
A1 et À, sont incompatibles, La probabilité de la somme de ces événe- 
ments, c'est-à-dire de l'événement consistant en la réalisation ou bien 
de l'événement A,, ou bien de l'événement A», est alors calculée d'après 


la formule | 
P(A; ou A») = P (4:) + P (42). (1) 
Démonstration. Soit 
P(4)= T , P(4)= Z, 


Les événements Á, et 4 étant ne pour un nombre 
total n de cas, le nombre de cas favorables à la réalisation simulta- 
née des événements À; et Á», est égal à 0, et le nombre de cas favo- 
rables à la réalisation ou bien de l’ événement A1, ou bien de l'évé- 
nement A: est égal à mı + mo. Par conséquent, 


P(A, ou 4,)= "4e lu 4 Me _p(4)+P (4) 


ce qu'il fallait démontrer. 
On peut démontrer d'une manière analogue ce théorème pour un 
nombre arbitraire de termes 


P (4, ou Az ou... ou An) = P (4:) + P (42) +. Me 


Cette dernière égalité s'écrit encore : 


n n 
P(SA4)= DP (43). (4) 
i=1 i=i 

Remarque. Nous avons démontré le théorème d’addition 
pour le schéma des cas, quand la probabilité peut être déterminée 
par un calcul direct. Nous estimerons par la 
suite que le théorème de l'addition des pro- 
babilités est également valable dans le cas, 
où il n'est. pas possible d'effectuer le calcul 
direct des probabilités. Cette affirmation est 
basée. sur les considérations suivantes. Les 
probabilités des événements pour un grand 
nombre d’expériences sont proches (à de 
rares exceptions près) des fréquences relati- 
ves, et pour ces dernières la démonstration 
peut être conduite exactement de la même Fig. 405 
manière, qu'il a été fait plus haut. Cette 
remarque concerne également les démonstrations des théorèmes 


` 


suivants, qui feront appel au schéma à urnes. 
Exemple 1. On effectue un tir au but D composé de 3 zones dis- 


jointes (fig. 405). La probabilité de tomber dans la zone I est: P (4:)— T00 celle 
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de tomber dans la zone II est: P (4:) = met celle de tomber dans la zone 


HI est: P (43) = w . Quelle est la probabilité de tomber dans la zone D ? 


L'événement A consiste dans le fait de tomber dans le domaine D. D'après 
la formule (1’) nous avons: 


0 17 2 
P (4) +P (4) +P (A= a t Ha 


Définition 2. Deux événements sont dits contraires, s'ils 
sont incompatibles et s'ils constituent un système (exhaustif). 

Si nous désignons par À l'un des événements, nous désignerons 
l'événement contraire par À. 

Supposons que la probabilité de réalisation de l'événement À 
est p, alors nous désignerons la probabilité de la non-réalisation 
de l'événement À, c’est-à-dire la probabilité de la réalisation de 
l'événement À, par P (4) = q. 

Comme au cours de l'expérience il se réalisera absolument soit 
l'événement À, soit l'événement À, nous obtiendrons en vertu du 
théorème (1): | 

P (4) + P (4) =1, 
autrement dit la somme des probabilités des événements contraires 
est égale à l'unité: 
p+g=îi. (2) 


Exemple 2. On effectue une certaine mesure. Désignons par À le 
fait d'obtenir des erreurs inférieures à À. Soit P (4) = p. L'événement contraire, 
c'est-à-dire le fait d'obtenir une erreur supérieure ou égale à À, est l'événement 


À. La probabilité de cet événement est P (4) = q = 1 — p. 


Corollaire 1. Si les événements aléatoires A1, Ao, . . ., An 
constituent un système exhaustif d'événements incompatibles, on a 


l'égalité 
P (4) + P (42) +... + P (42) = 1. (3) 


Démonstration. Comme les événements A4, 42, . .., Án 
constituent un système exhaustif d'événements la réalisation de 
l’un de ces événements est un événement certain. Par conséquent, 


P(A, ou A», ou... ou An) — 1. 


Transformant le premier membre d’après la formule (1”) nous obte- 
nons l'égalité (3). 


Définition 3. Les événements aléatoires À et B sont dits 
compatibles, si au cours d'une épreuve donnée les deux événements 
peuvent avoir lieu, autrement dit, si les événements A et B peuvent 
être réalisés simultanément. 
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Nous désignerons par (4 ou B) ou (AB) l'événement consistant 
en la réalisation simultanée des événements À et B. Nous désignerons 
la probabilité de la réalisation simultanée des événements Á et B 
par P (4 et B). 


Théorème 2. La probabilité de la somme de deux événements 
compatibles est déterminée par la formule 
P (A ou B) = P (4) + P (B) — P (4 et B). (4) 


Nous donnerons une illustration géométrique de la formule (4). 
Introduisons d'abord la définition suivante. 


Définition 4. Soit donné un domaine D dont l'aire est 
égale à S. Considérons le domaine d faisant partie de D et dont l'aire 


est égale à S. Si le fait pour le point de tomber dans le domaine D 


Fig. 406 


est un événement certain, la probabilité pour le point de tomber 


dans le domaine d sera alors, par définition, égale à S, autrement 


dit p =$ . Cette probabilité est appelée probabilité géométrique. 
Nous avons alors, en estimant pour le point que le fait de tomber 
dans le carré de côté égal à 1 constitue un événement certain (fig. 406) : 
P (A ou B) = aire abcda, 
P (4) aire abfda, 
P (B) = aire bcdeb, (5) 
P (4 et B) = aire debfd. 


Il 


Il est évident qu'on a l'égalité 
aire abcda = aire abfda + aire bedeb — aire debfd. 


Portant dans cette égalité les premiers membres des égalités 
(5), nous obtenons l'égalité (4). 
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Nous pouvons calculer d’une manière analogue la probabilité de 
la somme d'un nombre quelconque d'événements aléatoires com- 
patibles. ~ | 

Notons que l'on peut démontrer le théorème 2, en partant des 
définitions et des règles des opérations énoncées plus haut. 


§ 4. Produit des probabilités des événements indépendants 


Définition 1{..On dit que l'événement À.est indépendant 
de l'événement B, si la probabilité de la réalisation de l'événement 
B ne dépend pas du fait que l'événement B se soit produit ou non. 


n, 
r un Re 
0000000009 


e @ 00000000 
A $ 


1m; 
2 nz 


Fig. 407 


Théorème 1. Si les événements aléatoires A et B sont indé- 
pendants, la probabilité de la réalisation simultanée des événements 
A et B est égale au produit des probabilités de réalisation des événements 


À et B: 
P (4 et B) = P (4)-P (B). (1) 


Démonstration. Utilisons pour la démonstration de ce 
théorème le schéma à urnes. Chaque urne contient respectivement 
n, et ns: boules. Dans la première urne il y a m, boules rouges et les 
autres noires et dans la deuxième urne m> boules rouges, le restant 
étant . noir. On retire une boule de chaque urne. Quelle est la pro- 
bibilité pour que les deux boules retirées soient rouges? 

Appelons événement A le fait de retirer une boule rouge de la 
première urne, et événement B le fait de retirer une boule rouge de la 
deuxième urne. Ces événements. sont indépendants. Il est alors 
évident, que 


— MA _ Ma 
P(4)= P(B E (2) 
Il est possible de retirer une boule de chaque urne nins fois. 
Le nombre de cas favorables au tirage de deux urnes de deux boules 


rouges est myn2. La probabilité de la réalisation simultanée des 
événements Á et B est 


P(A et By me LM, Pa, 
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Remplaçant dans cette formule 4 et Z2 par leurs expressions 
4 


2 B 
tirées tle (2), nous obtenons l'égalité (1). Une illustration de ce 
théorème est donnée à la fig. 407. 
Dans le cas de n événements indépendants 41, Áz, ..., Ah, 
on peut démontrer d’une manière analogue l'égalité 


P (4; et A» et ... et An) = P (4:)-P (4)... P (4%). (3) 


Exemple 1. Le fonctionnement fiable d'un appareil dépend de la 
fiabilité de fonctionnement de chacun de ses trois éléments composants. La 
probabilité du fonctionnement fiable de chacun de ces trois éléments au cours 
d’un cycle est respectivement égale à p, = 0,6; pa = 0,7; ps = 0,9. Trouver 
la probabilité du fonctionnement fiable de l'appareil au cours du cycle donné. 


Solution. D'après le théorème du produit des probabilités (3) nous 
aurons: 
P = P1' Pe’ Pa = 0,6-0,7-0,9 = 0,378. 


Remarque. Le théorème 2 du § 3 (formule (4)) sur la proba- 
bilité de la somme des événements compatibles s'écrit, compte tenu 
de la formule (4): 


P (4 ou B) = P (4) + P (B) — P (4)-P (B). (4) 


Exemple 2. La probabilité de la réalisation d'un événement au cours 
d’une épreuve est égale à p. Déterminer le nombre x d'épreuves nécessaires pour 
que la probabilité de la réalisation de l'événement soit plus grande ou égale à Q. 

Solution. Nous pouvons écrire d'après les théorèmes sur la somme et 
le produit des probabilités que 


QE (= pr 
Résolvant cette inégalité par rapport à n, nous obtenons: 


log (1— Q) 


n> Tog p) ` 


On peut aisément énoncer un problème de ce genre, comportant une telle 
solution analytique, dans les termes du « schéma à urnes y. 


§ 5. Eyénements dépendants. Probabilité conditionnelle. 
Probabilité totale 


Définition 1. On dit que l'événement A dépend de l’ événe- 
ment B, si la probabilité de la réalisation de l'événement À dépend 
de ce que l'événement B est ou non réalisé. 

Nous désignerons la probabilité de la réalisation de l'événement 
A, à condition que l'événement B ait lieu, par P (4/B) que nous 
l’appellerons probabilité conditionnelle de l'événement A sachant que 
B est réalisé. 


Exemple 1. Une urne contient 3 boules blanches et 2 boules noires. 
On retire une première boule de l’urne (premier prélèvement), puis une seconde 
(deuxième prélèvement). Appelons B l'événement actualisant l'apparition d'une 
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boule blanche au premier tirage, et À l'événement actualisant l'apparition d’une 
boule blanche au second tirage 


Il est évident que la probabilité de l'événement À, l'événement B étant 
réalisé, sera 
2 4 
P(4/B)= +=. 


La probabilité de l'événement A, l'événement B n'étant pas réalisé (le 
premier tirage a donné une boule noire), sera 
P(4/B) +. 
Nous voyons que i 
P (4/B) + P (4/B). 


Théorème 1. La probabilité de la réalisation simultanée de 
deux événements est égale au produit de la probabilité de Vun d'entre 


n 


P r a e 


n 
Fig. 408 


eux par la probabilité conditionnelle du second, calculée avec condition 
que le premier événement est réalisé, autrement dit 


P (A et B) = P (B)-P (4/B). (1) 


Démonstration. Nous donnerons la démonstration pour 
des événements, qui se ramènent au schéma à urnes (c'est-à-dire au 
cas où l’on peut appliquer la définition classique des probabilités). 

Supposons qu'une urne contienne n boules, dont n; sont blanches 
et no noires. Supposons encore, que parmi les n, boules blanches nf 
boules soient marquées d'un astérisque, et que les autres soient 
simplement blanches (fig. 408). 

Retirons une boule de l’urne. Quelle est la probabilité de l'évé- 
nement consistant en ce que la boule retirée soit une boule blanche 
marquée d’un astérisque? 

Soit B l'événement actualisant l'apparition d’une boule blanche, 
À. l'événement actualisant une boule blanche marquée d'un asté- 
risque. Il est évident, que 

— 4 
P(B}=—-. (2) 

La probabilité de l'apparition d'une boule blanche avec un 

astérisque, sous condition qu’on a retiré une boule blanche, sera 


P (A/B) =È. (3) 
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La probabilité de l'extraction d'une boule blanche avec un 
astérisque est P (4 et B). Il est évident, que 


n# 
P(A et De (4) 
Or 
ni __ M ni 
a (5) 


Portant dans (5) les membres de gauche des expressions (2), 
(3) et (4) nous obtenons: 
P (A et B) = P (B)-P (4/B). 
L'égalité (1) est démontrée. 

. Si les événements considérés n'entrent pas dans le cadre du 
schéma classique, la formule (1) sert à définir la notion de proba- 
bilité conditionnelle. La probabilité conditionnelle de l'événement À, 
si l'événement B est réalisé, est alors définie à l’aide de la formule 

_P(4etB) ,. 
R a ue 1. Appliquons cette dernière formule à l'expres- 


emarq 
sion P (B et À): 
P (B et À) = P (4)-P (B/A). (6) 


Dans les égalités (1) et (6) les premiers membres sont égaux, 
puisqu'il s'agit de la même probabilité; par conséquent, les seconds 
membres sont aussi égaux et on peut écrire l'égalité 


P (A et B) = P(B)-P (4/B) = P (4)- P (B/A). (7) 


Exemple 2. Pour le cas de l'exemple 1, donné au début de ce paragra- 
phe, nous avons: 


3 1 
P (B)=5 P (4/B)=-7. 
Nous obtenons d’après la formule (1) : 
3 1 3 
Reki = 


La probabilité P (4 et B) peut aussi être aisément obtenue par un calcul direct. 


Exemple 3. La probabilité de fabrication d'une pièce de qualité 
satisfaisant aux normes est, pour une machine-outil, égale à 0,9. La probabilité 
de réalisation d’une pièce de qualité supérieure à la norme parmi les pièces 
satisfaisantes est égale à 0,8. Calculer la probabilité de réalisation d'une pièce 
de qualité supérieure à l’aide de la machine-outil donnée. 


Solution. Appelons B l'événement consistant en la fabrication d'une 
pièce normale par la machine-outil, et événement À la réalisation d'une pièce 


de qualité supérieure. 
Ici P (B) = 0,9, P (4/B) = 0,8. 
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K Portant ces valeurs dans la formule (1), nous obtenons. la probabilité cher- 
chée Sei k 
P (4 et B)—0,9-0,8—0,72. 


Théorème 2. Si l'événement À ne peut être réalisé que si 
l'un des événements Bı, B, ..., B, formant un système exhaustif 
d'événements mutuellement incompatibles est réalisé, alors la proba- 
bilité de l'événement À est donnée par la formule 


P (4) = P(B:)-P (4/B;) + P (B:) P (A/B) +... 
un 2 (Bn): P (4/B;). (8) 
La formule (8) est appelée formule des probabilités totales. 


Déménstration. L'événement À peut avoir lieu si l’un 
de tous événements compatibles suivants est réalisé o 


(Bı et A), (Bzet 4), ..., (Bn et À). 
Nous obtenons donc en vertu du théorème d'addition des probabilités 
P (4) = P (B, et A) + P (B: et A) +... + P (B, et À). 


Remplaçant les termes du second membre par leur expression tirée 
de. la formule (1) nous obtenons l'égalité (8). 


Exemple 4. Trois coups sont tirés à la file sur une cible. La probabilité 
d'atteinte de la cible est respectivement égale à p, = 0,3 au premier coup, pz = 
= 0,6 au deuxième et .p3 = 0,8 au troisième. La probabilité de destruction 
de la cible est À, = 0,4 quand la cible est touchée une fois, À, = 0,7 quand elle 
est.touchée deux fois, et À = 1,0 quand elle est touchée 3 fois. Déterminer la 
probabilité de destruction de la cible quand trois coups sont tirés (événement 4). 


Solution. Considérons le système exhaustif d'événements mutuelle- 
ment incompatibles : 

B, — une atteinte; 

B, — deux atteintes; 

B3 — trois atteintes; 

B, — pas d'atteintes. 

Déterminons la probabilité de chaque événement. La cible sera atteinte 
une fois si elle est touchée au premier tir, et ne l'est pas au deuxième et troisième 
tirs; ou encore, si elle n’est pas touchée au premier tir, est touchée au second et 
manquée au troisième ; et enfin, si elle a été manquée aux deux premiers tirs et 
n’est touchée qu'au troisième. Donc, en vertu des théorèmes du produit et de 
l'addition des probabilités, la probabilité d’une atteinte de la cible sera 


'P (B1) = p4 (1— po) (1 — pa) + (1— p1) pa (4 — pa) + (1 — pr)  — Pa) Ps = 0,332. 
Raisonnant de manière analogue, nous obtenons 
P (B2) = pipz (1 —ps)+ pa (1 — p2) ps + (1— ps) Pops = 0,468, 
P (B3) = pi popa = 0,144," L E 
P (Ba) = (1 — p1) (1 — p2) (1 — ps) = 0,056. 
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Ecrivons les probabilités conditionnelles de la destruction de la cible au 
cas de la réalisation de chacun de ces événements 


P(4/B1)=0,4 P(4/B;)=0,7, P(4/B:s)=1,0, P (4/B;)—0. 


Portant les expressions obtenues dans la formule (8), nous obtenons la 
probabilité de destruction de la cible 


P (4) =P (B;)-P (4/B1) +P. (B2): P (4/B2) +P (B3)-P (4/B3)+ 
‘+P (B4): P (4/B3) =0,332-0,4-+0,468-0,7-4+0,144. 1,040,056- 0 = 0,6044. 


Remarque 2. Si événement À ne dépend pas de l’événe- 


ment B, on a 
P (4/B) = P (4), 
et la formule (1) prend la forre : 
P (4 et B) = P (B)-P (4), 


autrement dit, nous obtenons la formule (1) du $ 4. 


$ 6. Probabilités des causes. Formule de Bayes 


‘Position du problème. De même que pour le théorè- 
me 2 du $ 5 nous allons considérer le système exhaustif d'événements 
mutuellement incompatibles B4, Bz, ..., Bn dont les probabilités 
correspondantes sont P (B:), P (Bə), ..., P(B,). L'événement À 
ne peut avoir lieu que conjointement avec l'un des événements 
Bı, B2, . . ., Bn, que nous appellerons des causes (ou des hypothèses). 

En vertu de la formule (8) du § 5 la probabilité de la réalisation 
de l'événement À sera 


P (4) = P (B,)-P (4/B:) + P (B:):P (A/B3) +... 
e. + P (Ba): P (4/Ba). (1) 
Supposons que l'événement À soit réalisé. L'actualisation de 
l'événement À entraînera une modification des probabilités des 
causes P (B;), ..., P (Bn). Déterminons les probabilités condition- 


nelles de la réalisation de ces causes en supposant que l'événement 
A est actualisé, en d’autres termes déterminons 


P (B1/A), P (B2/A4), ..., P (B,/A). 


Solution du problème. Nous trouvons, d'après la 
formule (7) du $ 5, la probabilité P (4 et B;): 


P (4 et B4) = P (B;)-P (4/B;) = P (4)-P (B,/4), 
d'où nous tirons 
P (B/A) = CREER 
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Remplaçant P(A) par son expression (1), nous obtenons: 
P(B,/4) =: CAB) (2) 


D P (B:)-P (4/B) 
i=1 `` 


Nous trouvons d’une manière analogue 
P (B/A); P (B3/A), ..., P (Br/A). 
Nous avons ainsi 
P (Bx/A) — P (Bh)-P (4/Br) : (3) 


D P(B)-P(4/B) 


i=1 ï 
La formule (2) est appelée formule de Bayes, ou théorème des causes. 


Remarque. Il découle de la formule (3) que dans l’expres- 
sion de la probabilité P (B;/A) (probabilité de la réalisation de la 
cause Bh, après l’actualisation de l'événement 4) le dénominateur 
ne dépend pas de l'indice k. ki 


Exemple 1. Supposons qu'avant l'épreuve quatre causes équiproba- 
bles B;, B2, B3, B, étaient en présence : 


P (B:) =P(B;)=P (B3)=P (B:) = 0,25. 


Les probabilités conditionnelles de la réalisation de l'événement A sont respec- 
tivement 
P (4/B:)=0,7, P (4/B2)=0,1, 


P (4/B3)—0,1, P (4/B:)—0,02. 
Supposons qo apas l'épreuve l'événement A soit réalisé. Nous obtenons alors 


d’après les formules (3): 
0,25-0,7 0,175 


P (B4) = 25.0:7-+0,25.0,1-+ 0,25.0,1+ 0,25.0,07 — 0,23 ~ 
P (BJA) = SO, 
0,25-0,4 
P(Bs/4)=— T3 — =0,11, 
P (Bal A) = RCE = 0,02. 


Nous avions ici P (B;) = 0,25, donc P (B;/A) = 0,76 est devenu plus grande. 
car l'événement A est actualisé. Danc ce cas la probabilité P (4/B;) = 0,7 
est la plus grande que les autres probabilités conditionnelles. 


Exemple 2. Le montage de 30 % des appareils est effectué par un 
spécialiste hautement qualifié et celui de 70 % par un spécialiste de qualifica- 
tion moyenne. La fiabilité de fonctionnement de l'appareil est de 0.90 au cas où 
le montage a été effectué par un spécialiste hautement qualifié, et de 0,80 si 
le montage a été effectué par un spécialiste de qualification moyenne. Un appa- 
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reil choisi au hasard s’est avéré d’un fonctionnement fiable. Déterminer la pro- 
babilité, pour que son montage ait été effectué par un spécialiste hautem ent 
qualifié. 

Solution. Appelons événement A un fonctionnement fiable de l'appa- 
reil. Avant l'opération de contrôle deux hypothèses étaient possibles: 

B, — le montage est effectué par un spécialiste hautement qualifié, 

Ba — le montage est effectué par un spécialiste de qualification moyenne. 
Ecrivons les probabilités de ces causes: 


P(B:)=0,3, P(B;)=0,7. 
Les probabilités conditionnelles de l'événement sont 
P(4/B;)=0,9, P(4/B,)—0,8. 
Déterminons les probabilités des causes B; et B, sous la condition, que l'évé- 


nement À est réalisé. 
Nous avons d’après la formule (2): 


0,3-0,9 0e 
P (B4) = 5509F 0705 =087 = 0,325, 
P (B2/À) a OTO 2:56 0,675. 


0,3-0,97 0,7-0,8 0,83 


§ 7. Variable aléatoire discrète. Loi de distribution d'une 
variable aléatoire discrète 


Définition 1. La variable z prenant à la suite d'une épreuve 
l'une des valeurs d’une suite finie ou infinie £4, £a, . . ., Zn. . . . est 
appelée variable aléatoire discrète si à chaque valeur x; correspond 
une probabilité p, pour que la variable z prenne la valeur zp. 

Il découle de la définition qu'à chaque valeur z, est associée 
une probabilité px. 

La relation fonctionnelle liant la probabilité p, à x; est appelée 
loi de distribution des probabilités d'une variable aléatoire discrète *). 


Valeurs possi- 
bles de la va- 
riable aléa- 
toire 


Probabilités de 
ces valeurs 


La même loi de distribution peut être donnée graphiquement, sous 
forme d’un polygone de distribution des probabilités, quand on cons- 


*) On dit parfois simplement: «loi de distribution ». 
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truit dans un système. rectangulaire de coordonnées les points de 
coordonnées (x;, px) que l'on réunit par une ligne brisée (fig. 409). 
La loi de distribution peut également être donnée sous forme 
analytique : : 
Pa = Í (x). 


Le fait que la variable aléatoire x prendra. nécessairement l’une 
des valeurs de la suite z4, Z2, . . ., ©, . . ., est un événement certain, 
| de sorte que la condition 


N. 
2n= 1, (1) 


dans le cas d'une suite finie de N 
valeurs ou 


D Pi = 4; (1°) 


Fig. 409 S 


dans le cas d'une suite infinie de valeurs, doit être remplie. Notons 
que la valeur de la variable aléatoire à laquelle correspond la plus 
grande probabilité est appelée le mode. Pour la variable aléatoire 
représentée sur la fig. 409 le mode est z3. 


Exemple í. La variable aléatoire x est le nombre de points, figurant 
sur la face supérieure d’un dé que l'on jette une fois. La variable x peut prendre 
l’une des valeurs suivantes: 1, 2, 3, 4, 5, 6. La probabilité de chacune de ces 


valeurs est + Le tableau de distribution de cette variable aléatoire sera, par 
conséquent, de la forme 


Exemple 2. Soit p la probabilité de réalisation de l'événement A au 
cours de chaque épreuve isolée d’une suite infinie d'épreuves. La. variable 
aléatoire x est le numéro d'ordre de l'expérience au cours de laquelle l’événe- 


ment À s’est réalisé pour la première fois. Trouver la loi de distribution de la 
variable aléatoire z. k PR 


Solution. La variable aléatoire x peut prendre n'importe quelle valeur 
entière. 1, 2, 3, ... La probabilité p, pour que l'événement A soit réalisé 
au cours de la première épreuve sera 


Pa=P (4)=p. 
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Il est évident que la variable aléatoire x prendra au cours de z 
‘épreuves l’une des valeurs suivantes 


0 1 2 n 
n?n’? n O n 
Théorème 1. La probabilité P ( =) pour que la varia- 


ble aléatoire x prenne la valeur Z , autrement dit, pour que, au cours 
de n épreuves, l'événement À se réalise m fois, et l'événement contraire 
A (A n'a pas lieu) n — m fois, est égale à C"p"qg"", où C" est le 
nombre de combinaisons de n éléments pris m à m; p est la probabilité 
de l'événement A, p = P (A); q est la probabilité de la non-réalisa- 


tion de l'événement A, autrement dit q = 1 — p = P (À). 


Démonstration. L'événement À se produira m fois au 
cours de n épreuves si, par exemple, les événements À et À se succè- 
dent comme suit: 


AA... AAA... À, 
-a md 


m n-m 
autrement dit, au cours de m premières épreuves l'événement À 
apparaît et au cours de n — m dernières épreuves l'événement À 
n'apparaît pas (c’est l'événement À qui est réalisé). Etant donné que 


P(4)=p, P(4)=1—-p=—9, 


en vertu du théorème du produit, la probabilité d’une telle succes- 
sion d'événements sera 


m ic 


P -4 


L'événement À peut également se produire m fois au cours de n 
épreuves avec une autre séquence des événements À et À, par 
‘exemple, avec la séquence suivante AA ... A AA... À A. 


m-i n-m 1 
Toutefois l'événement À doit nécessairement se produire m fois et 


l'événement A n — m fois. La probabilité d'une telle succession 
des événements À et À sera 


pe P ” se -p= p” ` gr" 


Combien de successions différentes d'événements À et À sont- 
elles possibles pour n épreuves si l'événement À est réalisé m fois? 
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La probabilité p pour que l'événement A ne se réalisant pas.au cours de la 
première épreuve se réaliserait au cours de la seconde sera 


Pa=P (A et A)=(1—p) p. 


La probabilité pa pour que l'événement A ne s'actualisant pas ni au cours 
de la première, ni au cours de la seconde des épreuves se réaliserait au cours de 
la troisième sera 


pa = P(Âet A et A) = (1 — p) (1 — p) p = (1 — p} p, 
et ainsi de suite 
pr=(1—p}#"1 p. (2) 


Le tableau de la distribution des probabilités sera: 


Ph p |({—p}p | (1—p)?p 


Nous avons également ici 


o 


oo 
= NE: k-i EEE EEEREN A 
en D p= 


k= 


Le problème que nous venons de considérer s'applique, en parti- 
culier, au problème du tir jusqu’au premier coup au but. 

Supposons que l'on effectue un tir jusqu’à ce que l’on ait touché 
la cible. Soit p la probabilité d'atteinte de la cible au cours de 
chaque tir. 

La variable aléatoire z est le numéro d'ordre du tir au cours 
duquel la cible est atteinte pour la première fois. Le tableau de la 
distribution des probabilités de cette variable aléatoire sera le 
même que pour l'exemple cité ci-dessus. 


§ 8. Fréquence relative et probabilité de la fréquence 
relative au cours des épreuves répétées 


Imaginons qu'on effectue une série de n épreuves. Au cours de 
chaque épreuve un événement À peut se produire avec la probabilité 
p. Soit x la variable aléatoire désignant la fréquence relative de la 
réalisation de l'événement À au cours d'une série de n épreuves. 
On demande de déterminer la loi de distribution de la variable aléa- 
toire x pour une série de n épreuves. 
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Il est évident que leur nombre correspond au nombre de combi- 
naisons de n éléments pris m à m: 


ça r1 (m—2) .. = F0), 
7 12.3. 


Nous obtenons ainsi d'après le théorème d'addition 


P (z=+) = mo R PP 
cr 
ou encore 
P (z= 3) = CR- p". (1) 


Le théorème est démontré. 

La démonstration du théorème nous a permis de définir la loi 
de distribution d’une variable aléatoire x, que nous disposons sous 
forme de tableau 


n 
n 


La loi de distribution ainsi obtenue est appelée loi binomiale, 
car les probabilités P ( z= 2 sont égales aux termes correspon- 


dants du développement de l'expression (q + p)” par la formule 
du binôme: 


(q+ p)” = 2 Capg ™. (2) 

m=0 
La somme des probabilités de toutes les valeurs possibles est encore, 
comme il fallait s’y attendre, égale à 1, puisque (p + g)" = 1" =1. 


Remarqué. Lors de l'étude de nombreuses questions on a 
souvent besoin de déterminer la probabilité pour que l'événement À 
soit réalisé au moins une fois, autrement dit la fréquence relative 
de l'événement z > z . Il est évident, que la probabilité P (z > +) 
est déterminée à partir de l'égalité 

1 0 , 
P (z>) =1—P(r=2)=1-g". (3) 


n. 
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Il découle également du tableau de la distribution que la pro- 
babilité P (z>) , pour que l'événement ait lieu au moins k fois, 
sera déterminée par la formule | 


n 
P (z>) = 3 Crp", (6) 
=k 
ou encore E 
k-1 
P (2>+) =1— 5 Chntg", 
Mm= 


Exemple 1. Représenter graphiquement la loi binomiale de la distri- 

: A : RE 1 
bution d'une variable aléatoire z pour n = 8, p = 545: 
Solution. Déterminons toutes les valeurs des probabilités entrant dans 


le tableau 
P(e=0= cg. ( +) Le, 

TEA (Eira 
DER 
rtf sn 
rater 
TETEA 
PAPE 


8\_mf1\8 À 
r (2=5) =a (7) = 
Construisons le polygone de la distribution (fig. 410). 


Exemple 2. Quelle est la probabilité pour que l'événement A se produi- 
se deux fois: a) au cours de deux épreuves; b) au cours de trois épreuves; c) au 


cours de 10 épreuves, si la probabilité de la réalisation de l’événement au cours 
de chaque épreuve est 0,4 ? : 


Solution. a) Ici n = 2, p = 0,4, g = 0,6: 


2: 2.1 | 
P (2-5) = Capig0= LT (0,42 0,16 ; 
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b) ici n=3, p—0,4, g—0,6: 


2 3.2 
| P (z=+) = Cipigl = -15 (0,4)2.0,6— 0,288 ; 
c) ici n—10, p—0,4, gqg—0,6: 


2 10.9 
P (z=-p ) = Cpt- = (0,4)2-(0,6)—0,121. 


Exemple 3. On effectue quatre épreuves indépendantes. La probabi- 
lité.de la réalisation de l'événement A est 0,5 pour chaque épreuve. Déterminer 
la probabilité pour que l'événement A se réalise au moins deux fois. 


Solution. Ici n= 4, 
p = 0,5, q= 0,5: 


ou 


-|r (z==5) +P (z=7) }- 
Calculons la probabilité 
P (z< +) =P (z=-7) +? (7) = q1 44g- p= 
= (0,5)4 + 4- (0,5)4= 0,3125. 


Nous obtenons, par conséquent, de la seconde formule : 


P (z> +) =1—[(0,5)4 +4- (0,5)4] = 0,6875 + 0,69. 


Exemple 4. La probabilité de rebut dans un lot de pièces est p = 0,4. 
Quelle est la probabilité pour que dans un lot de trois pièces, il y aura m = 
= 0, 1, 2,3 pièces défectueuses ? 


Solution. 


P (+) = C9g8—1-0,98— 0,729, 

1 Ing? 3 2 
P (=) = Chp? = -7 -0,1-0,9 = 0,243, 
P (+) =C4p?g= -$5 0,12-0,9 —=0,027, 
P (:-+) = Caps = 1.0,15 = 0,001. 
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$ 9. Espérance mathématique d'une variable aléatoire 
discrète 


Soit x une variable aléatoire discrète dont la loi de distribution 
est la suivante: 


P (t=ztx) Pi 


Définition. 1. On appelle espérance mathématique de la 
variable aléatoire discrète x (nous la désignerons par M [x] ou mx) 
la somme des produits de toutes les valeurs possibles dé la variable 
aléatoire par les probabilités respectives de ces valeurs: 


M [x] = Tpi + LoPe ge + TnPns 


ou plus simplement 
n 
M[z]= D zxpr. (1) 
k= 
Dans ce cas nous avons, comme nous l'avons mentionné plus 


haut, À pa— 


Si les valeurs de la variable aléatoire forment une suite infinie 
de valeurs, alors 


Mx= D zrpr. (17) 
k=1i 


Nous ne considérerons que les variables aléatoires pour lesquelles 
cette série converge. 

Etablissons maintenant la relation entre l'espérance mathéma- 
tique d’une variable aléatoire et la moyenne arithmétique des va- 
leurs de la variable aléatoire pour un grand nombre d'épreuves ; 
plus exactement montrons que pour un grand nombre d'épreuves la 
moyenne arithmétique des valeurs observées est proche de l'espérance 
mathématique, ou en nous référant au $ 1 nous pouvons dire, que 
la moyenne arithmétique des valeurs observées d'une variable aléatoire 
tend, quand le nombre des épreuves croît indéfiniment, vers son espé- 
rance mathématique. 

Imaginons que l'on effectue N épreuves indépendantes. Suppo- 
sons que 

la valeur x, s’est manifestée n; fois, 
la valeur Tz s'est manifestée n, fois, 


. . 3 . . . . 


la valeur Zy S rest manifestée. ny fois. 
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La variable aléatoire x prend les valeurs zi, £2, . . ., Ty. 
Calculons la moyenne arithmétique des valeurs obtenues de la 


variable z (nous la désignerons par M [z] ou my): 


— tnat Ton +... + Eyn ni no … ny. 
Th = n =n r Eog +2 (2) 


Comme pour un grand nombre N d'épreuves la fréquence rela- - 
tive n tend vers la probabilité de la réalisation de la valeur zpr, 


on a 


v V 
X tr T R Ÿ zipre 
k=1 ki 


On obtient alors sous des hypothèses naturelles 
M [z] —— M (al. (3) 


Remarque 1. Si nous avions considéré le schéma à urnes 
comportant N boules, dont n, boules marquées du signe 21, et n 
boules du signe zz, etc., le « nombre espéré », quand on prélève une 
boule, sera donné par la formule (2), autrement dit est égal à My. 

Exemple 1. Déterminer l'espérance mathématique de la variable aléa- 
toire x exprimant le nombre de réalisations de l'événement A pouvant se produi- 
re ou ne pas se produire au cas de trois épreuves si la probabilité de réaliser 
l'événement est p = 0,4 pour chaque épreuve. 

Solution. La variable aléatoire z peut prendre les valeurs 

zı = 0, z, = 1, Z3 = 2, z, = 3. 

Disposons en tableau la distribution de la variable aléatoire donnée. Nous 
trouvons la probabilité de ces valeurs d'après le théorème des épreuves répétées 
(z = 3, P — 0,4, q= 0,6) : 

P (z= 0) = C$ (0,6) = 0,246, 
P (z= 1) = C4 (0,4) (0,6)2=0,432, 
P (z = 2) = C3 (0,4)2 (0,6) = 0,288, 
P (z =3) = C3 (0,4)3 = 0,064. 


Le tableau de la distribution de la variable aléatoire sera 


0 


3 


1 | + 


P (z= £h) 


0,216 | 0,432 | 0,288 | 0,064 


504 ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS . [CH. XX 


Nous calculons l'espérance ` mathématique d’après la formule (1): my = 
= 0:0,216 + 10,432 +. 2.0,288 + 3-0,064 = 1,2 réalisation. 


Exemple 2. On effectue une épreuve au cours de laquelle l'événement 
A peut avoir lieu ou ne pas avoir lieu. La probabilité pour que l’événement se 
produise est égale à p. Déterminer l'espérance mathématique de la variable 
aléatoire z exprimant le nombre de réalisations de l'événement. 

Formons le tableau de la distribution de la variable aléatoire 


Par conséquent, mx = 0- a — p+ i-p =p. 

Remarque 2. Nous établirons par la suile que l'espérance 
mathématique M [x] du nombre de réalisation de l'événement À 
au cours de n épreuves indépendantes est égale au produit du nombre 
d’ épreuves par la probabilité p de la réalisation de l'événement À 
à chaque épreuve : : 


M [z] = np: (4) 
La solution du problème de l'exemple. 4 sera ainsi : 
M [xl = np = 3-0,4 = 1,2 réalisation. 
Si dans la formule (4) on connaît M [z] et p, on trouvera n qui 


est le nombre d'épreuves donnant l’ espérance mathématique requise 
dù nombre de réalisation de l'événement 


M [z] 
D 


Exemple 3. Déterminer l'espérance mathématique de la variable 
aléatoire z donk le; tableau de la distribution est le suivant (cf. exemple 2 du $ 7): 


n = 


(1—p)p | (1—p)?P 


Solution. Nous avons en vertu de la formule (1) (en notant 1 — p = g):: 
ms=1:p+ 2gp + 89p+...+hgkip+., 
=p(1+29+ 89 +... Hki +... )=p (+ PtH.. RE y= 


US em ul De 
| re) PA UE pp: 
Ainsi 
4 
My =—. 


P 
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Notons que 
mx 1 lorsque p —+ 1, 


m,—> œ lorsque p — 0. 


On peut expliciter ces relations en sc basant sur le sens du pro- 
blème. 

En effet, si la probabilité de la réalisation de l'événement À 
est pour chaque épreuve proche de 1 (p Æ 1), on peut s'attendre à 
ce que l'événement À aura lieu au coùrs d’une seule épreuve (la 
première) Me~ æ 1). Par contre, si la probabilité p est petite (p & 0), 
on peut s'attendre à ce que pour que l'événement À soit réalisé, 
on soit obligé d'effectuer un très grand nombre d'épreuves (my = o0). 

On appelle centre de la distribution des probabilités de la variable 
aléatoire x l'espérance mathématique ıle la variable aléatoire x. 


Remarque 3. Le terme « centre de la distribution des pro- 
babilités » est introduit par analogie avec celui de « centre de gra- 
vité ». Si sur l'axe Oz on attribue aux points d’abscisse z4, £2, . . ., Zn 
les masses p1, P2; . . ., Pn, On sait de la géométrie analytique que 
le centre de gravité de ces masses sera déterminé par la formule 

n 


DE 


k= 
taan S 


$) Pa 


k=1 


CS 


n 
Si D pa=1, alors 
k=1 


n 
Tte = 2 TRPh: (5) 


La formule (5) par sa forme coïncide avec la formule (1) de l'es- 
pérance mathématique. 

Nous avons ainsi établi que le centre de gravité et l'espérance 
mathématique se calculent à l’aide de formules analogues. C'est 
précisément la raison pour laquelle on a introduit le terme de « centre 
de distribution des probabilités ». 

Soit donnée une variable aléatoire x avec sa loi de distribution 
(fig. 411) ; supposons que son espérance mathématique est égale à m y. 
Considérons la différence entre la variable aléatoire x et son espé- 
rance mathématique £ — My- 

Nous appellerons cette variable aléatoire variable aléatoire 
centrée ou écart et nous la désignerons par z?. 

Il est évident que la loi de distribution de cette variable aléa- 
toire z° sera (cf. fig. 412) 
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Trouvoris l'espérance mathématique de la variable aléatoire centrée 


n 


n n 
M [z — m] = 2 (Er — Ms) Pr = 2 ThPh z Mepr = 


n 
= Me Ma À Ph Me Ma: 1=0. 


Ainsi, l'espérance mathématique d'une variable aléatoire centrée 
est nulle. 


Tı Ta T3 Ty Tg LG Ty Pa 
Fig. 411 Fig. 412 


Remarque 4. Il est parfois rationnel de considérer une 
variable non aléatoire (certaine) constante comme une variable aléa- 
toire, qui prend avec la probabilité { la valeur c, et avec la proba- 
bilité 0 les autres valeurs. 

Dans ce sens on peut alors parler de l'espérance mathématique 
d’une constante 


M Íc] = c-1 =c, (6) 


autrement dit l'espérance mathématique d'une quantité constante 
est égale à cette constante. | 


$ 10. Variance. Ecart quadratique moyen. Notion de moments 


Une autre caractéristique quantitative de la variable aléatoire z,- 
différente de l'espérance mathématique qui détermine la position 
du centre de la distribution des probabilités, est la variance ou fluc- 
tuation de la variable aléatoire x. 

Nous désignerons la variance par D [x] ou. 0%. 
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La variance est la caractéristique numérique de la dispersion, 
de la déviation des valeurs de la variable aléatoire par rapport à 
son, espérance mathématique. 


Définition 1. On appelle variance de la variable aléatoire x 
l'espérance mathématique du carré de la différence de la variable 
aléatoire x et de son espérance mathématique (autrement dit l'espé- 
rance mathématique du carré de la variable aléatoire centrée cor- 


respondante) : 
D [z] = M [(x — m,)°] (1) 
ou 


D[x]= 2 (2a — Ma)? Pre (2) 


La variance possède l'unité du carré de la variable aléatoire. 
Il est parfois plus commode, pour caractériser la dispersion des va- 
leurs, d'utiliser une grandeur dont l'unité coïncide avec celle de 
la variable aléatoire, que l'on appelle écart quadratique moyen. 


Définition 2. On appelle écart quadratique moyen de la 
variable aléatoire la racine carrée de la variance: 


o[x]=V Diz] 


ou sous une forme plus explicite 


o [x] — y à (cr — mx)? pr. (3) 


L'écart quadratique moyen est parfois noté Ox. 


Remarque 1. Lors du calcul de la variance il peut s'avérer 
commode de transformer la formule ({) comme suit: 


DE 3 (ar — Ma)? pr = > Th Pr — 2 ÿ TRMx Dh + 
k=i k=i k=1 


n n n n 
+ Dm D thpr— 2m, Di arpat me D pr = 
k=1 k= REA. kEi 
= M [x?]— 2mm + M3. 1 = M [z?] — m}. 
Ainsi 
D [z] = M [z?]— mz, (4) 
autrement dit la variance est égale à la différence de l'espérance 


mathématique du carré de la variable aléatoire et du carré de l'es- 
pérance Up de la variable aléatoire. 


Exemple On effectue une expérience au cours de laquelle l’événe- 
ment À peut se Soda ou ne pas se produire. La probabilité de la réalisation 
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de l'événement A est égale à p. Déterminer l'espérance mathématique, la varian- 
ce et l'écart quadratique moyen. 


Solution. Disposons en tableau les valeurs du nombre de réalisations 
de l'événement (qg = À — p): 


Par conséquent, 
M [z] = 1:p +04 =p, 
D [z] = (1 — p)? -p + (0 — pq = fp + pq = pa; 
o [z] = Vpa. 
Pour élucider le sens des notions de variance et d'écart quadra- 


tique moyen en tant que caractéristiques de la dispersion de la 
variable aléatoire, considérons quelques exemples. 


(5) 


2 3 4 ZX 


Fig. 413 Fig. 414 


Exemple 2. La variable aléatoire z est donnée par la loi de distribu- 
tion suivante Fes. la fig. 413) : 


Déterminer : 1) l'espérance mathématique, 2) la variance, 3) l'écart quadratique 
moyen. 


Solution. 

4. M[x] = 2:0,3 + 3-0,4 + 4-0,3 = 3, 

2. D [z] = (2 — 3)2 -0,3 + (3 — 3)2.0,4 + (4 — 3)? -0,3 = 0,6, 
3. o [xl = VD [x] = 10,6 = 0,77. 


Exemple 3..La variable aléatoire z est donnée par la loi de distribu- 
tion suivante (cf. la fig. 414): 
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Déterminer: 1) l'espérance mathématique, 2) la variance, 3) l'écart quadratique 
moyen. 

Solution. 

4. M [z] = 1-0,8 + 3-0,4 + 5-0,3 = 3, 

2. D [z] = (1 — 3): -0,3 + (3 — 3)2-0,4 + (5 — 3)? -0,3 = 2,4, 

3. o [z] = V 2,4 = 1,55. 

La dispersion, la déviation de la variable aléatoire est dans le premier 
exemple inférieure à la dispersion de la variable 1léatoire dans le second exemple 
(cf. fig. e et 415). Les variances de ces gran eurs sont respectivement égales 
à 0,6 et 2,4. l 


Exemple 4. La variable aléatoire z « t donnée par la loi de distribu- 
tion suivante (cf. la fig. 415): 


Fig. 415 

Déterminer : 1) l'espérance mathématique, 2) la variance, 3) l'écart quadratique 
moyen. 

Solution. 

1. M [z] = 3-41 = 3, 

2. D [z] = (3 — 3): -1 = 0, 

3. o [z] = 0. 

La dispersion de cette variable aléatoire est nulle. 

Remarque 2. Si l'on considère une quantité constante 
comme une variable aléatoire, qui prend la valeur c avec la proba- 
bilité 4, on démontre. aisément que D (c) = 0. 


Démonstration. Nous avons déjà montré que M [c] = c 
(cf. (5), $ 9). Nous obtenons d’après la formule (1): 
D [c] = M [(c — c)?] = M [0] = 0, c.q.f.d. 


Remarque 3. Par analogie avec la terminologie en usage 
en mécanique on appelle moments centrés du premier et du deuxième 
ordre de la variable aléatoire x l'espérance mathématique des quan- 
tités (x — m,), (x — m,)°. On considère également le moment centré 
du troisième ordre 


n 
2 (£h r mx) "Phe 
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Si la variable aléatoire est. distribuée symétriquement par rapport 
au centre de la distribution des probabilités (fig. 411), il est évident 
que son moment centré du troisième ordre sera nul. Si le moment 
centré du troisième ordre n'est pas nul, la variable aléatoire ne 
possède pas une distribution symétrique. 


$ 11. Fonctions de variables aléatoires 


Supposons que la loi de distribution de la variable aléatoire z 
soit donnée sous la forme du tableau suivant : 


Considérons une fonction de la variable aléatoire x 
y = f (x). 


Les valeurs de la fonction y} = f (x:) seront les valeurs de la 
variable aléatoire y.. | 

Si toutes les valeurs y, = f (x) de la variable sont différentes, 
la loi de distribution de la variable aléatoire y sera donnée par le 
tableau 


Yk = fÍ (zh) 


y=} (z) y=] (z4) Y2= f (z2) |... .. 


+ | Yn=71 (tn) 


Ph | Pi | P2 al Ph A Pn 


Si parmi les valeurs y, = f (x;) certaines sont égales entre elles, 
les colonnes correspondantes devront être réunies en une seule en 
sommant les probabilités correspondantes. 

L'espérance mathématique de la fonction y = f (x) de la variable 
aléatoire x sera déterminée d’après une formule analogue à la for- 
mule (1) du $ 10: 


ME (= $ f) pa (1) 


On définit de même la variance de la fonction 


r 


D [f (a =M I (2)— M IF (= À (F (eu) — mrw)? Pr- 
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Exemple. La loi de distribution ọ d'une variable aléatoire est donnée 
par le tableau suivant 


On considère la fonction 
y = À sin 
de cette variable aléatoire. 
Disposons en tableau la distribution de la variable aléatoire y: 


Trouvons l'espérance mathématique de la fonction 


M [A sin ç] = sata te 0,1+0.02+4V2.0,3+4.0,3— 


=A (0.2 Faa) = A (0,24-0,14) = 0,34 A. 


Des problèmes de ce genre se posent lors de l’étude des processus vibratoires. 


$ 12. Variable aléatoire continue. Densité de probabilité 
d'une variable aléatoire continue. Probabilité pour qu’une 


` 


variable aléatoire appartienne à un intervalle donné 
Pour bien comprendre la question considérons un exemple. 


Exemple. On mesure l'usure d'un cylindre après une certaine période 
d'exploitation. Cette grandeur est déterminée par la valeur de l'accroissement du 


diamètre du cylindre. Désignons-la par x. Il découle de la nature même du pro- 
blème que la quantité x peut prendre n'importe quelle valeur dans un certain 
intervalle (e, b) des valeurs possibles. i 

Une quantité de ce genre est appelée variable aléatoire continue. 

Considérons donc une variable aléatoire continue z donnée dans 
un intervalle (a, b), qui peut être l'intervalle infini (—co, +). 
Partageons cet intervalle par des points arbitraires £o, £4, Z2, . . ., Zn 
en petits intervalles de longueur Azi; = x; — ti. 

Supposons que nous connaissons la probabilité de l'appartenance 
de la variable aléatoire z à l'intervalle (r;_1, x;). Nous désignerons 
cette probabilité de la façon suivante: P (x;_1 < x << x;) et nous 
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la représenterons sous la forme de l'aire du rectangle de base Az; 
(fig. 416). 

Pour chaque intervalle (x;1, x;) on détermine la probabilité. 
pour la variable aléatoire x d’appartenir à cet intervalle, et, par. 
conséquent, on peut construire le rectangle correspondant. Nous 
obtenons ainsi une ligne en escalier. 


Définition 1. S'il existe une fonction y—f (x), telle que 


P z A 
FESESE HIS) j (7), (1) 


cette fonction f (x) est appelée densité de distribution des probabilités 
de la variable aléatoire x, ou « loi de distribution » (ou encore « densi- 
té de probabilité »). 

Nous désignerons par z la variable aléatoire continue, par x ou 
£, la valeur de cette variable aléatoire. Parfois lorsqu'il n'y a pas de 


lim 
Ax-+0 


T X+AZX 


Lo Ty Ti-Ti Æn-1%n À 
Fig. 416 Fig. 417 


risque de confusion nous omettrons le trait horizontal sur la lettre x. 
La courbe y = f (x) est appelée courbe de distribution des probabilités, 
ou courbe de densité (fig. 417). Utilisant la notion de limite, on 
obtient de l'égalité (1) l'égalité approchée 


P(<z<zx+ Ar) æ f(x) Ar, (2) 


` 


aux infiniment petits d'ordre supérieur par rapport à Azs près 
Démontrons maintenant le théorème suivant. 


Théorème 1. Soit f (x) la densité de probabilité de la variable 


aléatoire x. Alors la probabilité pour que la valeur de la variable 


aléatoire x tombe dans un certain intervalle (a, f) est égale à l'intégrale 
définie de la fonction f (x) entre les limites œ et B, autrement dit on a 
l'égalité : 


B 
P(a <z <P)=| f(2)dz (3) 
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D mise oo as A 


Démonstration. Partageons l'intervalle (œ, p) à l’aide 
des pointsa = 24, £2, . . ., Zn+1 = P en n petits intervalles (fig. 418). 
Appliquons à chacun de ces intervalles la formule (2) 


P (<< it) =f (x): Az;, 
P (z2 < T£ < £3) & f (x): A, 
P (£n < z < Tn+1) = Î (Zn) Ath. 
Faisons la somme des premiers membres et la somme des seconds 
membres. Il est évident que nous obtenons à gauche P (x < x < B). 


Ainsi, 
P(a<r<f)æ DUOE TS 


Nous avons obtenu une égalité approchée. Passant à la limite dans 


L, T7 Ta PT 
Fig. 418 Fig. 419 


le second membre lorsque max Az; — O nous obtenons, en vertu 
des propriétés des sommes intégrales, l'égalité exacte 


P{ocr<f)= lim X f(r) Ar. 


max Ax;—+0 il 


(Nous supposons que la fonction f (x) est telle que la limite à droite 
existe.) Or, la limite du second membre n'est autre que l'intégrale 
définie de la fonction f (x) entre les limites œ et B. Nous avons ainsi 


P(acr<p= | (dr. 


LR 


Le théorème est démontré. . 

Nous pouvons donc. connaissant la densité de probabilité d'une 
variable aléatoire. déterminer la probabilité pour que cette variable 
aléatoire prenne sa valeur dans l'intervalle considéré. Géométrique- 
ment parlant cette probabilité est égale à l'aire du trapèze curviligne 
correspondant (fig. 419). 
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Remarque. Dans le cas d’une variable aléatoire continue 
la probabilité de l’actualisation de l'événement, consistant en ce 


que x = Zo, sera nulle. : 
En effet, posant dans l'égalité (2) x = xo, nous obtenons: 


P (to < T< to + Ar) & f (£o): Ax, 
d'où 
lim P (zo < 1< ro +åz)=0, 

 Ax0 


ou encore 
P (x = Lo) = (0. 
(Cf. également la remarque 1 à la page 482.) C'est pourquoi dans 
l'égalité (3), comme dans les égalités précédentes nous pouvons 
écrire non seulement P (x < z< f), mais aussi P (œ < z LB), 
étant donné que 
P@<r<p) =P =a) +P a@<r< p) + P E= p) [= 
= Pa <zx<f). 


Si toutes les valeurs possibles de la variable aléatoire x se trou- 
vent dans l'intervalle (a, b), alors 


b 
OL (4) 


car on sait avec certitude que la valeur de la variable aléatoire appar- 
tiendra à l'intervalle (a, b). | 
Si l'intervalle des valeurs possibles est (—oo, +), alors 


+o ` 
| f(a)dz=1. (5) 


— 00 


Notons que s’il découle de la nature du problème considéré 
que la fonction f (x) est déterminée sur l'intervalle fini (a, b), on 
peut estimer qu'elle est déterminée sur tout l'intervalle infini 
(— co, +00), mais que 


f (@) = 0 
à l'extérieur de. l'intervalle (a, b). Dans ce cas on a aussi l'égalité 


(4) et l'égalité (5). La densité de probabilité de la variable aléatoire 
définit entièrement la variable aléatoire. 


§ 13] FONCTION DE ‘RÉPARTITION 515 
VU 


$ 13. Fonction de répartition ou loi intégrale 
de distribution, Loi de distribution uniforme 


Définition 1. Soit f (x) la densité de probabilité d'une 
certaine variable aléatoire x (—oo < t& + co), alors la fonction 


F(x)= f f(x) dx (1) 


— 00 


est appelée fonction de répartition ou loi intégrale de distribution 
des probabilités. . i 


Fig. 421 


Pour une variable aléatoire discrète la fonction de répartition 
est égale à à la somme des probabilités de toutes ses valeurs £, infé- 
rieures à x: 


F(x)= À pr 
Xp íX 


Il découle de l'égalité (3) du $ 12 que la fonction de répartition 


est la probabilité pour que la variable aléatoire z prenne une eur 
inférieure à x (fig. 424) : 


F (= P (~œ < z < 3). 2) 


On voit sur la fig. 420 que pour une valeur donnée x la valeur de 
la fonction de répartition est numériquement égale à l'aire limitée 
par la courbe de densité, située à gauche de l'ordonnée menée par 
le point x. 

Le graphique de la fonction F (x) est appelé aie intégrale 
de distribution (fig. 421). 

Passant à la limite dans l'égalité (1) lorsque z —> +00 nous 
obtenons en tenant compte de la formule (5) du § 12: 


lim F(z)= lim : fra | fadi, 


X—>—+00 


Donnons maintenant la démonstration du théorème suivant 


516 ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS [CH. XX 


Théorème 1. La probabilité pour que la variable aléatoire x 
prenne une valeur appartenant à l'intervalle (à, B'est égale à l'ac- 
croissement de la fonction de répartition sur cet intervalle 


P(a<z<f) =F (f) — F (a). 


Démonstration. Exprimons la probabilité pour que la 


variable aléatoire x tombe dans l'intervalle (œ, _B). Ecrivons pour 
cela la formule (3) du 12 $ous la forme 


P(acr<f$)— f f(x) dz = CCE f f (z)dz 


(cf. fig. 422). Nous pouvons encore écrire en utilisant l'égalité (4) 
| © P@<zTz< p) =F (p) — F (), 
c.q.f.d. (cf. fig. 423). 


ixx p 


Fig. 422 Fig. 423 


Notons que la densité de probabilité f (x) et la fonction de ré- 
partition correspondante F (x) sont liées par la relation 


F' (x) = f (a). (3) 


Cela découle de l'égalité (1) et du théorème sur la dérivation d'une 
intégrale définie par rupport à sa limite supérieure. 

‘ Considérons maintenant une. variable aléatoire correspondant 
à Za loi de distribution uniforme. La loi de distribution ou la densité 
de probabilité f (x) d'une telle variable aléatoire est donnée de la 
façon ‘suivante 


f{&)—=0 pour x <a, 
f (t)=c pour ‘a <r < b, 
f(&) =0 pour z>œb. 
La densité f (x) admet sur l'intervalle (a, 6) une valeur constante c 


(fig. 424) ; elle est nulle en dehors de cet intervalle. Une distribution 
de ce genre est. dite loi de distribution uniforme. 
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oo 


Nous trouvons la valeur de c de la condition f f(x) dx —1: 


— 00 


co b 
f f(æ)dz= | cdz =c (b—a)=1, 
par conséquent, cu : 
1 
c=-—, b—a——. 
b—a c 


Il découle de la dernière égalité que l'intervalle (a, b) sur lequel 
est définie la distribution uniforme est nécessairement fini. Déter- 


Fig. .424 Fig. 425 


minons la probabilité pour que la variable aléatoire prenne une 
valeur appartenant à l'intervalle (œ, f): 


B B 
S . 1 — 
Pa<r<p= | for | dr S. 
ca 
La probabilité cherchée est ainsi 


P(a<r<f)= f 


b—a 


(cette relation est analogue à la définition de la probabilité géomé- 
trique pour le cas bidimensionnel, que nous rapportons à la page 487). 
Déterminons la loi intégrale de distribution 


F(x)= f f(x) dz. 


Si z < a, alors f (x) = 0, et, par conséquent, 
F (x) = 0. 


Si a<z<b, alors fa) = — et. par conséquent, 
a 


x 
1 na 
F(a)= | $y de= ie. 


518 ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS _ [CH. XX 


t 


Si b< rz, alors 


f(x)=0, f f(x) dx =0, 
b 
par conséquent, | 
x b 
1 b— 


(cf. fig. 425). 2. 
‘Rapportons maintenant quelques exemples concrets de variables 
aléatoires distribuées suivant une loi uniforme. 


Exemple 1. Lors de la mesure d'une grandeur on effectue un certain 
arrondissement jusqu'à la division la plus proche de l'échelle. L'erreur commise 
au cours de cet arrondissement est une variable aléatoire distribuée suivant une 
loi uniforme. Si 27 représente le nombre d'unités dans une division de l'échelle, 
la densité de probabilité de cette variable aléatoire sera 


f(x) =0 si z <—l, 
1 s 
t=T S? —1<r<1, 
Î (z) =0 si l <T. 
; , 1 
Ici a= —l;, b=l, CT: 
Exemple 2. Une roue symétrique en rotation est arrêtée par frottement. 


L'angle 6, formé par un certain rayon mobile de la roue avec un rayon immobile 


après l’arrêt de la roue, est une variable aléatoire dont la densité de probabilité 
est 


` f(8)—0 si 6<0, 
4 : 
tO= si0<0< 2x, 
f(8)—0 si 27 < 6. 


§ 14. Caractéristiques numériques d’une variable 
aléatoire continue 


Considérons, de même que nous l’avons fait pour une variable 
aléatoire discrète, les caractéristiques numériques d’une variable 
aléatoire continue x de densité de probabilité f (x). 

Définition 1. On äppellé espérance mathématique de la 
variable aléatoire continue x de densité de probabilité f (x) lex- 
pression E í 


M[z]= | zf(x)dr. (1) 
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Si la variable aléatoire x ne peut prendre des valeurs que dans 


l'intervalle fini [a, b], l'espérance mathématique M [x] est donnée 
par la formule 
b 


M[z = f z f (£) dz. 1’) 


a 


On peut considérer la formule (1°) comme une généralisation de la 
formule (4) du $ 9. 

En effet, découpons le segment [a, b] en intervalles (£1, £a). 
Choisissons un point Ẹ, dans chacun de ces intervalles. Considérons 
la variable aléatoire discrète auxiliaire Ẹ, qui peut prendre les 


valeurs 
bo a a.a x, -.., ne 
Supposons que les probabilités des valeurs correspondantes 
de la variable aléatoire discrète soient pi, Pa, . .., Dr, . . - Pn: 


Pi = f Èi) Azi, pa = f (Èo) Axe, ..., pr = 
TER Í (Ex) At», es Pn =f (En) Ath +) 


L'espérance mathématique de cette variable aléatoire discrète 
E sera 


M fé] = À Ex Ph 


ou 
M IE] = f (61) Azi + Ef È) Axe +... 
... + Erf Ea) Arp +... + Enf (En) Az, = 
= D) Enf (En) Aa. 
Passant à la limite quand max Az, — 0, nous obtenons: 
n b 


lim D E (Am = | zf (2)da. 


max Axp—>0 k=i a 


L'expression du second membre est l'espérance mathématique 
de la variable aléatoire continue x, qui peut prendre n'importe quelle 
valeur z appartenant au segment [a, b]. On peut reprendre un 
raisonnement analogue pour l'intervalle infini, c'est-à-dire pour 
l'expression (1). Les formules (1) et (1”) sont analogues à la formule 
(1) du § 9 pour une variable aléatoire discrète. Pour l'espérance 
mathématique nous emploierons également la notation m.. 


+) Par ailleurs f (x) Az, est la probabilité pour que la. variable aléatoire 
continue z prenne une valeur appartenant à l'intervalle (zpi, zx). 
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On dénomme l'espérance mathématique centre de distribution 
des probabilités de la variable aléatoire x (fig. 426). Si la courbe 
de distribution est symétrique par rapport à l'axe Oy, autrement 
si la fonction f (x) est paire, alors il est évident que 


oo 


Miz] = | zf (z)dr= 


— 00 


Dans ce cas, le centre de distribution coïncide avec l'origine des 


Me ZX T 


Fig. 426 Fig. 427 


coordonnées (fig. 427). Considérons la variable aléatoire centrée 
z— m,. Trouvons son espérance mathématique 


M [Z — m]— f (x— m4) f(x) dz = | xf (x) dx — ms f f(x) dx = 


= My — My = 0. 


L'espérance mathématique d'une variable aléatoire centrée est nulle. 


Définition 2. On appelle variance de la variable aléatoire 


x l'espérance mathématique du carré de la variable aléatoire centrée 
correspondante 


D [i] | (z — ma) f(x) dx. (2) 


La formule (2) est analouue à la formule (2) du $ 10. 


Définition 3. Un appelle écart quadratique moyen de la 
variable aléatoire x la racine carrée de la variance 


si D -yi (a ma} (2) de (3) 


Cette formule est analogue à la formule (3) du $ 10. Lors de la 
considération des exemples | concrets nous verrons quê de même que 
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dans le cas d'une variable aléatoire discrète, la variance et l'écart 
quadratique moyen caractérisent la dispersion des valeurs de la 
variable aléatoire. 


Définition 4. La valeur de la variable aléatoire z, pour 
laquelle la densité de probabilité admet sa plus grande valeur, est 


appelee mode et notée Mo. Pour la variable aléatoire x dont la courbe 
de densité est représentée sur les fig. 426 et 427, le mode coïncide 
avec l'espérance mathématique. 


Définition 5. On appelle média- s} 
ne et l’on note Me le nombre vérifiant : 
l'égalité 
Me co 0 Me T 
Jdre [f()de=s (à 
1 Tada À. 2 Fig. 428 


(fig. 428). Cette dernière égalité peut être mise sous la forme: 
P (1< Me)=P (Me <1)=5 


autrement dit il est également probable que la variable aléatoire z 
prenne une valeur inférieure ou supérieure à Me. 


Notons que la variable aléatoire x peut ne pas admettre Me 
comme valeur possible. 


$ 15. Loi normale de distribution. Espérance mathématique 
de la distribution normale 


L'étude de différents phénomènes variés montre que de nombreu- 
ses variables aléatoires, comme par exemple, l'erreur commis au cours 
de mesure, l'ampleur de l'usure des pièces de nombreux mécanismes, 
l'écart latéral et l'écart de portée du point d'impact par rapport à 
un certain centre, au cours d’une tir, etc., possèdent une densité 
de probabilité s'exprimant par la formule 

1 E aik 
Nec le 

= l (1) 
On dit alors dans ce cas que la variable aléatoire suit la loi de distri- 
bution normale (on l'appelle également la loi de Gauss). La courbe 
de la densité de la loi normale est représentée sur la fig. 429. On a 
donné à la fin du livre la table des valeurs de la fonction (1) pour 
a = 0. g = 1 (cf. table 2). On a étudié en détail une courbe analogue 
au $ 9 du ch. V, tome I. 
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Montrons tout d'abord que la densité de probabilitg (1) vérifie 
la relation fondamentale (5) du § 142 ` 


j f(x) dx = 1. 


En effet, introduisant la. notation 


T—a 
Vs À dz= V20dt, 


nous pouvons écrire 


: (x-a)? 


x 202 de | < 


car 


oo 


f e-° d =V n 


— 00 


(cf. § 5, ch. XV). | 
Déterminons l'espérance mathématique d’une variable aléatoire 


Fig. 429 Fig. 430 


distribuée suivant la loi normale (1). D'après la formule (1) du § 14 
nous avons : 


œ (x-a)? 


= ME SAE 202 
My = 1 2- VA. e dz. (2) 


Effectuons le changement de variables 


Te y 
VZ 


nous obtenons 


z=a+V20t, dx=V2odt. 
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Par conséquent, 


EE a 5 oe-t di | pe 
m= Jitas dt ele dt + 


=% 


. La première intégrale est égale à Vn: Calculons la seconde 
intégrale | 
Ñ 1 
| ter dt = -i =0. 


Nous avons ainsi en définitive 
My = 4. (3) 


La valeur du paramètre a entrant dans la formule (4) est égale 
à l'espérancé mathématique de la variable aléatoire considérée. 
Le point x = a est le centre de distribution des probabilités ou le 
centre de dispersion. La fonction f (x) admet sa plus grande valeur 
pour z = a, par conséquent, la valeur x = a est aussi le mode de la 
variable aléatoire. Comme la courbe (1) est symétrique par rapport 
à la droite x = a, nous avons | n 


n vo 


| f(@)dz= | f(x) dz, 


— 00 a 


autrement dit la valeur x—a est la médiane de la distribution 
normale. Si l'on pose dans la formule (1) a—0, nous obtenons: 
a? 


di am, (4) 


EE 

La courbe correspondante est symétrique par rapport à l'axe Oy. 
La fonction f (x) est la densité de la distribution normale de la 
variable aléatoire dont le centre de distribution des probabilités 
coïncide avec l’origine des coordonnées (fig. 430). Les caractéristi- 
ques numériques des variables aléatoires suivant les lois de distri- 
bution (1) et (4), définissant le caractère de la dispersion des valeurs 
de la variable aléatoire par rapport au centre de dispersion, sont 
déterminées par la forme de la courbe qui ne dépend pas de la quan- 
tité a et, par conséquent, coïncident. La valeur a détermine la 
grandeur de l'écartement de la courbe (1) vers la droite (si a > 0) 
ou vers la gauche (si a < 0). Pour simplifier l'écriture, nous allons 
conduire les raisonnements ultérieurs pour la densité de probabilité 
définie par la formule (4). 
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$ 16. Variance et écart quadratique moyen d’une variable: 
aléatoire suivant la loi de distribution normale 
Soit 
x2 


d= a) 


la densité de probabilité de la- variable aléatoire z. On détermine 
la variance d’une variable aléatoire continue d'après la formule (2) 
du $ 14 

Dans notre cas 


Nous avons 


j 4 sai 
- 202 
D [z] = fe VA e dz. 
Fig. ‘431 
Effectuons le changement de variables La nie 
| a 20 20-13 di — 
D= += J Pet di = dt. 
Intégrant par partie, ai obtenons : 
Z yen eg] 
D [z]= Di I tee aes dt |. 
Comme 
lim że- = 0, f e-dt=Vn, 
tro 
nous avons en, définitive E : | 
D [z] = 0°. (2) 


Conformément à la formule (3) du $ 14 l'écart quadratique moyen 
sera 


o [z] = 127) (z)= (3) 


La variance est ainsi l'épale au paramètre o? entrant dans la for- 
mule de la densité de probabilité (1). Nous avons déjà dit plus haut 
que la variance caractérise la dispersion des valeurs de la variable 
aléatoire par rapport aù centre de dispersion.. Voyons maintenant 
comment la valeur du paramètre o? influe sur la forme de la courbe 
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de densité. On a représenté sur la fig. 431 les courbes de densité pour 
les valeurs o = T0 1, æ = 2. Considérant ces courbes nous 


voyons que plus o est petit, plus le maximum de la fonction f (x) 
est grand, la probabilité des valeurs proches du centre de dispersion 
(x = 0) est grande, la probabilité des valeurs éloignées du centre 
est petite. On peut formuler ce fait de la manière suivante: plus 
la variance o? est petite, plus la dispersion des valeurs de la variable 
aléatoire est faible. | 


$ 17. Probabilité d'appartenance d'une valeur 
de la variable aléatoire à un intervalle donné. Fonction 
de Laplace. Fonction de répartition de la loi normale 


Déterminons conformément à la formule (3) du $ 12 la probabi- 


lité pour que la valeur prise par la variable aléatoire z, de densité 
de probabilité 


tombe dans l'intervalle (œ, B): 


TD 


P(a<z<$f)= | f(z)dz 
ou G 
Peer 1o fa 
= ———— o 
a<3<ħ= 7g y dz (1) 
(fig. 432). Effectuons le changement de variables 
zt—a t 
V2o ” 
Nous obtenons 
B-a 
A o vi 
r. arn 12 , 
PO<E<Î)= de ee di. (1°) 
o vi 


L'intégrale figurant au second membre ne s'exprime pas au 
moyen de fonctions élémentaires. Les valeurs de cette intégrale 
s'expriment en fonction des valeurs de l'intégrale de probabilité 


D= f e-t? dt. (2) 
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Indiquons certaines proprieta de la fonction ® (x), que nous 
utiliserons par la suite. 


4. ® (x) est définie pour toutes les valeurs „de LA 
2. D (0) = 0. 


3. D(+o)=— 


Ka Jorang ME 
4. ® (x) est monotone croissante dans l'intervalle (0, 00). 
5. ® (x) est une fonction impaire, car 
O Ofa =a) @) 
6. Le graphique de la fonction D (x) est. représenté sur la fig. 433. 


Il existe des tables très détaillées des valeurs de cette fonction.. 
Nous en donnons un extrait à la fin du livre (cf. table 1). 


p(x) 


Fig. 432 Fig. 433 


Ecrivons l'égalité (1) en utilisant le théorème sur le partage 
de l'intervalle d'intégration | 
B-a . 


0 o V2 
P(G<E<f)=- BE e7? dt + i etdi |= 
g 0 
Se 
a-a B-a 
5 V2 o V2 


= [— f e-e dt + f em]. 


Cette dernière égalité peut être mise ‘sous la forme: 


Ba CE 

ir 2 o V2 2 ovy? 
Placr<f=r| f ef dt——7 l ee dt] 

d y 


Utilisant la fonction ® (x) (cf. (2)), nous pouvons exprimer en défi- 


nitive la probabilité pour que la variable aléatoire z distribuée 
suivant la loi normale prenne une valeur appartenant à l'intervalle 
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(a, B): 


P(a<r<p=s[® (ie )-œ (255) |: (4) 
Pour a—0 nous obtenons: | 
P(a<r<f)=+|® ( A) o(—)] (5) 


Egalant les seconds membres de l'égalité (1) pour le cas a=0 et 
de l'égalité (5), nous obtenons: 


B La | Lo , 
[v= ; masm [0 (a) a) (5') 


On a souvent à calculer la probabilité pour que la valeur de la 
variable aléatoire tombe dans: l'intervalle (a — 1, a + D, symétri- 


> 


r 


Fig. 434 


que par rapport au point z = a (fig. 434). Dans ce cas la formule (4) 
prend la forme: 


P(a—i<r<ath=;[0(—7 =) sea 
}=-0® á ) (cf. for- 


Tenant compte du fait que œ(— A 


mule (3)), nous obtenons en définitive : 
P(a—l<r<a+l)=®D(—— Aa): (6) 


Le second membre ne dépend pas de la position du centre de 
dispersion, par conséquent, nous obtenons pour a—0: 


P(—I<r<l)= (x A) (7) 


Exemple 1. La variable iléatoie z z suit la loi normale de centre de 
dispersion a = 0,5 et de variance o? = : Déterminer la probabilité pour que 


la valeur de la variable aléatoire z tombe dans l'intervalle (0,4; 0,6) (fig. 435). 
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Solution. Ici = 2. Nous obtenons en vertu de la formule (4): 


ee 
o V2? 
P(0,4< 3 <0,8)= + {D [2 (0,6—0,5)]}— O [2 (0,4—0,5)]} = 
=4 {0 (0,2)—@ (—0,2)}. 
Or D (—0,2) = —® (0,2) (cf. formule (3)), de sorte que nous pouvons écrire 
P(O4<r< 0,6=+ [D (0,2) ® (0,2)]= ®© (0,2). 


Nous tirons de la table des valeurs de la fonction ® (x) (cf. la table 1 à la fin du 
livre) la probabilité correspondante 
P (0,4 < x < 0,6) = 0,223. 


. Exemple 2. La longueur d'une pièce fabriquée par une machine auto- 
matique est une variable aléatoire distribuée suivant une loi normale de para- 


mètres M [z] = 10, œ = > Trouver la probabilité du rebut, si les dimensions 
admissibles de la pièce doivent être 10 + 0,05. 


7 


05 06 X 


0,4 


Fig. 435 


: 1 1 
Solution. Dans notre casa = APE VE = 10, o = TA . La pro- 


babilité de rebut prep s'exprime donc, conformément à la formule (4), de la 
manière suivante : 


Preb=1—P (9,95 < x < 10,05) =1 + {® [10 (40,05 —10)] — 


— © [10 (9,95—10)]}=1— + {0 (0,5) — D (—0,5)} = 
=1— Q (0,5) —1—0,52—0,48. 


Remar que. On utilise souvent au lieu de la fonction D (x 
(2) la fonction de Laplace: | 


D 
— fe 2 dt. (S) 
2x 0 


G()= 


Cette fonction de Laplace est liée à la fonction ® (x) par une relation 
simple. Effectuant dans l'intégrale (8) le changement de variables 


t 
= = 3, nous obtenons 


V2 x 
D(x)=—— Tenuto a ) 
=F ) z z) 
Nous avons ainsi 
GG=50(-7%) (9 
et, évidemment, 
(2V3) =70 (2). (10) 


Nous pouvons mettre la formule (5), en utilisant la fonction 
© (x) et la relation (9), sous la forme: 


Pa<z<p=0(£)-5(4) an 
et pour o = 1 


Pla < zr < p) = 0 ($) — D (a). 
Nous donnons à la fin du livre un extrait de la table de la fonction 
de Laplacé (cf. table 3). 
Déterminons maintenant la fonction intégrale de la loi de distri- 
bution normale. Nous avons d’après la formule (1) du $ 13: 
(x-a)? 


F(x)= i f(x) dr = = | e I dg=P(— o0 <7< a). 


Fig. 436 


Utilisant la formule (4) pour le cas œ = — ©, B= zx, nous obtenons 
-iTo (=) 0 
F=T (0 (4) -0(—x)], 
mais ®(— œ)= —1 (cf. formule (3)). Par conséquent, nous obte- 
nons 
F(x)= [o E zi =) +4]. (12) 


Le graphique de la fonction F y pour a = 0 est représenté sur 
la fig. 436. 


$ 18. Ecart médian 


Dans de nombreuses applications de la théorie des probabilités, 
en particulier dans la théorie des erreurs d'observation, la théorie 
du tir, etc., on utilise une caractéristique de dispersion que l’on 
appelle écart (erreur) médian. 


34-—4047 
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exemple) soumise à la loi normale 
x2 
Ze 7 207 
f(z)= VE e 
l'intervalle (— E, E), soit égale à (fig. 437), 


530 
Définition 4. On appelle écart médian un nombre E tel 
que la probabilité pour que la variable aléatoire (l'erreur, par 


(1) 


appartienne à 
autrement dit | 
- P(—E<r<E) 

Pour toute variable aléatoire x suivant la loi de distribution 
normale dont le centre de dispersion est x = a, l'écart médian Æ 
(2) 


(fig. 438) vérifie la relation 
P(a—E<x<a+E) 
Exprimons l'écart quadratique moyen ø en fonction de l'erreur 


médiane Æ. 
fE) 


aE a @+E 

Fig. 437 Fig. 438 

Nous exprimons le premier membre dė l'égalité (4) en fonction 
de ® (x): 
x2 

= L 1 E 

PCE<E< D | re de. (3) 
(4) 


D'après la formule (7) du § 17 nous obtenons: 
P(—E<3<E)= o( A) 
Les premiers membres des égalités (1) et (4) sont égaux, par 
conséquent, les seconds membres le sont aussi 
ò (ir (5) 
D'après la: table des valeurs de la fonction ® (x) nous Horn 
la valeur de l'argument x= 0,4769, pour laquelle ® (z)= Par 
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conséquent, nous avons 


z= 
Il est admis de noter le nombre D par la lettre p: 
E 
aa ERNO (6) 


Il en découle 


E 


p V2" 


(7) 


0 = 


E=pV20, | 


$ 19. Expression de la loi normale en fonction de l'écart 
médian. Fonction réduite de Laplace 


Exprimant le paramètre ø en fonction du paramètre Æ d’après 
la formule (7) du $ 18 et portant cette valeur dans la formule (4) 
du § 45, nous obtenons l'expression de la loi normale en fonction 
de l'écart médian 


fee. (1) 
La probabilité, pour que la variable aléatoire (par exemple, 


l'erreur d'observation) appartienne à l'intervalle (œ, B), sera, con- 
formément à la formule (5) du $ 17, 


re<r<p=7 [0 (e5)-0(p2)] @ 

et conformément à la formule (7) du § 17 
P(—1<z<1)=0 (p5): (3) 
Les nombres ia et F figurant dans le second membre de la for- 


mule (2) sont définis var la nature du problème considéré, p est 
un nombre connu: p = 0,4769 

Pour éviter d'avoir chaque fois à effectuer la multiplication 
par p, on a établi des tables pour la fonction ® (px). Cette fonction 


est notée Ê (x): 
Ê (x) = ® (px). (4) 
La fonction ® (x) est appelée fonction réduite de Laplace. On donne 


à la fin du livre un extrait de la table des valeurs de cette fonction 
(cf. table 1). 
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En vertu de la formule (2) du $ 17 cette fonction est définie par 
l'intégrale 


px 
2 

Dr) = —— et dt 

Vx | 
Effectuant le changement de variables t—pz, nous obtenons 

$ 2p N —p2z2 

® (x)= —— eP*z dz. (5) 
Va f 


Exprimons le second membre de l'égalité (2) à l'aide de la fonction 
réduite de Laplace 


Pa<z<fp)=7[0 ()-ê(4)]- (6) 


En particulier, la probabilité pour .que la valeur de la variable 
aléatoire tombe dans un intervalle symétrique par rapport aù centre 
de dispersion (—L, 1) est donnée, en vertu de la formule (3), par 
l'expression: ` f 


P(—i<7<)=Ô(7) (7) 

et 
P0<3<)=5(F) o (8) 
Notons que la probabilité pour que la valeur de la variable 


aléatoire x appartienne à à l'intervalle (a, B) exprimée à l’aide de 
l'écart médian Æ, si l'espérance mathématique a -£ 0, sera (cf. for- 


mule (4) du $§ 17): | | 
Pea<r<h=+ [6 ( 2) -$ (025) |. (9) 


Cette dernière égalité peut s'exprimer à l’aide de la fonction 
réduite de Laplace de la manière suivante: 


Pa<z<p=4 [ó (t) -ê (7) w 


§ 20. Règle des trois sigmas. Echelle des probabilités 
de distribution des erreurs 


Pour la réalisation pratique des calculs c'est l'écart quadratique 
moyenne © qu'on choisit pour unité de mesure de l'écart: d’une varia- 
ble aléatoire suivant une loi normale à partir du centre de dispersion 
(de l'espérance mathématique). On obtient alors en vertu de la 
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formule (7) du $ 17 des égalités qui sont d’une grande utilité dans 
des calculs : 


P(—o<r<0)=®d (3) — 0,683, 
P(—20< x < 20)=D(V2)= 0,954, 
nn 3 
P(—36< 7 < 30)= 0 (a) = 0,997. 
On a donné une image géométrique de ces résultats sur la fig. 439. 
Il est presque certain que la variable aléatoire (l'erreur) ne 


s'écartera pas en valeur absolue de l'espérance mathématique de 
plus de 30. Cette proposition est appelée la règle des trois sigmas. 


002Z 
—26 -6 0 Ó 26 36x -4E-3E-2E-E 0 E 2E JE 4E x 


-Jő 


Fig. 439 Fig. 440 
Pour le traitement de diverses données statistiques, il est utile 


de connaître la probabilité pour la variable aléatoire x d'appartenir 
aux intervalles (0, Æ), (£, 2E), (2E, 3E), (38E, 4E), (4E, 5E) si la 
densité de probabilité correspondante est donnée par la formule (1) 
du $ 19. La connaissance de ces probabilités permet, dans de nom- 
breux cas, de réduire les calculs et facilite l’analyse des phénomènes. 

Pour calculer ces probabilités nous utiliserons la formule (8) 


du § 19 et la table de la fonction ® (x): 
P (0< 7< E) =$ Ê (1) = 0,2500, 
P(E <7<2E)=4 [Ô (2)— Ô (1)]= 0,1613, 
P (2E < z< 3E) =- [Ô (3)— Ô (2)] = 0,0672, 
P(3E<z<4E)=4 [Ô (4)—Ô (3 = 0,0180, 
P (4E < 7< 00) =$ [Ê (0) — Ô (4)] = + [1 — 0,9930] = 0,0035. 


.Les résultats des calculs sont illustrés géométriquement sur la 
fig. 440 que l’on appelle échelle de dispersion des erreurs. Il découle. 
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de ces calculs, qu'il est pratiquement certain que la valeur de la: 
variable aléatoire appartient à l'intervalle (—4£, 4E). La probabi- 
lité pour que la valeur de la variable aléatoire tombe en dehors de 
cet intervalle est inférieure à 0,01. 


Exemple On a établi expérimentalement que l'erreur de mesure 
d'un pra servant à évaluer les distances est distribuée suivant une loi nor- 
male d'erreur médiane Æ = 10 m. Déterminer la probabilité avec laquelle la 
distance mesurée à l'aide de cet appareil s'écarte de la distance véritable de 
moins de 15 m. 


Solution. Dans notre cas 7? = 15 m, E = 10 m. Nous obtenons d'a- 
près la formule (7) du § 19: Á 
1 


P(—15 <7 <15)=Ê (+) = Ô (1,5) —0,6883 + 0,69. 


$ 21. Erreur arithmétique moyenne 


On introduit, pour caractériser les erreurs, la notion d'erreur 
arithmétique moyenne égale à l'espérance mathématique de la valeur 
absolue des erreurs. Nous désignerons l'erreur arithmétique moyenne 
par d. Déterminons l'erreur arithmétique moyenne si les erreurs x 
suivent la loi normale (4) du $ 15. D'après une formule analogue à 
la formule (2) du $ 15 nous obtenons (a = 0): 


Ainsi l'erreur arithmétique moyenne s'exprime én fonction de 
l'erreur quadratique moyenne ð au moyen de l'expression 


2 TT 
d= V (1) 


$ 22. Mesure de précision. Relations entre 
les caractéristiques de distribution des erreurs 


Au cours de l'étude de nombreux processus, on écrit la densité 
de probabilité de la loi normale sous la forme 


fee ns. (1) 


La comparaison .de la formule (1) et de la formule (4) du $ 15 
permet d'établir que le paramètre introduit À s'exprime en fonction. 
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de o de la manière suivante: 


h= 


1 
0 V2? @) 


La quantité h est inversement proportionnelle à ø, autrement dit, 
inversement proportionnelle à l'écart quadratique moyen ou à 
l'erreur quadratique moyenne. Plus la variance o° est petite, c'est-à- 
dire plus la dispersion est faible, plus la valeur de k est grande. 
C’est pourquoi h est appelée mesure de précision. 

Nous obtenons de la formule (2) et de la formule (1) du $ 21 


a 
=" (3) 
1 
Mr Er à (4) 


En appliquant les formules (7) du § 48 et (3), on exprime l'erreur 
médiane Æ en fonction de la mesure de précision k de la manière 
suivante 


E= (5) 


SES 
: 


Il est parfois nécessaire d'exprimer une caractéristique de dis- 
tribution des erreurs en fonction d’une autre. C'est pourquoi les 
égalités suivantes sont parfois utiles: 


5 Fa | 
£_pV2=0,6745, Ê=pY7—0,8458, S = | e 
o 1 p 1 
S t 1,4826, L= — 1999 
E pyVy2 E pyx | 


$ 23. Variable aléatoire bidimensionnelle 


La valeur d'une variable aléatoire bidimensionnelle est déter- 
minée par deux nombres x et y; pour cette variable aléatoire à 


deux dimensions nous emploierons la notation (z, y). Supposons 


que zet y prennent des valeurs discrètes x; et y;. Supposons encore 
qu'à chaque couple de valeurs (x;, y;) appartenant à un certain 
ensemble corresponde une probabilité déterminée p;;. Nous pouvons 
dresser le tableau de distribution des probabilités de la variable 
aléatoire à deux dimensions discrète. 
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(1) 


Définissons maintenant la variable aléatoire à deux dimensions 
continue. La probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire 


bidimensionnelle (x, y) vérifie les inégalités x < x < x + Ar, 
y y <y + Ay sera notée ainsi: 


Y Dos = 
y+Ay P<z<z+ Ar, y <y <y + 
y + Ay). 


Définition 4. La fonction 
f (x, y) est appelée densité de proba- 
bilité de la variable aléatoire bidi- 


x TÅLT à 


Fig. 441 mensionnelle (x, y) si, aux infiniment 
petits d'ordre supérieur par rapport à 
Ap = V Ar? + Ay? près, on a l'égalité approchée suivante 


P(r<z<z+ Ar, y <y <y + Ay) = f (x, y) Az-Ay. (2) 


La formule (2) est entièrement analogue à la formule (2) du § 12. 

Considérons un système rectangulaire de coordonnées (20y). 
Si nous représentons les valeurs de la variable aléatoire (x, y) par 
les points du plan de coordonnées correspondantes z et y, l'expression 
P(r <z < x + år, ! y < y <y + Ay) désignera la probabilité 
pour que la variable aléatoire bidimensionnelle (x, y) prenne une 
valeur correspondant à un point appartenant au rectangle hachuré 
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As (fig. 441). Nous dirons alors que « la valeur de la variable aléa- 
toire est tombée dans le domaine As » *). 

Nous désignerons également la probabilité P (x < x << x + Az, 
y<y <y + Ay) par le symbole P [(x, y) = As]. Avec cette notation 
nous pouvons mettre l'égalité (2) sous la forme: 


P [(z, y) c As] & f(x, y) As. (3) 


Démontrons maintenant le théorème suivant, analogue au théorè- 
me 4 du $ 12. 


Théorème 1. La probabilité P It, y) = D], pour que la 


variable aléatoire bidimensionnelle (æ, y) de densité de probabilité 
Í (x, y) appartienne au domaine D, s'exprime par une intégrale double 
de la fonction f (z, y) étendue au domaine D, autrement dit, 


Pi, y) c D]= | | f (2, y) dedy. (&) 
D 


Démonstration. Partageons le domaine D, comme nous 
l'avons fait dans la théorie des intégrales doublés, en surfaces élé- 
mentaires As. Pour chaque surface élémentaire, écrivons l'é égalité (3) 
et sommons les premiers et les seconds membres des égalités ainsi 
obtenues. Etant donné que 


D As =D et D PI, y) c As] = P [(z, y) c D], 
nous obtenons une égalité approchée 
P[(x, y) c D] X% X f (z, y): As, 


aux infiniment petits d'ordre supérieur par rapport à As près. 

Passant à la limite dans le second membre de cette dernière 
égalité lorsque As —> 0, nous obtenons au second membre une inté- 
grale double et, en vertu des propriétés de la somme intégrale, 
l'égalité exacte: 


PE y) = D1= || f(e, y) dz dy. 
D 


Le théorème est démontré. 


Remarque 1. Si le domaine D est un rectangle limité par 
les droites z = æ, z = B, y =Y, y = - (fig. 442), alors 


Pac y <7< i= | | He v)dedy. (5) 
CHE dk 


*) Dans l'égalité (3), nous aurions pu prendre une surface de forme arbi-- 
traire. 
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Remarque 2. De même que l'égalité (1) on‘ a également 
l'égalité i | 


i î f(x, y) dx dy=4, (6) 


puisque le fait qu'une variable aléatoire bidimensionnelle prenne 
une valeur quelconque est un événement certain. Là où, d'après 
le sens du problème, la fonction f (x, y) n'est pas définie, nous 
posons f (x, y) — 0. 


T£ 


PB 


Fig. 442 Fig. 443. 


Si le domaine D se compose de plusieurs rectangles de la forme 
représentée sur la fig. 443, la probabilité pour que la variable aléatoi- 
re appartienne à un tel domaine est déterminée comme la somme 
des probabilités calculées pour chacun des rectangles, autrement 
dit, comme la somme des intégrales définies étendues à chaque 
rectangle : 

PIE Y) =D] = P [Ẹ, ne Dl + 


+ PIG@, y c D) + PIG, y) c Da. 


Exemple. La densité de probabilité de la variable aléatoire bidimen- 
sionnelle est donnée par la formule. 


fe n= - 


Déterminer la probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire appartienne 
au rectangle limité par les droites x = 0, z = 4, y = v y= V3. 


Solution. Nous obtenons en vertu de la formule (5): 
1 V3 


roc <<] | lo 
cé D 1 :. .: : 


äl 
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1 V3 . 1 
1 dx dy _ 1 i 
7 | IF | Tous nr aeter arcigy | = 
0 0 1 
VE V3 


Définition 2. La fonction 


F(x, y) ” f jeno) v) du dv (7) 


— 00 — 00 


est. appelée fonction de répartition de la variable aléatoire bidimen- 
sionnelle (x, y). 

Il est évident, que la fonction de répartition exprime la proba- 
bilité pour que z< x, y< y, autrement dit, 


F (z, y =P<x, y <y). 


Géométriquement parlant la fonction de répartition exprime 
la probabilité pour que la variable aléatoire bidimensionnelle 
appartienne au quadrilatère hachuré sur la fig. 444. 

En utilisant le théorème sur la dérivation d’une intégrale défi- 
nie par rapport à un paramètre, on 
établit la relation entre la densité de 


se la fonction de réparti- = 7 (zy) 
_. v) de, _ _ À 


= f(x, y). 
zð 
Se Fig. 444 


La densité de probabilité d’une variable aléatoire à deux dimen- 
sions est égale à la dérivée mixte du deuxième ordre de la fonction 
de répartition. 


§ 24. Loi normale de distribution sur le plan 


Définition 1. La distribution de la variable aléatoire 
bidimensionnelle est dite normale si la densité de probabilité cor- 
respondante de cette variable aléatoire a pour expression 

` x2 y? 


f (z, y)= ES e -ag 203, (1) 
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Le graphique de cette fonction est une surface que l'on a repré- 
sentée sur la fig. 445. 

Le centre de dispersion de la variable aléatoire dont la loi de 
distribution est donnée par (1) est le point (0, 0) *). Les valeurs ox 
et o, sont appelées les écarts quadratiques moyens principaut. 

Mettons la formule (1) sous la forme: 


x2 y2 


1 T 202 
f(x, y)= o TA me R. ax" 203, (2) 
y 


On peut ainsi considérer f (x, y) comme le produit des densités de 
deux variables aléatoires x et y distribuées suivant une loi normale, 
Déterminons, de même que 
dans le cas d'une variable 
aléatoire à une dimension, 
les écarts probables principaux 
E,et E, de la variable aléa- 
“toire à "deux dimensions (cf. 
formule (7) du § 18) 


E,=0V20:, Ey=pV2o,. 
| = 8 


Portait dans la formule (1) 
les valeurs de Ox et 6, ex- 


Fig. 445 
primées en fonction de Ex et E, nous obtenons: 


z 2 =p? pi 
(= (3+), (4) 


Considérons les. lignes de niveau de la surface (4) 
z2 2 
E + Er = k? = const (5) 


(on aura alors f (x; y) = const). Les lignes de niveau sont des ellip- 
ses dont les demi-axes sont respectivement kE et kE,. Les centres 
des ellipses coïncident avec le centre de dispersion. Ces ellipses 
sont appelées ellipses de dispersion. Leurs axes sont les axes de dis- 
persion. On appelle ellipse unitaire de dispersion l'ellipse dont les 


+) Si le centre de dispersion est situé au point (a. b), la loi de distr ibu- 
tion est donnée par la formule 


_ (x-a)? _ (p-b)? 
1 202, 202 
Í (z, Do, * Š a 


«) 
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demi-axes sont respectivement égaux aux écarts probables E, et E}. 
On obtient l'équation de l’ellipse unitaire en posant dans l'équation 
(5) 4 = 1: 


2 2 
gta. (6) 


On appelle ellipse totale de dispersion l'ellipse dont les demi-axes 
sont 4E, et 4E,. L'équation de cette ellipse est ainsi 


Meann gey =i. (7) 


Nous établirons dans le paragraphe suivant que la probabilité 
pour que la variable aléatoire bidimensionnelle appartienne.: à l'el- 
lipse totale de dispersion est égale à 0,97, autrement dit. c'est un 
événement pratiquement certain. 


$ 25. Probabilité pour qu’une variable aléatoire 
bidimensionnelle normalement distribuée appartienne à un 

rectangle de côtés parallèles aux axes principaux 

de dispersion 


Soit 
2 2 
p2 PRO PU 
p? ( E? E? ) 
f(z, y)= EE | E "4 


D’après la formule (5) du § 23 (cf. fig. 442) la probabilité pour 
que la variable aléatoire appartienne au rectangle limité par les 
droites x = «a, x = fi, y = y, y = ô est donnée par l'expression: 


Bö -p2 [4-5 
= _ 2 
P(a<zx<$f, v<y<ð= | | TEE e ( Ez EF) dady. (4) 


Mettant la fonction sous le signe d'intégration sous la forme 
d’un produit de deux fonctions, nous pouvons écrire 


E E , PE 
Pa<z<p, y<y<6)= | VEE e dx 


a 
2. 
2H- 


E -P 
x| Ee dy, 2) 
Y y 


yz 
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et en vertu de la formule (6) du $ 19 nous obtenons en définitive: 
E z a 3 1 i B : 
P(a<r<p, y<y<5)=7| (+) - 

Fa { ê. 3 y 
ds) (1) r) B 
Si l’on pose dans cette dernière formule ¢ = —4;, B = 4, 
= —l, ô = lz, c'est-à-dire si l’on considère un rectangle de centre 
à l'origine des coordonnées, la formule (3) prendra, en vertu de la 


formule (7) du $ 19, la forme: 
P(—L<r<h, -h <y<h)=0 (5) à ( a). 6 


Remarque. On aurait pu également résoudre le problème 
de lá recherche: de la probabilité pour que la variable aléatoire 
appartienne à un rectangle de côtés parallèles aux axes de coordon- 
nées de la manière suivante. Le fait que la variable aléatoire tombe 
dans un rectangle est un événement composite, consistant en ce 
que deux événements. indépendants sont simultanément réalisés : 
le fait d’appartenir à la bande —Z, < z < L et le fait d'appartenir 
à la bande —l < y < la. (Pour simplifier l'écriture considérons 
un rectangle dont le centre est à l’origine des coordonnées.) Suppo- 
sons que la densité de probabilité de la variable aléatoire x soit 


LP. PRE 
La: sons de probabilité de la variable aléatoire y est 
Lpe #2 
` T? 
= —— e Y, 
2 (y) 7 RE, 


Calculons la probabilité pour la variable aléatoire d'appartenir 


à la bande — 4 <x<l et à la bande —l <y <l, Nous obte- 
nons d’après la formule (7) du $ 19: 


= HAT AS 
P(—u<r<l)=® () 
= m 12 
P(—h<y<l)=®D (+) P 
La probabilité de l'événement composite consistant en la réalisation 


simultanée de ces deux, événements, c'est-à-dire correspondant au 
fait que la variable aléatoire à deux dimensions tombe dans le rec- 
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tangle,. sera égale au produit des probabilités respectives : 
P(a<z<$, y<y<8)=P(—L <1 Ll) P(—l <y <h) = 


=è (ii) (z) 


Nous avons obtenu la formule (á). 


-§ 26. Probabilité pour qu'une variable aléatoire bidimensionnelle 
prenne une valeur appartenant à l’ellipse 
de dispersion 


Dans la théorie des erreurs on doit considérer le problème suivant. 
Calculer la probabilité pour qu’une variable aléatoire, par exemple 
une erreur d'observation dans le plan, appartienne a à T'ellipse de 
dispersion = 


2 2 i 
tac (1) 


si la densité est donnée par la formule (4) du $ 24. D'après la 
formule (4) du § 23 nous obtenons: 


ri& jcn] E m EE as (2) 


où le domaine De est limité par l’ellipse (1). Effectuons le changement 
de variables en posant | | 
| -æ= Egu, y = Ey; 
dans ce cas l'ellipse D, se transformera. en, cercle: 
u? + ut = k. (3) 
Le jacobien de la transformation étant égal à I = E,E,, l'éga- 
lité (2) prendra la forme : 


PIG, DeDl=— A f p2. e7024?) du dv. (4) 
De 
Passons aux coordonnées polaires dans cette dernière intégrale 
u =rcosọ, v=rsin 9. 


Le second membre de l'égalité (4) prendra alors la forme: 


2x k 
Pif, y) c D]=4 f f p?-e-70272r dr dọ. 
0 0 


n 
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Effectuant les calculs dans le second membre, nous obtenons l'ex- 
pression de la probabilité d'appartenance à l'ellipse de dispersion 


PIG, y c Del = 1 — eor, (5) 


Considérons certains cas particuliers. La probabilité d'apparte- 
nance à l’ellipse unitaire de dispersion sera obtenue en posant k = 1 
dans la formule (5) 


P ITY) © Des = 1 — e7. = 0,208. (6) 


La probabilité de tomber dans l'ellipsė totale de dispersion (7) 
du $ 24 sera obtenue en posant k = 4 dans la formule (5) 


PI(e, y) € Deli = 1 — 67160 — 0,974. (7) 


Considérons le cas particulier où dans la formule (4) du $ 24 
Ex = E, = E. L'’ellipse de dispersion (5) du $ 24 se transforme 
alors en cercle 

a += RE 8 


de rayon R = kE. La probabilité pour que la variable aléatoire à 
deux dimensions appartienne au cercle de rayon R sera alors, con- 
formément à la formule (5), 

R 


PIG, pe Dal=t—e E, (9) 


Définition 1. On appelle écart radial probable un nombre 
Ep tel :que la probabilité pour qu’une variable aléatoire à deux 


dimensions appartienne au cercle de rayon R = Ep est égale à T 


Il découle de la définition, que la quantité R = Er est déter- 
minée à partir dé la relation a 


02 —— 4 
= E? — 
1—e 7" 


Nous trouvons de la table des valeurs de la fonction exponentielle 
Er = 1,75E. 


$ 27. Problèmes de la statistique mathématique. Matériel 
~ statistique 


Le résultat des observations et de l'enregistrement des phéno- 
mènes aléatoires en masse permettent d'obtenir les données statis- 
tiques, ou le matériel statistique. En particulier, ce matériel statis- 
tique peut être constitué par les erreurs de différentes mesures. 

Si la grandeur observée est une variable aléatoire, elle est étudiée 
par les méthodes de la théorie des probabilités. Pour comprendre 
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la nature de cette variable aléatoire, on doit connaître sa loi de 
distribution. La détermination des lois de distribution des quantités 
considérées et l'estimation des valeurs des paramètres de la distri- 
bution à l’appui des valeurs observées constituent l’objet de la statis- 
tique mathématique. 

Un autre problème de la statistique mathématique consiste 
en l'élaboration des méthodes de traitement et d'analyse du matériel 
statistique afin d'obtenir des conclusions déterminées indispensables 
pour l'organisation du processus optimal auquel participent les 
grandeurs considérées. 

Citons quelques exemples d'observations réalisées sur divers 
phénomènes permettant d'obtenir en résultat le matériel statistique. 


Exemple 1. Au cours de mesures réitérées d'un certain objet à l’aide 
d'un instrument de mesure, en particulier, lors de la détermination de l'éloigne- 
ment d'un certain objet, on obtient diverses valeurs de la grandeur observée. 
Ces valeurs seront dites valeurs observées (nous appellerons ainsi toute valeur 
obtenue au cours de l'étude d'un phénomène quelconque). 


Les valeurs ainsi obtenues doivent être d'abord systématisées 
et traitées avant que l’on puisse formuler des conclusions quelcon- 
ques à leur sujet. 

Comme nous l'avons déjà indiqué, la différence ô entre la valeur 
observée z et la valeur véritable de la quantité observée a (x — a = ô) 
est appelée erreur de mesure. On peut exprimer ce que nous avons 
dit plus haut dans le langage de la théorie des erreurs. Les erreurs 
de mesure nécessitent un traitement mathématique avant que l’on 
puisse formuler des conclusions déterminées. 


Exemple 2 Dans la production en masse on est amené à considérer 
la valeur de l'écart d’une certaine dimension de la pièce fabriquée (par exemple, 
la longueur) d’une certaine cote donnée (erreur de fabrication). 


Exemple 3. La différence entre les coordonné s du point d'impact, 
au cours d’un tir, et celles du point de visée constitue l'erreur de tir (la disper- 
sion). Ces erreurs doivent être soumises à une étude mathématique. 


Exemple 4. Les résultats des mesures de la valeur de l’écart des dimen- 
sions d’une pièce après exploitation de ses dimensions avant la mise en exploi- 
tation (dimensions de projet) doivent être soumis à une analyse mathématique. 
- On peut également considérer ces écarts comme des « erreurs ». 


Il découle des exemples donnés que les quantités considérées 
sont des variables aléatoires et que chaque valeur observée doit être 
considérée comme une valeur particulière de la variable aléatoire. 


$ 28. Série statistique. Histogramme 


On dispose le matériel statistique obtenu en résultat des obser- 
vations (des mesures) dans un tableau formé de deux lignes. Dans 
la première ligne on note le numéro de la mesure i, dans la seconde 
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la valeur obtenue x; de la quantité mesurée x. Un tableau de ce 
genre est appelé série statistique simple. Quand le nombre de mesures 
est très élevé il est difficile d’avoir une vue d'ensemble du matériel 
statistique figurant dans ce tableau et, par conséquent, son analyse 
est malaisée. C'est pourquoi à la base de la série statistique simple 
on effectue des groupements. On les réalise de la manière suivante. 


On partage tout l'intervalle des valeurs obtenues de la quantité x 
en petits intervalles égaux (ao, as), (1, a2), . . ., (a1_1, a) et l'on 
compte le nombre m; de valeurs de z tombant dans l'intervalle 
(a_1, az). Les valeurs tombant sur l'extrémité de l'intervalle sont 
rapportées soit à l'intervalle de gauche, soit à l'intervalle de droite 
(on décide parfois d’en affecter la moitié à l'intervalle de gauche 
et l'autre moitié à l'intervalle de droite). Le nombre 

mhk $ 
-n = (1) 
est la- fréquence relative Correspondant à Pintervalle [(a:.1, ax). 
Il est évident que ' 
1A 
D =i (2) 

k=l '. à 

A l'appui des résultats d'un tel traitement, on dresse un tableau 
formé de trois lignes. Dans la première ligne on indique les inter- 
valles dans l’ordre de croissance des a}, dans la seconde ligne les 
nombres m, qui leur correspondent, dans la troisième ligne les 


z- MR 
fréquences pp = T 


Inter- Gao, a) | (as, ao) |...| Ch- a eef Ca 29) 
© mMk mi | Me .. MR … 
pi P |e | PŽ | - 


‘C'est ainsi que l’on effectue le groupement. On peut également 
le réaliser géométriquement de la manière suivante. Sur l'axe Ox 
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on note les points ao, 41, . . ., Ah, . . ., 41. Sur le segment fa, _1, apl 
pris comme base, on construit un rectangle dont l'aire est égale 
à p. La figure ainsi obtenue est appelée histogramme (fig. 446). 


a, 2, Ot, Q3 a, Ar Ag A ag 
Fig. 446 


Sur la base du groupement et de l'histogramme on construit 
à une certaine approximation la fonction de répartition empirique. 

Le traitement ultérieur des données est conduit de la manière 
suivante. On désigne par z les milieux des intervalles (az_1, ar) 
et l’on estime que c'est la valeur du résultat d'une mesure, qui 
est répétée m, fois. Après quoi, on substitue au tableau donnant le 
groupement des données le tableau suivant. 


Ce traitement est réalisé en supposant que toutes les valeurs à 
l'intérieur de l'intervalle (a,_1, a,) sont proches les unes des autres 
de sorte que l'on peut les estimer égales à l’abscisse zë du milieu 
de l'intervalle. 


-Exem p le. On a effectué 100 mesures de l'éloignement d'un objectif 
dont les résult 


ats ont donné après groupement le tableau suivant. 


Inter- 
valles 


80-1140] 110-140 |140-170 | 170-200 | 200-230 |230-260 260-290 290-320 


m |2 | 5 juluxlm lu) 6 | 1 


P% 


oe] 0,05 | onts | ox | ou | os | 0,06 | 0,01 
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En utilisant.les résultats du groupement, nous construisons la représentation 
graphique. de la série statistique (l’histogramme) (fig. 447). 


60 10 140 170 200 230 260 290 320 x 


Fig. 447 


Dressons ensuite le tableau. suivant. 


2 
Th 


95 |125] 155 | 185 


215 


245 | 275 | 305 


mha 


2|s|e|a]a]s] e]: 


Ph Beaba 190,24b,20,180.00p01 


$ 29.. Détermination de la valeur acceptable d’une grandeur. 
mésurée 
Supposons que les résultats des mesures d’une certaine quantité 
aient donné les valeurs, £2, . . ., Zn. On peut les considérer comme 
les. valeurs particulières de la variable aléatoire x. On adopte alors 
en tant que valeur acceptable de la quantité à définir la moyenne 
arithmétique des valeurs obtenues | 


n 
È zi 
m= =. (1) 


La valeur mł est appelée la moyenne statistique. 
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Si le nombre de mesures n est grand, on utilise le matériel du 
tableau considéré au $ 28 et l'on calcule m* de la manière suivante: 


mž= tam TMm +... Lzamp +... HELMA 
pp ee A 


ou, en utilisant les notations (1) du § 28, 
À nt 
mi = 2 Th Phs (2) 


la valeur obtenue est appelée la moyenne pondérée. 


Remarque. Dans ce qui suit nous désignerons les résultats 
des calculs réalisés d'après les formules (1) et (2) par une même 
AAP Cette remarque se rapportera également aux formules (3) 
et (4). de. 

On peut démontrer que sous certaines hypothèses restrictives 
la moyenne statistique tend en probabilité lorsque n — oo vers 
l'espérance mathématique de la variable aléatoire x. Cette assertion 
découle du théorème de Tchébychev. 

Déterminons maintenant la variance empirique. Par définition 
elle est donnée par la formule *): 

Nn 


D (img 
D=. (3) 


n 


Cette quantité caractérise la dispersion des valeurs de la variable 
observée. 
Si Fon utilise le matériel des tableaux du § 28, la variance sta- 
tistique est donnée par la formule 
à 


D*— 2 (zx — m$)? pÈ. (4) 


k= 
Cette formule est analogue à la formule (2) du $ 10. 


Exemple. Déterminer la moyenne statistique et la variance statistique 
d'après le matériel statistique de l'exemple du $ 28. 


Solution. Nous obtenons de la formule (2): 
n 
Sa à 
mt= =i = J} zip#=95.0,02+125.0,05 + 155.0,16 +185 0,244 
i=1 


+245 0,28- 245-0,18-}275-0,06 -+ 305 -0,01 = 204,20. 


*) En réalité il est préférable de calculer la variance empirique d’après 
une autre formule, que nous donnons à la page 554. 
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En vertu de.la formule (4) nous avons : 
n 


X (rm) a à 
4 [ZX k=1 = J x 
D* [i= = 1 5; Gimp pie D kog m= 
k=1 k=1 


= 952.0,02 +-1252.0,05+1552.0,16 4+ 1852.0,24-2452.0,28 -+2452 -0,18 + 
-+ 2752:0,06 + 3052.0,04 — (201,20)? = 1753,56. 


$ 30. Estimation des paramètres de la loi de distribution. 
Théorème de Liapounov. Théorème de Laplace 


“Soit Z une variable aléatoire, par exemple, le résultat d'une 
mesure, a la quantité à mesurer, ô l'erreur commise pendant la 
mesure. Ces quantités sont alors liées par la relation 


Ê=r—a,z—=a +6. (1) 


De nombreuses expériences et observations montrent que si 
l'on élimine l'erreur systématique, c’est-à-dire l'erreur constante 
pour toutes les mesures (par exemple, l'erreur provenant des instru- 
ments) ou telle qu'elle varie suivant une loi connue d’une mesure 
à l'autre, et si l'on élimine les erreurs grossières, les erreurs de 
mesure suivent une loi de distribution normale dont le centre de 
distribution est à l'origine des coordonnées. Ce fait est également 
confirmé par des considérations théoriques. 

Si une variable aléatoire est la somme d'un grand nombre de 
variables aléatoires, cette somme est, sous certaines conditions 
restrictives, soumise à la loi de distribution normale. Cette assertion- 
est formulée sous forme du théorème limite central établi par A. Lia- 
pounov (1857-1918). Nous énoncerons ici ce théorème sous une 
forme quelque peu simplifiée. 


_ Théorème 1. Si les variables aléatoires indépendantes Tis 

Ts + « .» zn SUİveni une même loi de distribution d'espérance mathé- 

matique a (on peut estimer sans restreindre la généralité que a = 0). 

et de variance 6°, lorsque n croît indéfiniment, la loi de distribution 
n 


Ti 
de la somme y, = i=1 différera aussi peu que l'on veut de la loi 
L oyn 
normale (y, est normée de telle sorte que M [ÿ,1 = 0, D [y,] = 1). 
L'importance pratique du théorème de Liapounov consiste en 
ce qui suit. On considère une variable aléatoire, par exemple, l'écart 
d'une certaine quantité d'une valeur donnée. Cet écart est dû à 
l'action simultanée de nombreux facteurs aléatoires dont chacun 
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donne une certaine composante de l'écart. Toutes ces composantes 
nous sont inconnues, de même que peuvent être également inconnues 
les lois de distribution des variables aléatoires composantes. Or il 
découle du théorème de Liapounov que la variable aléatoire cons- 
tituant l'écart global, suit la loi de distribution normale. 


Il découle du théorème de Liapounovy que si z4, Tz, . . . Tn SONİ 
les résultats des mesures d’une certaine quantité (chacun des z; 
est une variable aléatoire), alors la variable aléatoire définie par 
la moyenne arithmétique 
Tttt... En 


n 


T= , 
suit, pour un » assez grand, une loi aussi proche que possible de la 
loi normale si les variables aléatoires suivent chacune une même 
loi de distribution. 

Le théorème reste valable également pour les sommes de variables 
aléatoires suivant des lois de distribution différentes sous certaines 
conditions complémentaires qui sont généralement remplies pour 
les variables aléatoires que l'on considère en pratique. L'expérience 
montre que pour un nombre de termes de l'ordre de 10 on peut déjà 
estimer que leur somme est distribuée normalement. 

Désignons par & et 6? les valeurs approchées de l'espérance mathé- 
matique et de la variance. Nous pouvons alors écrire les lois appro- 
chées de distribution des variaples aléatoires ô et x: 

ô2 


Or e 262 (2) 
2 MT 
fée (3) 


Le paramètre a est déterminé à partir des données expérimentales 
d’après la formule (1) du. $ 29 


ii 6) 


Cela découle du théorème de Tchébychev (1821-1894). Sans 
nous arrêter sur la démonstration, indiquons qu’il est plus naturel 
d'estimer le paramètre ø non pas d'après la formule (3) du $ 29, 
mais d'après la formule 


: > (z; —a)? 
CER (5) 


n—1 
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Notons: que le second membre de (5) et le second membre de la 
formule (3) du $ 29. diffèrent du facteur -ty qui dans, les problèmes 
pratiques est proche de l'unité. 


Exemp le i. Donner l'expression de la loi de distribution de la varia- 
ble seit à l'aide. des résultats de mesure räpportés à l'exemple du $ 28 
et. les résultats des calculs rapportés à l'exemple du § 29. 


“Solution. D'après des calculs effectués dans l'exemple du $ 29, nous 
dhiinsna: 


g=” 400, = 
02— n—i D+=" 99 1754—1771, 


6= V7 & 41. 


Portant. ces valeurs dans la formule (3), nous avons: 
_{æ=201)2 
2-1771 
a= : 
aa 4 TE 


Remarque. Si l’on a obtenu la fonction de répartition em- 
pirique d'une certaine variable aléatoire x, on peut résoudre le 
problème de son appartenance ou non à la loi normale de la manière 
suivante. 

Soient données les valeurs de la variable aléatoire: 


Lis T2, o» Tne 


Déterminons la moyenne arithmétique a d'après la formule (4). 
Calculons ensuite les valeurs de la variable aléatoire centrée 


Yir Yos + + os Une 


Formons une série des valeurs absolues de y; dans l'ordre de crois- 
sance. Si n est impair, on adopte en tant qu'écart médian ou erreur 
médiane Æm la valeur absolue | y, | dans la série des valeurs abso- 

| —1 Es f ; 
lues, qui figurent au (+1) -ième rang, et si z est pair, on 
adopte en qualité de Em la moyenne on des valeurs abso- 
lues des quantités figurant aux rangs + et + + 1. 

Evaluons ensuite l'erreur . a moyenne d’après la 
formule 


Diul 
d= =, (6) 


n 
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On détermine d’après la formule (5) l'écart quadratique moyen 


(7) 


On obtient enfin les rapports En et —. 


Pour une variable aléatoire suivant la loi de distribution norma- 
le. les rapports È et c sont respectivement égaux à 0,8453 et 0,6745 


Em 


(cf. formule (6) du § 22). Si les rapports Za et Zu diffèrent respecti- 


vement de 0,8453 et de 0,6745 d’une valeur de l'ordre de 10 %, on 
adopte conventionnellement que. la variable aléatoire y suit une 


loi normale. 

Une conséquence du théorème limite central. est l'important 
théorème de Laplace établissant la probabilité pour qu’un événe- 
ment soit réalisé non moins de œ fois et non plus de ĝ fois. Nous 
l’énoncerons sans le démontrer. 


Théorème 2 (de Laplace). Si lon effectue n épreuves 
indépendantes telles que la probabilité de la réalisation d'un événe- 
ment A est égale à p pour chacune d'entre elles, on a la relation 


œ—np 


Pe<n<p=7 l0 (aya) l aaa) © 


où m est le nombre de réalisations de l'événement À, q = À — p, 
P (œ< m < p) est la probabilité pour que le nombre de réalisations 
de l'événement À soit compris entre œ et f. 

La fonction ® (x) a été définie à la page 525. 

Indiquons certaines applications du théorème de Laplace pour 
la résolution des problèmes. 

Exemple 2. La probabilité du rebut lors de la fabrication de certaines 


pes est 0,01. Déterminer la probabilité pour que sur 1000 prises au hasard 
e nombre de pièces défectueuses ne soit pas supérieur à 20. 


Solution. Dans le cas considéré nous avons 
n = 1009, p = 0,01, g = 0,99, œ = 0, B = 20. 


Nous trouvons alors: 


æ—np __ 0—10 = —2.25 
VaV aa VEVI 
B—np __ 20—10 =2,25. 
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Nous obtenons d’après la formule (8) : 
P (0 < m < 20) = -5 [O (2,25) —@D (—2,25)] =D (2,25). 


Nous trouvons cette valeur d’après la table de la fonction ® (x) de sorte qu'en 


définitive 
P (0 < m < 20) = 0,9985. 
Notons enfin que les théorèmes de Bernoulli, de Liapounov, de Tchébychev, 
de Laplace dont il a été question dans ce chapitre, sont des expressions multiples 
de la loi des grands nombres de la théorie des probabilités. 


Exercices 
1. On jette simultanément deux dés. Déterminer la probabilité pour que la 
somme des points amenés soit égale à 5. Rép. F: 
- 2. On a préparé pour une loterie 10 billets dont 5 gagnants et 5 perdants. Si 
l'on achète deux billets, quelle est la probabilité de gagner? Rép. $ : 
3. Ou jette un dé 5 fois. Quelle est la probabilité pour qu'au moins une fois 
on n'amène par le chiffre 4? Rép. 0,99987. i 
4. On a numéroté 100 cartes de 1 à 100. Quelle est la probabilité pour que dans 
le numéro d’une carte choisie au hasard figure le chiffre 5 ? Rép. 0,19. 
On dispose de 4 machines. La probabilité pour qu’à l'instant t une machi- 
ne fonctionne est égale à 0,9. Déterminer la probabilité pour qu’à l'instant 
t l’une au moins des machines fonctionne ? Rép. 0,9999 
6. Dans une première caisse contenant des pièces, 30 % d'entre elles sont de 
première qualité, et dans une seconde 40 %. On prélève une pièce de chaque 
caisse. Quelle est la probabilité pour que les deux pièces soient de première 
qualité ? Rép. 0,12. 
Ün mécanisme se compose de trois pièces. La probabilité de rebut est p, = 
= 0,008 pour la première pièce, p = 0,012 pour la deuxième, p3 = 0,01 
pour la troisième. Quelle est la probabilité pour que le mécanisme soit défec- 
tueux ? Rép. 0,08. 
Sur 350 mécanismes, 160 sont de première, 110 de deuxième et 80 de troi- 
sième qualités. La probabilité de rebut est de 0,01 pour les mécanismes de 
la première qualité, de 0,02 pour ceux de la deuxième qualité et de 0,04 
pour ceux de la troisième qualité. On choisit au hasard un mécanisme. 
Quelle est la probabilité pour qu'il ne soit pas défectueux ? Rép. 0,98. 
On sait q par suite des erreurs commises lors de la préparation du tir, 
le centre de dispersion des projectiles peut, lors du premier tir, se trouver en 
portée en l'un de cinq points. Les probabilités pour que ce centre se trouve 
en ces points sont respectivement p; = 0,1, pa = 0,2, p3 = 0,4, p4 = 0,2, 
ps = 0,1. On sait également que si ce centre est au premier point, la pro- 
babilité d'atteindre la cible en portée sera p, = 0,15, et pour les autres 
points respectivement p> = 0,25, pa = 0,60, p, = 0,25, ps = 0,15. 
Après avoir réalisé la visée on a effectué un tir au cours duquel on 
a manqué la cible. Déterminer la probabilité pour que le tir ait été effec- 
tué pour une visée correspondant à chacun de ces points, autrement dit, 
déterminer la probabilité des causes relatives aux diverses erreurs sur la 
position du centre de dispersion après réalisation de l'épreuve. Rép. 0,85; 
0,75; 0,40; 0,75; 0,85. 
10. On jette un dé cing fois. Quelle est la probabilité d'amener deux fois le 


n 


b 8 
. 


co 
. 


© 


six et trois fois un point autre que le six ? Rép. 3858 * 


11. Trouver l'espérance mathématique du nombre de points quand on jette 
un dé une seule fois ? Rép. 7/2. - 


EXERCICES 555 


12. Trouver la variance de la variable aléatoire z donnée par le tableau de dis- 
tribution 


Rép. 1,05. , 

13. La probabilité de la réalisation d'un événement A au cours d'une épreuve 
est 0,4. On effectue 5 épreuves indépendantes. Evaluer la variance du 
nombre de réalisations de l'événement A. Rép. 1,2. 

14. La probabilité pour qu'une pièce soit défectueuse est p = 0,01. Quelle 
est la probabilité pour que dans un lot de 10 pièces il y ait 0, 1, 2, 3 piè- 
ces défectueuses ? Rép. 0,9045 ; 0,0904; 0,0044; 0,0011. 

15. La fonction de répartition d'une variable aléatoire x est donnée par la loi 
suivante : 


0 si z<0, 
rod z si (xri, 
1 si r>1. 


Trouver la densité de probabilité f(z), M [z], D [z]. 
0 si z<0, 


1 


- ; 1. 
Rép. f(x)—{ 1 si 0<z<1, Mfl=-, D [z] =z? 


0 si z>4. 


16. La variable aléatoire z suit une loi normale d'espérance mathématique 
0 et de variance 100. Trouver la probabilité pour que la valeur de la 
variable aléatoire appartienne à l'intervalle (10, 50). Rép. 0,954. 

17. La variable aléatoire x suit une loi normale de variance o? = 0,16. Trou- 
ver la probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire diffère de son 
espérance mathématique de moins de 0,3. Rép. 0,5468. 

18. Une variable aléatoire x suit une loi normale de centre de dispersion a = 
= 0,3 et de mesure de précision h = 2. Trouver la probabilité pour que 
la valeur de x appartienne à l'intervalle (0,5; 2,0). Rép. 0,262. 

19. L’erieur de fabrication d'une pièce de 20 cm de longueur est une variable 
aléatoire suivant la loi normale avec o = 0,2 cm. Déterminer la probabi- 
lité pour que la longueur de la pièce fabriquée diffère de la valeur donnée 
de moins de 0,3 cm. Rép. 0,866. 

20. Dans les conditions de l'exemple 19, déterminer l'erreur de fabrication 
d'une pièce, qui a une probabilité 0,95 de ne pas être dépassée. Rép. 0,392. 

21. Une variable aléatoire z est distribuée suivant une loi normale de para- 

mètres M [zr] = 5 et ø = 2. Quelle est la probabilité pour que la valeur 

K la vo aléatoire appartienne à l'intervalle (1, 10). Faire un dessin. 

ép. 0,971. 

La longueur d'une pièce fabriquée par-une machine-outil est une variable 

aléatoire suivant une loi normale de paramètre M [z] = 15, o = 0,2. 

Trouver la probabilité du rebut si les dimensions admissibles de la pièce 

doivent être 15 + 0,8. Quelle précision de longueur de la pièce fabriquée 

peut-on garantir avec une probabilité 0,97 ? Faire un dessin. 
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23. En mesurant une-certaine grandeur on a obtenu la série statistique sui- 


vante: 


fréquence | 20 15 | 10 | 5 


Déterminer la valeur moyenne et la variance empiriques. Rép. 2; 4. 


24. Les résultats des mesures sont donnés dans le tableau: 


z | os | 0,0 | 0,22 | 0,24 | 0,26 | 0,28 


| fréquence 4 | s | | si | 35 | 9 | ‘4 


Déterminer la valeur moyenne a et la variance o? empiriques. Rép. 0,226; 


. 0,004. . 
25. La probabilité de rebut au cours de la fabrication des pièces est p = 0,02. 


Quelle est la probabilité pour que dans un lot de 400 pièces le nombre de 
pièces défectueuses soit compris entre 7 et 10 ?. Rép. 0,414. - 


26. La probabilité de rebut au cours de la fabrication de certaines pièces est 


p = 0,02. Quelle est la probabilité pour que dans 1000 pieces prélevées 
au hasard le nombre de pièces défectueuses n'excède pas 25? Rép. 0,87. 


Chapitre XXI 


MATRICES. ÉCRITURE MATRICIELLE DES SYSTÈMES 
ET | 
RÉSOLUTION DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


$ 1. Transformations linéaires. Matrice 


Considérons deux plans P et Q. Soient donnés dans le plan P 
un système de coordonnées rectangulaires 0x2 et dans le plan Q 
un système de coordonnées y:0y2. 

Les plans P et Q peuvent coïncider, les systèmes de coordonnées 
également. Considérons le sys- 
tème d'équations 


Yi = auti + Giro, } a 
Y2 = Qati + Gore. 

En vertu des égalités (1), à 
chaque point Mix, z2) du | 
plan (x:0%:) correspond un point Fig. 448 
Mr: y2) du plan (y:0y2). 

On dit alors que les équations (1) sont des transformations linéai- 
res des coordonnées. Ces équations appliquent le plan (x:0x2) dans 
le plan (y:0y2) (pas nécessairement sur tout le plan). Les équations 
(1) étant linéaires, l'application est dite application linéaire. 

Si nous considérons dans le plan (x:0x2) un certain domaine A, 
les égalités (1) définiront un ensemble de points À du plan (y:Oy2) 
(fig. 448). 

Remarque. Notons que l'on peut considérer également les 
applications non linéaires 


Ya = P (ti, To), Y2 = Ÿ (ti, z2). 


Nous nous bornerons ici à l'étude des applications linéaires. 
L'application (1) est entièrement déterminée par les coefficients 


Gits, Tia, Q21, Goo. f 
Le tableau rectangulaire formé à l'aide de ces coefficients écrits 


sous la forme 
Gi io 
ou 
Qui or 


est appelé la matrice de l'application (1). Les symboles il I ou () 
sont les symboles d'une matrice. 


au Aig 


Au Q22 
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On désigne également les matrices par une seule lettre, par 
exemple. À ou || À ||], 
í 3 F. E Ga Qiz 


2) 
‘Any Goo (2): 


Le déterminant formé avec les éléments de cette matrice (nous ` 
le noterons A (4)) 


i y 


A= (8) 


.Gei oo 
est appelé déterminant de la matrice. 
Exe m ple 4 L'application 
Yi = T4 COS & — Tg SIN 
yz = q sin € + % cos a | 
est une rotation d'angle œ. Cette application fait correspondre à chaque point M 


de coordonnées olaires (p, 6) un point M de coordonnées polaires (p, 6 + a} 
si les systèmes de coordonnées (z10x2) et (y:Oy2) coïncident (fig. 449). 


TZ À Yz k=3 


Fig. 449 Fig. 450 


La matrice de cette application est 
cos &œ —sin @ 
sing cos 


Exemple 2. L'application 
Y = kzi 
Y2 = T2 
est une dilatation suivant l'axe Ox, caractérisée par un coefficient de dilatation 


k (fig. 450). ne 
La matrice de cette application est 


a-|5il 


Exemple 3. L'application 
E y = kzi, 
Y2 = ksz 
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est une dilatation tant suivant l'axe Oz,, que suivant l’axe Ozz. caractérisée par 
un coefficient de dilatation égal à k (fig. 451). 
La matrice de cette application est 


o all 


‘Exemple 4. La transformation 


A = 


ue Yy 5 — 1 
| Y2 = T2 
est appelée transformation de symétrie par rapport à l'axe Ozz (fig. 452). 


La matrice de cette transforma- 
tion est 


a-ji 


Fig. 451 


Exemple 5. La transformation 
y = t + tn 
Y2 = T2 


est appelée translation dans la direction de l'aze Ox2 (fig. 453). La matrice de 
cette transformation est 

loal 

oal’ 


On peut également considérer une transformation linéaire pour un 
nombre quelconque de variables. xh ÿ 
. . : 2 2 
Ainsi, la transformation | 


A= 


Yi = Quti + lT + Gas, 
Yo = Co +-a2282 + A2313, (4) 


à 
Ys = a121 + a322 + A3313 # 
Fig. 453 


est une application de l’espace à trois dimensions (x, £2, z3) dans 
l'espace à trois dimensions (yi, Y2, Y3). La matrice de cette trans- 
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formation est , 
dy Gi. Gi ||. 
A =|| aa az Os ||- (5) 
ügy Usa ss 
On peut considérer les transformations linéaires à matrice non 


carrée, c'est-à-dire une matrice pour laquelle le nombre de lignes 
n’est pas égal au nombre de colonnes. Ainsi, la transformation 


Yi = luti + Ayo 
Ye = lyti + azt, ` (6) 
Ya = a341 + A3oT2 


est une application du plan +07, sur un ensemble de points de 


l'espace (y1, Y2, Y3)» 
La matrice de cette transformation est 


au ip, 
A= Qu Goo ||. (7) 
31 a32 


On considère également des matrices comportant un nombre 
arbitraire de lignes et de colonnes.. Les matrices sont utilisées. non 
seulement pour les transformations linéaires, mais aussi à d'autres 
fins. Cela fait que la matrice est une notion mathématique indé- 
pendante analogue à la notion de déterminant. Nous formulons dans 
ce qui suit quelques définitions liées à la notion de matrice. 


§ 2 Définitions générales liées à la notion de matrice 


Définition 1. On appelle matrice un tableau rectangulaire 
formé de mn nombres, formé de m lignes et de z colonnes ` 


di Aig ` eso Gin 
AS ............1. (1) 


üm Am2 eee mn 
On emploie aussi la notation plus succincte: 
A=layl 6=12..,mii=1,2,..,n), ( 


où a;;j sont les éléments de la matrice. 


$ 2] DÉFINITIONS GÉNÉRALES LIÉES À LA NOTION DE MATRICE 561 


Si le nombre des lignes est égal à celui des colonnes m = n, 
la matrice est dite carrée: 


&ii a12 ... Ain 


A oi Goo e... on (3) 


ani an2 ee. ann 


Définition 2. Le déterminant formé à partir des éléments 
d'une matrice carrée est appelé déterminant de la matrice; nous 
le noterons A (A): 


A(4)= aza Qaz ++. Qn , (4) 


ani Ano cs. nn 


Notons qu'une matrice non carrée ne possède pas de détermi- 
nant. 


Définition 3. La matrice A* est dite la transposée de la 
matrice A si les colonnes de la matrice A sont les lignes de la ma- 
trice A*. 


Exemple. Soit 


ai, aiz 
A = || azn azz ||. 
31 432 
La matrice transposée A* sera 
A*= | Gyi a21 Q31 | 
Gi2 22 32 


Définition 4. La matrice carrée A est dite symétrique 
par rapport à la diagonale principale si a;; = a;;. Il est évident 
qu’une matrice symétrique coïncide avec sa transposée. 


Définition 5. La matrice carrée dont tous les éléments 
non situés sur la diagonale principale sont nuls est appelée matrice 
diagonale. Si les éléments d’une matrice diagonale située sur la 
diagonale principale sont égaux à l'unité, la matrice est dite matrice 
unité. Nous la désignerons par la lettre Æ: 


10 342 O 


g=0 4 0! (5) 
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Définition 6. On considère les matrices formées d’une seule 
colonne ou d'une seule ligne: 


X= n , Y=|| Yis Ya ces Ym Il. (6) 


TIm 
La première est appelée matrice-colonne, la seconde matrice-ligne 
(on dit aussi matrice uni-colonne et matrice uni-ligne). 


Définition 7. Deux matrices sont dites égales si elles 
ont un nombre identique de lignes et de colonnes et si les éléments 
correspondants sont tous égaux, autrement dit, 


A=B (7) 
Haut = His I (8) 


ou 
si 
aij =b; (G—1,2, ...,m; j—=1,2,...,n). (9) 


Il est parfois commode d'identifier une matrice-colonne avec 
un vecteur dans un espace de dimensions correspondantes où les 
éléments de la matrice sont les projections de ce vecteur sur les 
axes de coordonnées correspondants. Nous pouvons ainsi écrire 


La || = rit + do ÿ + tale. (40) 


Il est parfois commode d'identifier également une matrice-ligne 
à un vecteur. 


§ 3. Transformation inverse 
Il découle des équations (1) du $ 1 
Yi = dits + 4222, } (1) 
… Ya yT + l1 


que l'application du plan z10zx, dans le plan y:0y, est univoque, 
car à chaque point du plan x,;0x, correspond un seul point du plan 
y10y2. | 
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Si le déterminant de la matrice est différent de zéro 
Qi Ayo 


A(A)= å #0 où tyla — tat 0, (2) 


2 Q22 


on sait que le système d'équations (1) peut être résolu par rapport 
à xı et x, de façon unique: 7 


| Yi a an Vi 

__ | Y2 dx : 23 Y2 

LT Lo = ————"< —< 
di 12 aji A1 
a24 a22 a21 po 


ou sous une forme plus explicite 


a. 


a f 54 
= it res Yas 


dos a11 (3) 
t= —K Yi 9 


A chaque point M (yı, Y2) du plan y:0y: correspond un point 
déterminé M (z4, £2) du plan x:0x2. Daus ce cas l'application (1) 
est dite biunivoque (non dégénérée). La transformation (3) des coor- 
données (y1, y2) en coordonnées (z1; x2) est dite inverse. Dans ce 
cas l'application inverse est aussi linéaire. Notons qu'une applica- 
tion linéaire non dégénérée est dite affine. La matrice de la trans- 
formation inverse est une matrice que nous noterons A`. 


a22 — d12 
A A 
TL ` 4 
4 — izn ay . ( ) 
A A 
Si le déterminant de la matrice À est nul: 
11822 — 24412 = 0, (5) 


la transformation (1) est dite dégénérée. Elle ne sera pas biunivoque. 

Démontrons ce fait. Considérons les deux cas qui peuvent se 
présenter : 

1) Si au = @i2 = a24 = a22 = 0, pour tous z; et z3 on aura 
yı = 0, y2 = 0. Dans ce cas à chaque point (x;, x) du plan 0x: 
on fait correspondre l’origine des coordonnées dans le plan y;0y2. 

2) Supposons que l’un au moins des coefficients de la transfor- 
mation ne soit pas nul, par exemple que ay; =Æ 0. 

Multipliant la première des équations (1) par a, la seconde 
par a, et retranchant les résultats, nous obtenons, compte tenu de 
l'égalité (5), 

a21 | Vi 11 + 122, 
ay | Y2 = 02431 + 42222, (6) 
aayi — tuyz=0. ; 
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Ainsi, pour n'importe quels x,, x, nous obtenons pour les valeurs 
Yi Y2 l'égalité (6), autrement dit, le point correspondant du plan 
T10T2 appartient à la droite (6) du plan Yı0y»z. Il est évident que cette 
application n'est pas biunivoque, car à chaque point de la droite 
-(6) du plan y:0y> correspond. l'ensemble de Points du plan 21022 
situés sur la droite y; = aysts + @oto.. : 

Dans les deux cas l'application n'est pas biunivoque. 


Exemple 1. La transformation 
y = 22 + T2, Y2 = T1 — T2 


est biunivoque, car le déterminant A a de la matrice de la transformation 4 
‘est non nul: 


A (4)= n ne —8. 
La transformation inverse sera 
z = + i 
a ia 3 yı: 3 Yo 
_1 2 
Tr Mi Ve E 
Conformément à la formule (4), la matrice de la transformation inverse sera 
3 3 
‘ ATl= : 
+ 2 
3 3 


Exemple 2. La transformation linéaire 
Yi = 1, + 272, 


ÿa = 27 + 4x 
est dégénérée, car le déterminant de la matrice de transformation 
1 2 
A (4A)= =0. 
(4) 2 4. 
Cette transformation fait correspondre à tous les points du plan (21, z2) 
les Polpis de la droite yg — 2y, = 0 du plan (y4, yo). 


§ 4. Opérations sur les matrices. Addition des matrices 


Définition 41. On appelle somme de deux matrices {| a;; || 
et || b;j || comportant un même nombre de lignes et un même nombre 
de colonnes la matrice || c;; || dont l'élément c;; est égal à la somme: 
aij + bi; des éléments correspondants des matrices ll ai let || biz |, 


autrement dit, 
Ilai; IL + bi; = dle I, D 


ij + bij = Cij (i = 1, 2, ss. MI j = 2, e. oy n). (2) 
Exemple 4. 
| dy t42 | + a bu ba 2 | Z | ais + Dis a2 + biz | 
Guy 422 azı + bz a22 + b22 || + 
On définit de la même mae la d ifférence de deux matrices. 


si 
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Le bien-fondé de cette définition de la somme de deux matrices 
découle, en particulier, de la représentation d’un vecteur sous 
forme d'une matrice-colonne. 


Produit d'une matrice par un-nombre. 
Pour multiplier une matrice par un nombre À, il faut multiplier 
chaque élément de la matrice par ce nombre 


A Il ai I| = Nha; I @) 


Si À est un nombre entier, la formule (3) découle de la règle 
d'addition des matrices. 


Produit de deux matrices. Soit 
Yi = luti + Giro, } | (4) 
Y2 = Anti + Aro | | 
une transformation linéaire du plan x10x, sur le plan 7:07: dont 
la matrice de transformation est 


Exemple 2. 
a Jgs nel 


d21 22 


= Aa Aa 
Aa Aa» 


Œyy ue 


(5) 


di Qoz 


Soit encore une transformation linéaire du plan y;Oy: sur le 
plan 2,02: : 


Z4 = buyi + Dire, | (G) 
22 = bayi + bz2Y2 
dont la matrice de transformation est 
bu be | 
B= ; 7 
ba bza ( ) 


On demande de déterminer la matrice de la transformation permet- 
tant de passer directement du plan x,0x, au plan z40z:. Portant 
l'expression (4) dans l'égalité (6), nous obtenons: 

Z = bu (audi + a122) + bis (aniti + at), 


= by (ati + 12x2) + ba (ar + aszt?) 
ou 
Z = (buai + Diodes) Ta + (bi + bio@oo) To, } (8) 


Za = (baly + Dada) Ti + (bolia + bogā29) To. 
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La matrice de la transformation: obtenue sera. 


bilba but + bisz || | ( 9) 
badii + bozđo1 boii + boodon 
où plus simplemènt 
< | | Cu c 
galas a (10) 
Ca C22 


La matrice (9) est appelée le produit des matrices (7) et (5) et 
l'on écrit 


bu be a aig buau + biodns buai biaz (11) 
ba De Qoa An baaa + b201 boai + bande 
ou plus simplement.. 
B-A =0. .(42) 


Formulons maintenant la règle permettant d'effectuer la mul- 
tiplication de deux matrices B et À dont la première a m lignes 
et k colonnes, et la seconde k lignes et n colonnes. 

Cette règle peut être schématiquement illustrée par. l'égalité : 


bu biz s... bir Qi ig ».. Qij +. Qin 
E N EE E E NE E E TEO Aa og +. Qgoj +. Qon 
bi; Dis Dir = 
bmi bmo e... LT Ari ak2 ... akj .. lkn 


Cig se <.. Cin 
T || (13) 


` Cmi ... CR] Cmn 


L'élément c;; de la matrice C représentant le produit de B par A 
est égal à la somme des produits des éléments de la i-ième ligne de la 
matrice B par les éléments correspondants de la j-ième colonne de 
la matrice À, autrement dit, ` 


k J à 
ci5= 2 boita (i=1,2,...,m; j=1, 2,...,n). 
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Exemple 3. Soit 


1 0 0 0 
z=| o4] 10 |: 


alors s 
1) BA= 1 A 0 oj jjo 0 
slo olli olz ol 


0 0 1 0 0 0 
2 B = a à 
Me |: 0 al |: o| 
Dans cet exemple nous remarquons que 
BA - 4B.: 


Nous sommes parvenus à la conclusion suivante. Le produit des 
matrices n'est pas commutatif. 
Exemple 4. Soient données les matrices 
i 1 0 0 0 1 0 
A=|0 2 , B=|2 0 1 
3 0 14 0 1 


1 
0 
Calculer AB ct BA. 
Solution. Nous trouvons en vertu de la formule (13): 
1:04- 0-24 0.4 1.140-04 0.0 1-0 + 0-1 + 0-1 
AB =||0.0+2:2+ 4.1 0.1+ 2.0 + 1-0 0-0 + 2.1 + 141 || = 
3-0 + 0.2 + 0-1 34+ 0-0 + 0-0 3-0 + 0-1 + 0-1 
0 1 0 
.=(5 0 3|,, 
0 3 0 
0.1+ 1-0+ 0-3 0-0 + 1-2 + 0-0 0-0 +- 1-1 + 0-0 


BA = ||2.1+ 0.04 1-3 2.0+ 0.24 1.0 2-0 + 0.1 + 1.0 | = 
1-1+ 0-0+ 1.3 1-0 + 0-2+ 1.0 4-0 + 0.1 + 1-0 
0 2 1 
=|[5 0 01. 
4 0 0 
Exemple 5. Trouver le produit des matrices: 
a11 .Gi2 ya wi Pia Pa 
a21 a22 423 bar Daa Das || = 
bai baz b33, 


abit tizbzart tabas Gybi ztaizbzzt-ai3b32 abis} ai2b23+a13b33 
asıb tHaz2b21 t a23b31 azıbiz+ az22b22}ā2ab32 azbs +azzb23+a23b33 


568 MATRICES. . ve Ëa . [CH. XXI 


On peut se convaincre en vérifiant directement la validité des 
relations suivantes entre les matrices (k est un nombre, 4, B, C 
sont des matrices) 


(&A)-B = A:(kB), (14) 
(4 + B):C = 4:C + B:C, (15) 
C-(4 + B) = CA + CB, (16) 
4 (BC) = (AB) C. (17) 


Il découle de la règle de multiplication d’une matrice A par 
un nombre k et de la règle permettant de sortir le facteur commun 
des éléments des colonnes d’un déterminant que pour une matrice 


du n-ième ordre 
A (kA) = KA (4). (18) 


Etant donné qu'en multipliant deux matrices carrées À et B 
on obtient une matrice carrée dont les éléments sont formés d’après 
la règle du produit des déterminants, il est évident que l’on a l’éga- 


lité 
A (4B) = A (A)-A (B). (19) 


Multiplication par une matrice unité. 
Comme nous l'avons dit plus haut, on appelle matrice unité une 
matrice dont les éléments de la diagonale principale sont égaux à 
l'unité et tous les autres éléments sont nuls. 

Ainsi, la matrice unité du deuxième ordre: 


1 0 
0 1 


En vertu de la règle de multiplication des matrices nous 
obtenons : 


E= (20) 


AE Gi aig | 1 0 |- ai Ge 
_ [au Goo 0 1 es a22 
autrement dit, 
AE = À, (21) 
et également 
EA = À. (22) 


. On vérifie aisément que le produit d’une matrice carrée de n’im- 
porte quel ordre par la matrice unité d'ordre correspondant est 
égal à la matrice initiale, autrement dit, on a les égalités (24) et 
(22). La matrice unité joue ainsi dans le produit matriciel le rôle 
de l'unité, c'est d’ailleurs pour cela qu’elle est appelée matrice 
unité. 
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A la matrice unité (2) correspond la transformation 
Ya = Li 
Y2 = T2. 


Cette transformation est dite transformation identique. Inversement, 
à une transformation identique correspond une matrice unité. 
On définit de manière analogue la transformation identique pour 
un nombre quelconque de variables. 


§ 5. Transformation d’un vecteur en un autre vecteur 
à l’aide d’une matrice 


Soit donné un vecteur 


X = zi + rj + zrk, 


que nous écrirons sous forme de matrice-colonne 


X = To ||. (1) 


Effectuons une transformation des projections de ce vecteur 
à l’aide de la matrice 


Qi yo is 
A =|| Guy Goo azz ||; (2) 
a34 ga ss 
Yi = Gui + Moto À isa, 
Y2 = A41 + A2212 + Casa (3) 
Y3 = aati + a222 + a333. 


Nous obtenons un nouveau vecteur 
Y = yi + yf + yk 
que l’on peut écrire sous forme de matrice-colonne 


Yı dut + dote + igts 
Y = || Y2 | = || Got + Goo + 42383 ||. (4) 
Y3 AyiTi + AsoTe + salsa 
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Utilisant la définition du produit des matrices, on peut mettre 
cette opération de transformation sous la forme 


ai Qi is tı Gil + a122 + a433 
Qa Qz Qog ||:]|| Ze || — || 2131 + A2272 + GasTs ||: (5). 
gi so Us T3 GgiTi À azoo + Aa3sT3 zi 


autrement dit, ; 
Y = AX. (6) 


Le produit d'une matrice carrée par une matrice-colonne donne 
une matrice-colonne de même hauteur. 

Il est évident que la transformation du vecteur à trois dimensions 
X en vecteur F est simplement une autre manière de formuler la 
transformation de l’espace à trois dimensions en un autre espace 
à trois dimensions. 

Notons que le système d'égalités (3) découle de l'égalité matri- 
cielle (4) quand on égalise les éléments des matrices situées à gauche 
et à droite. 

L'égalité (4) donne la transformation du vecteur X en un vecteur 
Y à l'aide de la matrice A. 

Tous les raisonnements que nous avons donnés pour les vecteurs 
dans l’espace à trois dimensions peuvent être appliqués aux trans- 
formations des vecteurs dans un espace à un nombre quelconque de 
dimensions. | 


$ 6. Matrice inverse 


Soit donné un vecteur X sur lequel on a effectué une transfor- 
mation à l’aide d'une matrice carrée A, de sorte que l’on a obtenu 
un vecteur Y: 


Y=AX. (1) 


Supposons que le déterminant de la matrice A soit non nul 
A (4) = 0. Il existe alors une transformation inverse du vecteur 
Y en X. On détermine cette transformation en résolvant le système 
d'équations (3) du $ 5 par rapport à z1, z2, £3. La matrice de la 
transformation inverse est appelée matrice inverse de A et notée À “1. 
Nous pouvons ainsi écrire 


X=AY. . (2) 


Ici X, Y, AX sont des matrices-colonnes, À -{ une matrice carrée. 
Substituant dans le second membre de l'égalité (2) F donné par 
le second membre de l'égalité (1), nous obtenons: 


X=ATAX. (3) 
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Nous avons-donc effectué successivement sur le vecteur X une 
transformation avec la matrice 4, puis une transformation avec la 
matrice A-t, autrement dit, nous avons effectué une transformation 
avec la matrice (4714). Nous avons alors obtenu une transformation 
d'identité. Par conséquent, la matrice 4-14 est une matrice unité 


AA =E. (4) 
L'é ne (3) est de la forme 
X= EX. (5) 


Théorème 1. Si A— est la matrice inverse de la matrice À, 
alors À est la matrice inverse de la matrice A1, autrement dit, on a 
l'égalité. © 

o -ATA= AA” = E.. (6) 

Démonstration. Appliquons aux. deux membres de l'éga- 

lité (3) une transformation à l’aide de la matrice À : 
AX=A(414)X. 


Utilisant la propriété d'associativité du produit des matrices, 
nous pouvons mettre cette égalité sous la forme: 
| AX=(AAT) AX. 
Il en découle que 
AAT=E. (7) 
Le théorème est démontré. 


Tl découle des égalités (4) et (7) gu: les maries A et A7t sont 
réciproquement inverses, et aussi que 


(471)1= 4. (8) 
T1 vient en effet de l'égalité (7) que 
AT (AI) = E 


Comparant cette dernière égalité avec l'égalité (4), nous obtenons 
l'égalité (8). 


$ 7. Calcul de la matrice inverse 


Soit donnée une matrice non singulière (régulière) 


au a2 lig 
A =|| az An as ||, (1) 
a31 a32 Q33 
Gil Ayo lig 
A=A(A)=|an an az | #0. (2) 


Q31 32 As 
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Démontrons que ‘la. matrice ‘inverse 4”1 sera la matrice: 
Es Aa Az A 
A 


ele a Ai: Le 9 E 
aiie te l © 
A1s Ars A33 
À À A 


où À;; est le cofacteur de l'élément a;; du déterminant A=A (4). 
Calculons Jda matrice C égale au produit AA“: 


Au An An : 
ii Gi a13 Pa T y 100 
C=4471= a21 Q23 Azz ||" Ea EH Ea =|0 10 
Q31 A2 Ass As: Ars. si 001 
À À À 


En effet, en vertu de la règle définissant le produit de deux 
matrices, les éléments diagonaux de C sont:la somme des produits 
des éléments d'une ligne .du déterminant A par les cofacteurs corres- 
pondants divisée par À, autrement dit, sont égaux à l'unité. Pour 
l'élément cu, I3 exemple on a: 

Si Mya f2 4an fs. a dut andutaAn j, 


Chacun des termes non diagonaux est égal à la somme des produits 
des éléments d'une certaine ligne par les cofacteurs d'une autre 
ligne divisée par le déterminant ^; par exemple, l'élément c23 
est déterminé ainsi: 


LE + an as. tadar bi tetes LÀ 0, 


As: 
C3 = nu +027 


Le théorème est ainsi démontré. 
Remarque. La matrice 
_ ‘Au Au As 
= || A; Az As | (4) 
Áis Azs A33 | 
est dite matrice adjointe de A. La matrice inverse A-t s'exprime 
ainsi en fonction de 4 
AT = 


4 


= rar À (5) 


La validité de cette égalité découle de l'égalité (3). 
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, Exemple. Soit donnée la matrice 
1 2 0 


0 3 1 
0 1 2 
Calculer la matrice inverse 4-1 et la matrice adjointe A. 
Solution. Calculons le déterminant de la matrice À: 
._ A(4)=5. 
Calculons égalément les cofacteurs 


A = 


Au = 5, A = 0, As = 0, 
Au = — 4, A2 = 2, Az = — 1, 
m _ Au = 2, As2—= — 1, Ass = 3. 
Par conséquent, nous avons en vertu de la formule (3) 
| 5 4 2 
5 “5. 5 
2 1 
ob) DR ES À 
1 3 
PSS + 
Nous trouvons la matrice adjointe d'après la formule (4) 
5 —4 2 
A=|0 2 —1 ||. 
0 —1 3 


§ 8. Ecriture matricielle d’un système d'équations 
linéaires et solutions d’un système d'équations linéaires 


Nous conduirons les raisonnements pour le cas de l'espace à 
trois dimensions. Soit donné le système d'équations linéaires 
dati + 0222 + Gists = di, 
a221 + a222 + Gosta = dz, (1) 
3121 + l3222 À 43313 = ds. 


Considérons trois matrices 


ii io Gig 
A =|| aza An azz ||» (2) 
d| 231 &32 ss 
Ti 
X= Ta ||» (3) 
Ts 
di 
. D =| d, ||. (4) 
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Nous pouvons alors, en utilisant la règle du produit des ma- 
trices, écrire le système (1) sous forme matricielle 


dis Gi M3 En di 
a23 Azz Gs || Ze || = || d2 ; (5) 
a31 32 Ass || I| Ta dsl. 


En effet, dans cette égalité le premier membre représente le 
produit de deux matrices donnant une matrice-colonne dont les 
éléments sont définis par l'égalité (5). A droite nous avons aussi 
une matrice-colonne. Deux matrices sont égales si leurs éléments 
sont respectivement égaux. Egalant les éléments correspondants, 
nous obtenons le système d'équations (1). L'égalité matricielle 
(5) peut s'écrire sous une forme symbolique suivante: 


AX = D: (6) 
Exemple. Ecrire sous forme matricielle le système d'équations 
xy + ro = 5, 
Ste + r3 = 9, 
T2 + 2r; = 8. 


Solution. Ecrivons séparément la matrice 4 du système, la matrice 
des solutions X et la matrice des seconds membres D: 


Le 


1 2 0 Ti 
d=]|0 3 1, X=|x|, D—=\|9 
0 1 21 T3 8 
Le système ‘d'équations linéaires peut alors être mis sous forme matricielle: 
1 2 0 w 5 
0 3 -ijir = 119 
o 1 2l ilz 8 


§ 9. Résolution d’un système d'équations linéaires 
par la méthode matricielle 
Supposons que le déterminant A (4) de la matrice A ne soit 


pas nul A(4) 0. Multiplions à gauche les deux membres de 
l'égalité (6) du §8 par la matrice 4-tinverse de À, nous obtenons: 


ATAX = AD. (1) 
Or, 
ATA=E, EX=X, 
de.sorte qu'il découle de (1) que 
X = AD. (2) 
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Cette dernière égalité peut, compte tenu de l'égalité (5) du $ 7, 
s'écrire ainsi : 


Z = “AD, (3) 


ou sous une forme explicite 
Tı f 1 Au Az As di 
z| = Aiz A2 Asz ||- || doll. (4) 
T3 Ais A23 A33 ds 


Effectuant la multiplication des matrices dans le second membre, 
nous aurons : 
z1 i dAn + din + dsAs 
tl =at diAi2+ d2A22 + dsAs || . (5) 
z3 || diA13 + diÂ23 + d34ss |i 


Egalant les éléments respectifs des matrices-colonnes à, gauche et 
à droite, nous obtenons : 
— didu+ dd -+ dsa, 


ane 
| 
| 


didiz + do A ta A 

Ta 14112 24122 3 2. (6) 
di413 + + do 453 + + das 

Lg = LS SE, 


La solution (6) peut s'écrire sous forme de déterminants : 


di ajz 443 ay di ais an a di ) 
dz as a23 a21 dz @z3 di a22 dz | 
z= d3 a32 a33 , t=% dz a33 rt az d| l (7) 
i1 212 Gi3 Qi aiz 433 uit Gi2 413 
Q21 a22 a23 a21 Q22 a23 a21 422 | | 
a31 432 433 Gs1 832 433 a31 32 33 J 


Exemple 1. Résoudre le système d'équations 


+ 2T = 5, 
32 + T3 = 9, 
zz + 273 = 8 


par la méthode matricielle. 
Solution. Calculons le déterminant de la matrice du système 
1 2 0 
A(4)=10 3 11 =5. 
0 1 2 
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Déterminons la matrice inverse d’après la formule (3) du § 7: 


4 2 
tem 
2 1 
1 S 
a ee 
1 3 
| Die 
La matrice D est alors ¿ 
5 
D = | 9 
[18 
La solution du système (2) sous forme matricielle s'écrira ainsi: 
4 2 |. 4 2 
za || =1[0 £ + 9 || = 0.542.958 
ID 4 3i . i E E U 
a e S IPS 


Egalant les éléments respectifs des matrices-colonnes à gauche et à droite, 
nous obtenons : 


4 2 
n=l5—.9+8—1, 
20.542.982, 
20.545.904 2.8.3 


Exemple 2: Résoudre le système d'équations 
t, + 272 + z3 = 0, 
2z, + z + as = 1, 
zı + Bte + z3 = 2 
par la méthode matricielle. 


Solution. Calculons le déterminant de la matrice du système 
4 2 1 


A(4=12 1 1| =1#0. 
| 1 3 1 
Trouvons également la matrice inverse 
—2 1 1 
Aï=|-1 0 1 


5 —1 —3 
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Ecrivons la solution du système sous forme matricielle 


z —2 4 ijo 3 
zall = —1 0 alal=l 21. 
z3 5 —1 —3| l2 —7 


Egalant les éléments correspondants des matrices-colonnes nous obtenons: 


Ti = 3, T} = 2, T3 = —7. 


§ 10. Application orthogonale. Matrices orthogonales 


Soient donnés dans l'espace à trois dimensions deux systèmes 
rectangulaires de coordonnées (z4, Z2, z3) et (zí, z3, £4) possédant 
une origine commune ©. Supposons que les coordonnées du point M 
sont respectivement (T1, Z2, £3) et (zí, £, x!) pour le premier et le 
second systèmes de coordonnées (on aurait pu ne pas exiger que 
les origines coïncident). . .. E 

Désignons les vecteurs unitaires sur les axes de coordonnées par 
€i, €, es pour le premier système et e;, e;, e; pour le second. Les 
vecteurs €1, 2, €3 sont les vecteurs de base dans le système (x1, £2, £3) 
et les vecteurs e;, €z, €; les vecteurs de base dans le système (x;, x;, x). 

Le vecteur OM peut alors, en utilisant le premier système de 
coordonnées, être mis sous la forme: 


OM = tes + zoe2 + £323; (1) 
en utilisant le second système de coordonnées, on aura de même: 
OM = mie, + ie; + res. (2) 


Nous allons considérer une transformation du point arbitraire 
M de coordonnées z1, £2, x; en un point de coordonnées z, x, x. 
On peut dire que nous allons considérer la transformation de l'espace 
(£1, £2, £3) dans l’espace (ri, x, x). 

Cette transformation possède la propriété qu’un segment de 
longueur Z se transforme en un segment de même longueur Z. Un 
triangle se transforme donc en un triangle égal et, par conséquent, 
deux vecteurs issus d’un même point et formant entre eux un angle, 
se transforment en deux vecteurs de même longueur formant entre 
eux le même angle y. 

La transformation possédant cette propriété est dite orthogonale. 

On peut dire que lors d’une transformation orthogonale il se 
produit une translation de tout l'espace considéré comme un corps 
solide ou bien une translation et une transformation de symétrie. 
Déterminons la matrice de cette transformation. 
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Exprimons les vecteurs unitaires e;, e;, e; en fonction des vecteurs 
unitaires €j, €2, €3: 


ei = ds + aez + A3163: |. 
Ex = ei + One + A3263, (3) 
€; = 4361 + Q23€2 + A3363. 
Ici nous avons 
Qy = COS (es, €), Q2 = COS (es, E3), os =C0S (61, 63), 
an= 008 (ez, €i), m= cos (ez, ei), Org =00s (es, €), L (4) 
Œ31 = COS (63, €,), @32 = COS (es, €), ss = COS (es, E3). 
Ecrivons les neuf cosinus directeurs sous forme de matrice 
Qu Qa Q31 
S= || An as. (5) 
Qiz rs ss i 
- Utilisant les relations (4), nous pouvons également écrire : 
ei = Q€; -+ Q263 + ae. 
‘C2 = AC, + Unes + 2365, (8) 
3 = di + 265 + A8303. 
Il est évident que la matrice 
ii 2 is 
B*= || Qa Q2 Os (7) 
QŒ31 As Ass 


est la transposée de la matrice S. Comme ej, e;, e, sont des vec- 
teurs unitaires réciproquement perpendiculaires, leur produit scalai- 
re est égal à + 1. Par conséquent, nous avons, 


Qi Qa si 
(eiese;)—=|Cu2 On As +1. (8) 
Qis Q23 ss 
De manière analogue nous pouvons écrire 
Q O2 O3 
(eieres) = A (9*)= |Q Go Gsl= +1. (9) 
Cas O2 Œ33 
Calculons le produit des matrices 
Qi Q21 Q31 Qi Aie Œz 100 
SS= || Q2 awl-| au x @z |—=|0 1 0]=E. (10) 
Qis @23 sal I| Œ31 se Ass 001 
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En effet, si l’on désigne par c:;; les éléments de la matrice de 
produit nous obtenons: 
Cu = Qu t Oa taa = 1, 
C2 = Qia T Aaa + Qa = À, (11) 
C33 = Qis + os Haa = 1, | 
C12 = O14012 F A42 + A312 = (€123) = 0. 
Nous avons de même 
cij=eie;=0 si ij (i=1, 2,3; j=1, 2, 3). (12) 
Ainsi, 
SS* = E. (13) 
La matrice transposée S* coïncide, par conséquent, avec la 
matrice inverse S°1: 
S*= 8", (14) 
Une matrice vérifiant les conditions (13) ou (14), c'est-à-dire 
une matrice égale à la matrice inverse de sa transposée est dite 
orthogonale. Trouvons maintenant les formules de passage des coor- 
données (£i, £2, £3) aux coordonnées (zi, x;, x;) et inversement. En 
vertu des formules (3) et (6) on peut exprimer les seconds membres 


des égalités (1) et (2) en fonction de la base (e1, e2, es), ainsi qu'en 
fonction de la base (e;, e;, e:). Cela fait qu'on peut écrire l'égalité 
T1 + L2€2 + T363 = rie; + rie, + L33- (15) 


2 


Multipliant successivement tous les termes de l'égalité (15) par le 
vecteur e;, puis par le vecteur e;, puis par le vecteur e; et tenant 
compte du fait que 
eie; =0 siis j, 
eiej=1 sii=j, (16) 
eie; = Qij: 
nous obtenons : 
Ti = Ali F aT + Agta, 
Za = Co F Q222 + A3213, (17) 
L3 = CsTi + A2312 + Agats. 
Multipliant les termes de légalité (15) successivement par 
€1,€2,€3 nous obtenons : 
Ti = QX, + Qizla F Gus, 
Te = AT, H Goal + Aosty p (18) 
La = QgT, + sos + A3313. 
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La matrice des transformations orthogonales (17) est ainsi la 
matrice S, et la matrice de la transformation inverse (18) la ma- 
trice S*. 

Nous avons ainsi démontré que, dans un système cartésien de 
coordonnées, à une transformation orthogonale correspond une matrice 
orthogonale. On peut démontrer que si les matrices des transforma- 
tions directes et inverse (17) et (18) vérifient la relation (13) ou 
(14), c’est-à-dire sont orthogonales, la transformation sera elle 
aussi orthogonale. 

[ntroduisons les matrices-colonnes 


X' =| z|, X=| zll. (19) 
T; T3 
Les systèmes (17) et (18) peuvent alors s'écrire : 
X'=8X, (20) 
X=S"1X". (21) 


Si nous introduisons les transposées des matrices (19), 
X= dus, X* = |] ritats |l (22) 
nous pourrons écrire 
X'=X*S 1, X*—X"*S. (23) 


$ 11. Vecteur propre d’une transformation linéaire 


Définition 1. Soit donné un vecteur X: 


X = || T2 , (1) 
T3 
où r? + x + xs 5 0. 
Si après la transformation du vecteur X à l'aide de la matrice 4 
(cf. (2), $ 5) nous obtenons un vecteur Y: 


Y=AX, (2) 
parallèle au vecteur X : 
Y=AÀX, (3) 


où À est un nombre, le vecteur X est appelé vecteur propre de la 
matrice À ou vecteur propre de la transformation linéaire donnée; 
le nombre À est appelé valeur propre. 
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Déterminons le vecteur propre 


Ti 

X = || Le 

T3 
de la transformation linéaire ou de la matrice donnée A. Pour que 
le vecteur X soit un vecteur propre de la matrice A, il faut que 


soient vérifiées les égalités (2) et (3). Egalant les seconds membres 
de ces égalités nous obtenons: 


AX=ANX (4) 
ou 
AX=NEX, 
autrement dit, 
(4—NE) X =0. (5) 


Il découle de cette égalité que le vecteur X est déterminé 
à une constante près. Sous forme explicite l'égalité (4) s'écrit: 


auti + dite + lygt = ÀT4, 
aX + Gala + Uosls = To, (6) 
agi + 43222 + 3313 = Ts, 
et l'égalité (5) 
(ai —À)xi+ liaz + tigt = 0, 
azti + (a22 — À) £2 + a23% = 0, (7) 
azt + Ggota + (a33 — À)x3 = 0. 
Nous obtenons un système d'équations linéaires homogènes 
pour déterminer les coordonnées z4, £2, x; du vecteur X. Pour que le 


système (7) possède une solution non nulle, il faut et il suffit que 
le déterminant du système soit nul: 


Gi — À liz i3 
Gui Go — À ds |—0 (8) 
gi ao A33— À 
ou . 
A (A — AE) = 0. (9) 


C'est une équation du troisième degré en À. On l'appelle équation 
caractéristique de la matrice A. Elle permet de calculer les valeurs 
propres À. f 
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Considérons le cas où toutes les racines de l'équation caractéris- 
tique sont réelles et distinctes. Désignons-les par A4, Az, Az. 

A chaque valeur propre À correspond un vecteur propre dont 
les composantes sont déterminées à l'aide des coordonnées du sys- 
tème (7) pour la valeur correspondante de À. Désignons les vecteurs 
propres par Ti, T2, Ts. On peut démontrer que ces vecteurs sont 
linéairement indépendants, autrement dit, qu'aucun d'eux ne s'ex- 
prime en fonction des autres. On peut, par conséquent, exprimer 
n'importe quel vecteur en fonction des vecteurs Ti, T2, Ta, C'est-à- 
dire les adopter en tant que vecteurs de base. 

Notons, sans en donner la démonstration, que toutes les racines 
de l'équation caractéristique d’une matrice symétrique sont réelles. 


Exemple 1. Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres de la 
matrice 


4 1 
8 3 


Solution. Formons lé équation caractéristique et trouvons les valeurs 
propres 


[1—A 
=0, c'est-à-dire A2—41—5— 
8 EU c'est-à-dire À2—41—5—0, 
M=—1, h=5. 
Trouvons le vecteur propre correspondant à la valeur propre M4 = —1 à partir 
du système correspondant d'équations (7) 
(4— M) + æ=0, wu 271+ 72=0, 
8x4 + (3—21) z,=0, 8z + 4r =0. 
Résolvant ce système nous trouvons z; = my, zz = —2m, où m est un nombre 
arbitraire. 


Le vecteur propre sera 
Ti= mi— 2m. 


Pour la valeur propre À: = 5 écrivons le système d'équations 
—4rts + 2 = 0, 


8x4 — 2x2 = 0. 
Le vecteur propre sera 


T= mit 4mj. 


Exemple 2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la 
matrice 


7 —2 0 
—2 6 —2 
0 —2 5 
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Solution. Ecrivons l'équation caractéristique 
T—h —2 0 


—2 6—X —2 
0 —2 5—À 


—0, autrement dit, — 13-4-1842 —994 -+162 =0. 


Les racines de cette équation sont: A, = 3, Az = 6, Àa = 9. Pour À = 3 nous 
déterminons le vecteur propre du système d'équations 


EN + 272 = 0, 
—22+ 372 — 2x3 = 0, 
—2z9 + 2z; = 0. 


Posant z; = m, nous obtenons zz = 2m, z3 = 2m. Le vecteur propre est alors 


tı=mi4 2m)j+2mk. 
Nous trouvons de même: 


T2= mitt mj— mk, 
t= —mi+mj— 4 mic. 
$ 12. Matrice d’une transformation linéaire pour laquelle 
les vecteurs de base sont les vecteurs propres 


Déterminons maintenant la matrice de la transformation linéaire, 
quand la base est constituée par les vecteurs propres Ti, T2, T3. 
Pour cette transformation on doit avoir les relations suivantes: 


LA S MT, 

+ 
T, = AoT, , (1) 
LA F ÀsT3, 


où T}, T}, T3 sont les images des vecteurs Ti, Ta, Ts. 
Supposons que la matrice de la transformation soit 
dis dy dis 
A'= Qa, Qaa os || - (2) 

Qas sn Q33 
Déterminons les éléments de cette matrice. Dans la base ti, T2, 
Ta on peut écrire: 

4 


q =1-t,+0-T+0.-t3=]|0 ||. 
0 
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Comme après la transformation à l’aide de la matrice 4° le 
vecteur T, se transforme en vecteur T = Àt; : 
T = Ati +. 0-7, + 0:73, 


nous pouvons écrire 
Ti = Ait = A'T. 


Par conséquent, nous avons 


M dis A Qiz 1 
O—|a;, a, azl |0 (3) 
0 dis Qio Ass 0 


ou sous forme d'un système d'équations 
M=a;,i+a,0+a;,-0, 
O=a,.1+a,0+a,-0, (4) 
à r r LA 
0= au 1+ a0 + a0. 
Nous trouvons de ce système ' 
di, =M, du =0, a, —=0. 
De la relation | 
T3 = hote = ts, 
nous tirons de même: 
dy =0, dos A0, 
r e r 
a =0, a, =0, a= Às 


La matrice de la transformation est ainsi de la forme 


A O 0 
A'=|| 0 à 0 |. (5) 
10 0 à 
La transformation linéaire sera 

Y; = Ma, 

Y= Mt (6) 

Y= Aata 

Si M4 =M= = Mt, la transformation linéaire sera de la forme 

yi = A*t, 
Ya = x, 
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Une transformation de ce genre est dite transformation de simi- 
litude de coefficient À*. Par cette transformation chaque vecteur de 
l'espace est un vecteur propre correspondant à la valeur propre À*. 


$ 13. Transformation de la matrice d’une transformation 
linéaire lors du passage d'une base à une autre 


Soit X un vecteur arbitraire : 
Ti 


X = || 22] = Tiei + 2202 + T363, (1) 
T3 


donné dans une base (ei, €>, €3). A l'aide de la matrice A le 
vecteur X se transforme en vecteur Y : 


Yı 

Y = || y2 || = Y181-F Y222 + Yses, (2) 
Y3 

Y=AX. (3) 


Introduisons dans l’espace considèré une nouvelle base (ei, e;, e;) 
liée avec l’ancienne base par les formules de passage 
ei = bise + buts + baies, 
e, = b261 + b22€2 + b32€3, > (4) 
€; = bises + b23€2 + b33€3- 


Supposons que dans la nouvelle base le vecteur X s'écrit ainsi : 


a 


T, 
X'=xe tre + e= || £4 |. (5) 
5 A 
Nous pouvons écrire l'égalité 
Tes + T262 + L33 = Tje; + die, + aies, (6) 


où dans le second membre nous avons substitué l'expression (4). 
Egalant les coefficients des vecteurs e1, e2, e3 à droite et à gauche, 
nous obtenons l'égalité : 


di = bat, + bizt, + biat, 
Lo = bar, + bat, + bat, (7) 
Z3 = baizi + bat, + bas, 
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ou encore plus simplement., 


X=BX', (8) 
avec 
bu Dis bis 
B= ba bzg bes || - (9) 
bs bss bss 


Cette matrice est régulière, possède une matrice inverse B-t, 
étant donné que le système (7) possède une solution déterminée par 
rapport à Ti, x, x. Si dans la nouvelle base nous écrivons le vec- 
teur Y: 

4 r r ror r r 
Y = ye; + yY;6; + VAT 
nous aurons évidemment l'égalité 


Y=BY". (10) 
Portant les expressions (8) et (10) dans (3), nous obtenons: 
BY'=ABX". (11) 


Multipliant les deux parties de l'égalité par B, nous trouvons 
Y'=B1ABX". (12) 


Par conséquent, la matrice 4” de transformation sera dans la 
nouvelle base 


A’'= BAB. (43) 
Exemple. Supposons qu'à l’aide de la matrice A: 
4 4 0 
1 0 1 
0 1 4 


on effectue une transformation du vecteur dans la base (1 e2, Es). Déterminer 
la matrice de transformation A’ dans la base (ei. es, ez), si 


, €j; =€; + 2ez+ es, 
ez = 261 + e24 323, 
es = 61+ 62+ es.. 
Solution. La matrice B a pour expression (cf. formules (4) et (9)) 
1 2 1| 
2 1 1 
4 3 1 
Trouvons la matrice inverse (A (B) = 1) 
U—2 4 1 
B= = || —1{ 0 1 
.5 —1 —3 


B = 
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Nous trouvons ensuite: 


—1 —1 2 
B4 = || —1 0 2 ||. 
4 2 —4 
A l’aide de la formule (13) nous obtenons en définitive: 
—1 3 0 
A' = BAB = 0 4 01. 
4 —2 2 


Démontrons maintenant le théorème suivant. 


Théorème 1. Le polynôme caractéristique (le premier membre 
de l'équation (8) du $ 11) est indépendant du choix de la base pour 
une transformation linéaire donnée. 

Démonstration. Ecrivons deux égalités matricielles. 

A'= BAB, 

E= B7EB, 
où 4 et A’ sont les matrices correspondant aux différentes bases 
pour une même transformation linéaire, B est la matrice de passage 


des nouvelles coordonnées aux anciennes, Æ est la matrice unité. 
Nous obtenons ainsi en vertu des deux égalités précédentes : 


A'—hE = B1(4 —\E) B. 

Passant des matrices aux déterminants et utilisant la règle 
de multiplication des matrices et des déterminants, nous trouvons: 
A(A'—NE)=A(B1(4A—AE)B)=A(BT)-A(A—NE)A(B). 

Or, 
A(BT)A(B)=A(B1B)=A(E)=1. 
Par conséquent, nous obtenons, 
A(A'—NE)=A(A—E). 


Dans cette égalité nous avons à gauche et à droite les polynômes 
caractéristiques des matrices de la transformation. Le théorème 
est ainsi démontré. 


§ 14. Formes quadratiques et leur transformation 


Définition 1. On appelle forme quadratique de plusieurs 
variables un polynôme homogène du second degré de ces variables. 
La forme quadratique des trois variables x,, £2, x, est de la forme : 


F = ayt? + Gratis + 3325 + 2diotito + 20132113 + 2aogT2T3, (1) 
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où a;; sont des nombres donnés; le coefficient 2 est choisi pour 
simplifier les formules obtenues par la suite. 
L'égalité (1) peut s'écrire: 
F = z; (t121 + Gite + 13£3) + 


+ T2 (a41 + Goote + 2323) + 


+z; (aux + solo + Gssta), (2) 
où a;; (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3) sont des nombres donnés, et 
i2 = Ang, is = Q31, Q23 = Q32- (3) 


La matrice 
Anu Qiz is 
A =||an Ur @z3 (4) 
Gay Q32 @33|| 
est appelée matrice de la forme quadratique (1). C'est une matrice 
symétrique. 
Nous estimerons que (z1, T2, £3) sont les coordonnées du point de 
l'espace ou les coordonnées du vecteur dans la base orthogonale 


(e1, £2, €3), où £4, €, e3 sont les vecteurs unitaires. . 
Considérons une transformation linéaire dans la base (e1, €z; e3): 


Ti = M121 + i222 + li3T3, 
T, = lyL1 + lT + QosTs, (5) 
L3 = l3411 + Ayo + 33T. 


La matrice de cette transformation coïncide avec la matrice 
de la forme quadratique. 
Déterminons ensuite deux vecteurs 


Ti 

X =| z|, (6) 
T3 
T, 

X’ =|| z|. (7) 
Ts 

Ecrivons la transformation (5) sous la forme 
X'=AX. (8) 


. On peut alors mettre la forme quadratique sous forme du produit 
scalaire de ces vecteurs 


F=X.AX. (9) 


$ 15] RANG D'UNE MATRICE 589 


Soient e;,e;, e, les vecteurs propres orthogonaux de la trans- 
formation (8) correspondant aux valeurs propres À4, À, Az. On peut 
démontrer que si la matrice est symétrique, il existe une base ortho- 
gonale composée des vecteurs propres de la matrice À. 

Effectuons la transformation (8) dans la base (ei, e}, e:). La 
matrice de la transformation sera alors dans cette base la matrice 
diagonale (cf. $ 12): 


M 0 0 
A=|0 à 0. (10) 
0 0 à 


On peut démontrer qu’en appliquant cette transformation à la 
forme quadratique (1), on peut ramener cette dernière à la forme 


F = Mt? + on + hot. (11) 


Les directions des vecteurs propres ej, e;, e, sont dites directions 
principales de la forme quadratique. 


$ 15. Rang d'une matrice. Existence des solutions d'un 
système d'équations linéaires 
Définition 1. On appelle mineur d'une matrice 4 le dé- 


terminant formé des éléments restants de la matrice quand on sup- 
prime quelques lignes et quelques colonnes dans cette matrice. 


Exemple 1. Soit donnée la matrice 


Qi 12 a13 ir 
a21 a22 Q23 Q2, || 
a31 32 33 Use 


On obtient les mineurs du troisième ordre de cette matrice après avoir 
supprimé une colonne et remplacé le symbole || || de la matrice par le symbole | | 
du déterminant. Il y en a quatre. 

On obtient les mineurs du deuxième ordre en supprimant deux colonnes 
et une ligne. Il y en a 18. De même il y a 12 mineurs du premier ordre. 


Définition 2. On appelle rang d'une matrice A l'ordre 
maximal du mineur non nul de la matrice A. 


Exemple 2. On vérifie aisément que le rang de la matrice 


1 —1 0 
2 0 4 
1 1 14 


est 2. 
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Exemple 3. Le rang de la matrice 
1 2 3 
3 6 9 
est 1. i 


P Si A est une matrice carrée d'ordre n, le rang k de cette matrice 
vérifie la relation k < n. Comme nous l'avons noté plus haut, si 
k = n, la matrice est dite régulière, si k< n la matrice est dite 
singulière. 

Par exemple, la matrice 

0 1 0 

0 O0 1 

1 1 0 
est régulière, puisque À (4)= 1 = 0; la matrice de l'exemple 2 est singulière, 
car n = 3 mais k = 2. 


La notion de rang d’une matrice est largement utilisée dans 
la théorie des systèmes d'équations linéaires. On a ainsi le théorè- 
me suivant : 


Théorème 1. Soit donné un système d'équations linéaires 


data + Got + lista = ba. 
Gti + Goo + Gosts = bz, (1) 
G3iTi + Q32£2 + Gssls = ba. 
Introduisons la matrice du système 
ii ia is 
A—||û@z Go Us (2) 


S | Q31 ge ss 
et la matrice élargie 


üu ag is bi 
B= oi Goo os ba s (3) 
üs Gs2 Q3 Ds 


La solution du système (1) existe, si le rang de la matrice A est 
égal au rang de la matrice B. Le système n'a pas de solution, si le 
rang de la matrice A est inférieur au rang de la matrice B. Si le rang 
des matrices A et B est 3, le système possède une solution unique. Si le 
rang des matrices A et B est 2, le système possède une infinité de solu- 
tions, et dans ce cas deux des inconnues s'expriment en fonction de la 
troisième, qui prend une. valeur arbitraire. . 

Si le rang des matrices A et B est À, le système possède une infinité 
de solutions, et dans ce cas deux des inconnues prennent une valeur 
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arbitraire, et la troisième s'exprime en fonction de ces deux autres. 

On établit aisément la validité de ce théorème en analysant 
les solutions du système d'équations. Ce théorème est valable pour 
les systèmes à un nombre quelconque d'équations. 


$ 16. Dérivation et intégration des matrices 


Soit donnée une matrice || 4;; (£) || dont les termes a;; (t) sont 
fonction d'une certaine variable t: 


anu (t) a(t) +. Qn (Ë) 


Il tij (t) I L ai (t) Goo (t) r Œon (t) ' (1) 
ami (t) ams (t) amn (È) 
nous pouvons encore écrire simplement : 
la (l= las OÙ G=1,2...,,m; j—=1,2,... à 


Supposons que les éléments de cette matrice possèdent des déri- 
vées 
daş; (à) damn (t) 
r a F 4 


Définition 1. On appelle dérivée d'une matrice || a (t) || 
la matrice, notée m || a (£) Il, dont les éléments sont les dérivées 
des éléments de la matrice || a (#) ||, autrement dit, 


daşi date dain 
dt dt dt 
d das: daz dazn 
ll a (t) |=| à d >o o t ||. (3) 
damı dam2 damn 


. Notons que cette définition de la dérivée d’une matrice s'obtient 
d'une manière fort naturelle si outre les opérations déjà introduites 
de soustraction des matrices et de multiplication d'une matrice 
par un nombre (cf. § 4) on définit l'opération de passage à la limite: 


aij (t4 Ai) — aij (t) |- 
"At = 


lim -py (lla +A l— llan (= lim 


At—0 
lim (+ Ai) — aij (t) 
At-0 At 


. 
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L'égalité (3) peut être écrite d’une façon soudensee sous forme’ 
symbolique 
ioli awl 6) 
ou encore 
d , d. 
FleO=]20 | (5) 
Il est parfois commode d'utiliser au lieu du symbole: de dériva- 
tion £ le symbole D; l'égalité (5) s'écrit alors: 
D [all = || Da ||. (6) 


Définition 2. On appelle intégrale d'une matrice || a (ë) || 
et l'on note 


t 

| la @)l]dz, 

to 
la matrice dont les éléments sont les intégrales des élements res- 
pectifs de la matrice initiale : 


t t 
Î au (2) dz . = in (Z) dz 

4 : 

f lla (2) || dz = | au (2) dr … can (2) dz (1) 
to to 


to 


. o's o oxo oa ooo‘ l o 


E te 


amı (z) dz ... f amn (z) dz 


to 
ou simplement : 


| laold=]| f uoa, (8) 

ou encore n : $ ; 
NCIS REC IE (9) 

to to 


t 
On désigne parfois le symbole f ( )dz par une seule lettre, 


t 
par exemple S et, dans ce cas, on peut, de même que (6), mettre 
l'égalité (9) sous la forme : 


Sal = |] Sa |. (10) 
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$ 17. Ecriture matricielle d’un système d'équations 
différentielles et des solutions d'un système 
d'équations différentielles à coefficients constants 


Considérons un système de n équations différentielles linéaires 
comportant n fonctions inconnues z; (t), £a (£), . .., Zn ($): 


d: 
0 = AN + Aifa + EAA + ainn, 
dxo (t 
HD ayt H Tat -+ lonin, l (1) 


Les coefficients a;; sont constants. Introduisons la notation : 


zı (t) 

© Ta (t) 

Izl=| : (2) 
nA 


C'est la matrice des solutions ou la solution vectorielle du système 
(1). Définissons ensuite la matrice des dérivées des solutions . 


dx 
dt 


dta 


dt 


dtn 
dt 


Ecrivons la matrice des coefficients du système d'équations diffé- 
rentielles i 


Qi Qiz... Ain 


As a e... a 
laj=lanj=]|| dec an | (4) 
Ani Ana... Ann 
Utilisant la règle de multiplication des matrices (cf. § 4), nous 
pouvons écrire le système d'équations différentielles (1) sous forme 
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matricielle. 


d aii -Aig eee Qin di 

dzz 
zg | (2a Gao. Qon Tə || : 

. == ` z B (5) 
dtn ` 

= ||ani Gng... ann En 


ou simplement, en vertu de la règle de dérivation des matrices, 
d 
-J lz = lle llle. (6) 


On peut également mettre cette équation sous une forme plus com- 
pacte: 
dæ 
TE — ax, (7) 
où æ est appelée également solution, vectorièlle, a est la notation 
condensée de la matrice ||a;;||. 
Posons 


œ 
n . J| @ 
lel=a=] : 1, (8) 
Œn 
où œ; sont des nombres. 


Nous nous proposons de chercher l’ensemble des solutions du 
système d'équations différentielles sous la forme (cf. formule (2) 


du § 30, ch. XIII) 
lz = -la || (9) 


ou 
w= e'a, (10) 


Portant (10) dans (7) (ou (9) dans (6)) et utilisant la règle de iai 
tiplication d’une matrice par un nombre et la règle de dérivation 
des matrices, nous obtenons : | 
| kta — ae! a, (11) 


d’où nous trouvôns: . 
ka = aa 


! ax — ka = 0. 42. 


ow-éncore ` 


817] ÉCRITURE MATRICIELLE D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS 595 


Rappelons que dans cette dernière égalité a est la matrice (4), k est 
un nombre, œ la matrice-colonne (8). Nous pouvons alors écrire 
la matrice figurant au premier membre de l'égalité (2) de la maniè- 
re suivante : 


(a—kE)a=0, (13) 


où Æ est la matrice unité du n-ième ordre. Sous forme explicite 
légalité (13) s'écrit: 


ay —k liges. : Gin (221 
Q1 oo —k.. . Con (071 0 (14) 
Ani an2... Ann —k Œn 


L'égalité (12) montre que le vecteur œ est transformé à l’aide de la 
matrice æ en un vecteur parallèle kæ. Par conséquent, le vecteur œ 
est un vecteur propre de la matrice «a correspondant à la valeur 
propre k (cf. § 11). 

Sous forme scalaire on peut écrire l'égalité (12) comme un sys- 
tème d'équations algébriques (cf. système (3), $ 30, ch. XIII). Le 
nombre k doit être déterminé à partir de l'équation (5) du $ 30, 
ch. XIII que l’on peut écrire ainsi sous forme matricielle : 


A(a—kE)=0, | (45) 
autrement dit, le déterminant 
dii —k &i2 e Qin 
a1 a — k se lon Ka 0 (16) 
äni ane Ann —k 


doit être nul. 
Supposons que toutes les racines de (16) soient distinctes: 


ka, ko, aa kne 


Pour chaque valeur k; du système (13) on détermine la matrice 
des valeurs œ 
a 
a 


a 
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(l'une de ces valeurs est arbitraire). Par conséquent, la solution 
du système (1) s'écrira. sous forme matricielle 


ml [a aP ... a || | Cet 
La at a ap) Coehat 
EI | al HE (17) 
Tn an A  ... at) Cnent 


où C; sont des constantes, ou simplement 
lzi = ali Cet (| (18) 


Sous forme scalaire la solution est donnée par les formules (6) 
du § 30, ch. XIII. 


Exemple 4. Ecrire sous forme matricielle le système et la solution 
du système d'équations différentielles linéaires 


dry > 
= 21 +25, 
dx? 
-g mrt 82 
Solution. Ecrivons la matrice du système 
(122 
af? 3] 
Sous forme matricielle le système d'équations s'écrira (cf. l'équation (5)). 
dr! 
e 22 Ti 
dz; || ' i 
7a 13 To 


Formons l'équation caractéristique (15) et trouvons ses racines 
Ey 37, |=0, c'est-à-diré #2—5k +4=0, 
par conséquent, 
ki=14, ke. 
Formons le système (14) pour déterminer les valeurs æ{}, aP correspon- 
dant à la. racine k;=1: 
Biat  2af® 0, 
aP + (3—1) af =0. 


1 
Posant «{—1, nous obtenons gP = ar ! 


Nous trouvons de même a et af? correspondant à la racine k—4. 
Nous obtenons : . 


$ 17] ÉCRITURE MATRICIELLE D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS 597 


Nous pouvons maintenant écrire la solution du système sous forme 
matricielle (formule (17)) : 


Ti 4 1 Cet | 


2 TT i í Cest 


ou sous forme habituelle : 
ti Ciel + Cett 
zr, = oi Ciet+ Coett, 


Exemple 2. Ecrire sous forme matricielle le système et la solution 
du système d'équations différentielles linéaires 


dx. 

eo 

dx . 

De = 24 +279, 


dx 
= 2122 Br. 


Solution. Ecrivons la matrice du système 
400 
A=|120 


Le système s’écrira donc sous forme matricielle (cf. équation (5)) : 
dz, 


Fr 1 0 1 T1 

ds PES i 

el 420|-|x 

dt 

pu 113||zx 

Formons l'équation caractéristique (16) et trouvons ses racines : 

i—k 0 0 
1 2—k 0 |=1, c'est-à-dire (1 —k)(2—k) (3—k)=0, 
1 1 3—k i 


par conséquent, 
ki, k=2, k3=3, 
Déterminons à partir du système d'équations (14) les valeurs af, ap, 

af correspondant à la racine k=1 

afp + ag =0, 

aP + af 42a = 0; 
nous trouvons : 

ap =1, af—= 1, af—0. 
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.  Déterminons les valeurs a{?, aŒ, a® correspondant à la racine 4, —2 
à partir du système 


Sue aò = 0, 
a = z 
aD aW + a® = = 
nous trouvons : 
a®=0, af—1, a®= Zf: 


Déterminons les valeurs af, af, æ$ correspondant à la racine k;=3 
à partir du système 


— 2a {9 =0, 
a - — a{9 =0, 


a +aÿ= = 0; z 
nous trouvons : 


a%=0, afw—0, aP =1. 


Ecrivons la solution du système sous forme matricielle (cf. formule (17)) 


En 4 00! || Ciet 
z=|—1 4101. cet 
ta ||. 0 —11 Cseët 
ou sous forme usuelle 
Ti = Ciet, 
T= — Ciet + Cet, 
Zg = — Coett + Cest. 


$ 18. Ecriture matricielle d'une équation linéaire du 
n-ième ordre 


Soit donnée une équation différentielle linéaire du n-ième ordre 
à coefficients constants 
dnx dan-1z dn-2x 


am — = din-i +a n-i Fma din? +. ssa + x. (1) 


Notons qu'il apparaîtra de la suite de notre exposé qu'il est par- 
ticulièrement commode d'employer pour les coefficients la numé- 
ration adoptée. Posons x = z4, et ensuite 


dti 
Oo — Lo 


+ SAA (2) 
T Led Là 
d En, 


dz 
-i = Unt att -Hanin 
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Ecrivons la matrice des coefficients de ce système 


01400. O 
larsje e. (3) 
0 : Lu 


y Co Us a ... An 


Nous pouvons alors écrire le système (2), de même que la formule 
(5) du $ 17, sous la forme: 


m 0 14 T E E 

en 0 0 1 0 | zx 
Naam is LIRE . (4) 

ns 0 0 0 1 | [ans 

a di az ün En 


ou plus simplement 
d 
a lel= llela]. (5) 


On trouve ensuite la solution en procédant de même qu'au $ 17, 
puisque l'équation matricielle (5) est un cas particulier de l’équa- 
tion (6) du $ 17. 


Exemple. Ecrire sous forme matricielle l'équation 
dz dz 
aa Pa te 
Solution. Posons zr=z;; nous avons alors 
dzi 


dx 
Fa = Pr2+ qti. 


Sous forme matricielle le système d'équations s'écrira : 
dz 
‘dé 


dr z 


014 Ti 
F3 aP T2 
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$ 19. Résolution d’un système d'équations différentielles : 
linéaires à coefficients variables par la méthode des 
approximations successives en utilisant l'écriture 
` matricielle 


Soit à trouver la solution d'un système d'équations différen- 
tielles linéaires à coefficients variables 


d 
= 1 (£) z1 + ao (t) Tat -Han (t) £n, \ 
dt» | 

f 


ae = du (t) ai + Gag (t) Ga + +. Han (t) Zn, (1) 
d: 
TE an (t) Ti + ang (t) Ta + - . + ann Ogn J 
vérifiant les conditions initiales | 
me Tio Zg = T20, > Zn = Tno pOUr £ = to. (2) 


Si l'on introduit, outre la matrice des coefficients du système 
et la matrice des solutions, la matrice des valeurs initiales 


io | 
T20 
lzl= * | (3) 


Tno 
alors le système (4) avec les conditions initiales (2) s'écrira : 


OT Hle (4) 


avec les conditions initiales 
lle || = || zo || pour t= to. (5) 

Ici ||a (é) || désigne de nouveau la matrice des coefficients du 
système. i 

Nous résolverons ce problème par la méthode des approximations 
successives. | E 

Pour faciliter la compréhension de notre exposé appliquons tout 
d'abord la méthode des approximations successives. à une équation 
différentielle linéaire du premier ordre (cf. ch. XIV, § 26). 

Nous devons trouver la solution d'une équation 

dx 


gr =a()x (6) 
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avec les conditions initiales 
z= zo pour t= to (7) 
Nous supposerons que a (t) est une fonction continue. Comme 
nous l'avons indiqué au $ 26 du ch. XVI, la solution de l'équation 
différentielle (6) pour la condition initiale (7) se ramène à Ja solution 
de l'équation intégrale 


z=zxot+ | a(z)x(z)dz. (8) 


Semn 


Nous . résolverons cette: in par la methode des approxima- 
tions successives 


t 
ET Lo + i a (2) xo dz, 
to 


t 


ama ena | T 


tm = do Ÿ a (2) an (2) dz, 


Introduisons pour abréger l'écriture l'opérateur d'intégration S 
t 
à S() =| Od. (10) 
to i 
Nous pouvons alors, en utilisant l'opérateur S, écrire l'égalité 0) 
sous la forme: 
ti = To + S (azo). P, 
Ta = Za + S (axı) = To + S (a (zo + S (axo))), 
Ta = Lo + S (a (to + S (a (£o -+ S (axo))))), 


Im = Lo + S (a (zo, + S (a (zo + S (a (zo -+ S (a ...)))))). 
Ouvrant les parenthèses nous obtenons : 
Tm == Lo + Sary + Sa Sax,+ Sa Sa Saxry+. 
+ Sa Sa Sa ... Saxo. 


a / 
m fois 
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Mettant x en facteur (zo est une constante), nous avons: 
m= [1-H Sat Sa Sa+ ...-| Sa Su... Sa] ru (11) 
—— 
`m fois 


Nous ayons démontré plus haut (au $ 26 du ch. XVI) que, si 
a (t) est une fonction continue, la suite lan. conv erge. La limite 
de cette suite est une série convergente : 


= [1 + Sa + Sa Sa +.. .] zo. (12) 
Remarque. Si a (t) = const, la formule (12) prend une 
forme simple. En effet, en vertu de (10), nous pouvons écrire 
Sa =aS1 =a (t — lo), 


Sa Sa= 6S (— n) =at E 


Sa Sa ....Sa = qu CE 


m fois 


Dans ce cas (12) se met sous la forme 
—t E— to)? , Etui , 
z=[i+a 4 Les LINE RE e 
ou 
x = rol- 10), (13) 


La méthode de résolution d’une équation (6) que nous venons de 
donner se transpose intégralement au cas de la résolution du système 
(1) avec les conditions initiales (2). 

Sous forme matricielle le système (1) avec les conditions initiales 
(2) s'écrira : 


d H y |! 
-i lleil = MeD lili (14) 
avec les conditions initiales 
Ix=lzol pour ¿= to. (15) 


Utilisant la règle de multiplication et d'intégration des matrices, 
on peut ramener la solution du système (14) avec la condition (15) 
à la solution de l’ équation matricielle intégrale 


lee = zol+ í la (2) Illz (2) |l d3. (16) 


to 
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Nous trouvons les approximations successives : 
[m @ = aol + Ÿ Ia (2) I- tm- (2) Il de (17) 
to a 


En portant successivement les approximations successives sous le 
signe d'intégration, la solution du système sous formé matricielle 
aura l'expression : 


t Z4 
lz Ol=lzl+ | lael (lzl+ | le (Izol+ 
to to 


+ fi a (2) || (. - -) dz) dzz) du 


to 
ou 


u 
Le l= zoll À 1e (21 l-l zo I| da + 
-to 


t Z3 
+j la (a) | W dake (18) 


Utilisant l'opérateur d'intégration $, on peut mettre l'égalité (18) 
sous la forme : 


lz =E Sael +S ial S al +. -J-l Zo ll. (19) 
Notons par une seule lettre gip l'opérateur figurant entre cro- 
chets. L'égalité (19) s'écrit alors sous une forme compacte 


Il (8) l= Elan Ilzo Il- ' (20) 


Il est intéressant de souligner -la circonstance suivante. Si les 
coefficients du système (1) sont constants, nous pouvons écrire, 
en utilisant la règle permettant dẹ sortir du symbole désignant la 
matrice un facteur commun à tous les éléments de cette matrice *) 


t—t j 

SUal= a] 
t— to}? > 
SalSllel=- alt, 


; t—t 
Sal Sels la j= 5 al, ete. 


#) Ici nous laissons de côté le problème du passage à à la limite pour les 
opérations effectuées avec les matrices. | 
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Dans le cas des coefficients constants la formule (19) s'écrira 


Ie [IE 14 en a + 


t—to)™ 
TTEA cite y AFS ..Jleol (21) 
Cette! dernière égalité peut s’ écrire ‘symboliquement : 
|l æ (£) |= et-toleit |] zo |]. (22) 
. Exercices 


1. Trouver la matrice de transformation inverse pour la transformation linéaire 


yi F Bat 2ta Vie Tu + 5m. 


7 5 —2 
Rén. || —7 IO 


2, Trouver la matrice de la transformation inverse 


anne nee, Pée E 
3. airo le produit des matrices E EE j: 4 1E 
` Rép. e a 
<4. Calculer les produits. AB et BA des matrices : 
1 23 507 
A=| 2 01 et B=||. 123 
3 —11 102 
pé 449/ 126 3 2] 
Rép. || 9: 0 146|| et 14 —1. 8 
13 —2 20 5 —4 —1 
12 3 Len 
5. Soit A=||5 7 10 Di 
43 1 
ie, Æ est la matiice ` unité du 3-ième. ordre, ‘Calculer la matrice A+2E. 
| 23 
Rép. || 5 9 40 
43 o, 
_ 6. Soit a=|; 1 A . Calculer la matrice A2. 
7 10 
Rép. | 15 22 ||- 


7. Soit AS 154 | Calculer A3+-54. 


i 20 Í. 


Rep. IF 42 


5 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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8. Calculer la matrice inverse 4-1 si 


141 11 —4 1 
a =l 543. Rép. ||—25 9 21. 
1051 15 —5 1 


. Ecrire la solution du système d'équations 


zı + 222 + z3 = 10, 
2z; + Tz za = 20, 
zı + 3x2 + z3 = 30 


sous forme matricielle et calculer z1, £2, T3. 


z; —2 41 4jj]j40 
Rép. To || = —1 0 4]. 20 , æz1—= 30, Ti = 20, T3—= —60. 
Tg 5 —1 —3 || |[30 | 


Ecrire la solution du système d'équations 


zı + ze + z3 = 3, 
özi + 4T + 3x3 = 11, 
10x + ör + T3 = 11,5 


sous forme matricielle et calculer zi, z2, £3 


Ti | 11 —4 1 3 
Rép. || za |=} —25 9 —2|.141 I|, z1=0,5, az, z3=1,5. 
Ts 15 —5 1 11,5 
Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice 
1 2 —4| 
2 —2 —2 ||. 
—4 —2 1 
Rép. kı = 6, ka = ka = —3; T4 = mi + {mj — mk, % est un vecteur 


arbitraire vérifiant la condition (viv:) = 0, m est un nombre arbitraire. 
Trouver les vecteurs propres de la matrice 

cos @ sin œ 

sin & cos q ||” 


Rép. Ils n'existent pas. 
Calculer les vecteurs propres de la matrice 


4 0 0 
0 4 0 
0 0 4 


Trouver la solution matricielle du système d'équations différentielles 
linéaires 


. Rép. Tout vecteur est un vecteur propre. 


dz 
+0, 
d?2 AS 


Rép. 
zı = Cet + Cet, £3 = —2 (Cet — Cet). 
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Table 4 
2 f 
Valeurs de la fonction © (x)=—— | e" dt 
7" Va ù 
et de la fonction réduite de Laplace Ê (x)= ® (px) 

x D (x) A Ô (x) A x ® (x) A Ô (x) A 
0,00 | 0,0000| 564 | 0,0000| 269 2,25 | 0,9985] 3 0,8709) 83 
0,05 | D,0564| 561 | 0,0269| 269 2,30 | 0,9988|: 3- | 0,8792| 79 
0,10 |:5,1125| 555 | 0,0538| 268 2,35 | 0,9991| 2 0,8871| 74 
0,15 |9,1680! 547 | 0,0806| 267 2,40 | 0,9993 2 0,8945| 71 
0,20 0,2227| 536 | 0,1073| 266 2,45 | 0,9995 1 0,9016| 66 
0,25 |0,2763| 523 | 0,1339| 265 2,50 | 0,9996 1 0,9082| 64 
0,30 | 0,3286| 508 | 0,1604| 262 2,95 | 0,9997 1 0,9146| 59 
0,35 |0,3794| 490 | 0,1866| 261 2,60 | 0,9998| 0 0,9205| 56 
0,40 | 0,4284] 471 | 0,2127| 258 2,65 | 0,9998 1 0,9261| 53 
0,45 0,4755| 450 | 0,2385| 256 2,70 | 0,9999 0 0,9314| 50 
.0,50 0,5205| 428 | 0,2641| 252 2,75 | 0,9999 0 0,9364| 46 
0,55 | 0,5633 406 | 0,2893] 250 2,80 | 0,9999 0,9410| 44 
0,60 | 0,6039] 381 | 0,3143| 246 2,85 0,9454| 41 
0,65 |0,6420| 358 | 0,3389| 243 2,90 0,9495| 39 
0,70 0,6778| 334 | 0,3632| 238 2,95 | 0,9534| 36 
0,75 |0,7112| 309 | 0,3870| 235 3,00 | 1,0000 0,9570] 33 
0,80 0,7421 | 286 | 0,4105| 231 3,05 0,9603| 32 
0,85 0,7707 | 262 | 0,4336| 226 3,10 0,9635| 29 
0,90 0,7969] 240 | 0,4562| 221 3,15 0,9664| 27 
0,95 |0,8209| 218 | 0,4783| 217 3,20 0,9691| 25 
1,00 |0,8427| 197 | 0,5000 | 212 3,25 0,9716| 24 
1,05 0,8624| 178 | 0,5212| 207 | 3,30 0,9740 | 21 
1,10 |0,8802| 159 | 0,5419| 201 3,35. 0,9761| 21 
1,15 | 0,8961| 142 | 0,5620 | 197 3,40 0,9782| 36 
1,20 0,9103| 126 | 0,5817| 191 3,50 0,9818| 30 
1,25 0,9229| 111 | 0,6008) 186 3,60 0,9848| 26 
1,30 | 0,9340 98 | 0,6194| 181 3,70 0,9874| 22 
1,35 0,9438| 85 | 0,6375| 175.| 3,80 0,9896| 19 
1,40 0,9523 74 | 0,6550 | ‘169 3,90 0,9915] 15 
1,45 | 0,9597 64 | 0,6719| 164 4,00 .0,9930| 13 
1,50 | 0,9661 55 | 0,6883 | 159 4,10 0,9943| 11 
1,55 0,9716 47 | 0,7042| 153 4,20 0,9954 9 
4,60 -| 0,9736| 41 | 0,7195| 147 | 4,30 , f 0,9963 7 
1,65 0,9804 34 | 0,7342| 143 4,40 0,9970 6 
1,70 |0,9838| 29 |0,7485| 136 4,50 0,9976 5 
1,75 0,9867 24 | 0,7621| 132 4,60 | 0,9981 4 
1,80 0,9891 20 | 0.7753| 126 4,70 0,9985 3 
1,85 0,9911 17 | 0,7879| 121 4,80 0,9988 3 
1,90 0,9928 44 | 0,8000| 116 4,90 0,9991 2 
1,95 0,9942 44 | 0,8116| 111 5,00 0,9993 1 
2,00 | 0,9953 10 |.0,8227| 105 5,10 0,9994 2 
2,05 0,9963 7 | 0.8332| 102 5,20. 0,9996 1 
2,10 0,9970 6 | 0,8434 | : 96 5,30 . 0,9997 0 
2,15 0,9976 5 | 0,8530 92 5,40 0,9997 
2,20 0,9981 4 | 0,8622 87 


Table 2 


x | 7w | x o rw | x 1&) 
0,00 0,3989 1,35 0,1604 2,70 0,0104 
0:05 0, 3984 1,40 0.1497 2.75 0.0094 
0:10 0.3970 1,45 0,1394 2:80 0.0079 
0,15 0,3945 1:50 0.1295 2:85 0.0069 
0,20 . 0,3910 1,55 0,1200 2,90 0,0060 
0,25 0,3867 1,60 0.1109 2:95 0.0051 
0730 0,3814 1:65 0.1023 3:00 0.0044 
0,35 0,3752 170 0,0940 3:05 0,0038 
0,40 0,3683 1,75 0,0863 3:40 0,0033 
0,45 0,3605 1,80 0,0790 3,45 0.0028 
0,50 0,3521 1,85 0:0721 3,20 0.0024 
0,55 0, 3429 1,90 0,0656 3,25 0.0020 
0:60 0.3332 1,95 0,0596 3,30 0,0017 
0,65 03230 2,00 0,0540. 3,35 0.0015 
0,70 0,3123 2:05 0.0488 3,40 0,0012 
0,75 0,3011 2,10 0,0440 3,45 0,0010 
0,80 9.2897 2,15 0.0396 3°50 0,0009 
0,85 0,2780 2,90 0,0355 3:55 0,0007 
0,90 0,2661 2,25 0,0317 3:60 0,0006 
0,95 0,2541 2,30 0,0283 3:65 0,0005 
1,00 0,2420 2,35 0.0252 3:70 0.0004 
1,05 0,2299 2,40 0,0224 3175 0,0004 
1,10 0,2179 2,45 0,0198 3:80 0.0003 
1,15 0,2059 2:50 -0.0175 3:85 0.0002 
1:20 0,1942 2:55 0.0154 3:90 0,0002 
1.25 0,1826 2,60 0,0136 3:95 0.0002 
1,30 0,1714 2,65 0,0119 4,00 0,0001 
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Table 3 


x 
Valeurs de la fonction Ọ (x)= 1 - f e ?dz 
E a 0 


Vn 

&w | + | Œœ | = T 
0,0000 |, 0,95 |. 0,3289 1,90 |: 0,4713, 
0.0040 1:00 |: 0,3413 2100 | 0,4772 
0,0199 1105. | 0,3531 21107 | 0,4821 
0,0398 + 1,10 0,3643 2,20 ,. 0,4861 
0,0596 4,15. 0,3749 2,30 : 0,4893. 
0,0793 | 1:20 | 0,3849 2140 |. 0,4918 
0,0987 | 1,25 0,3944 2,50. | 0,4938 
0,1179 4,30 0,4032 2,60 ‘ 0,4953 
0,1368 4,35 0,4115 2,70 0,4965 
01554 | 1:40 0,4192 2,80 | 04974 
0,1736 > 4,45 0,4265 2,90 0,4981 
01915 | 1,50 0,4332 3,00 | 0,49865 
0,2088 1,55 0,4394 3,20 0,49931 
0,2257 1,60 0,4452 3/40. | 0,49966 
0,2422 1,65 0,4505 3160 | 0,499844 
0,2580 1170 0,4554 3:80 | 0,499927 
0,2734 1,15 0,4599 4,00 : 0,499968 
0,2884 1180. | 0,4641 4,50 | 0,499997 
0,3023 1,85 0,4678 5,00 0, 500000 


0,3159 
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Aires planes 192 
d'un domaine 245 
= de surfaces 205 
Amplitude complexe 109, 389, 395 
Analyse harmonique 386 
Application(s) | 
affine 563 | 
biunivoque (non dégénérée) 563 
dégénérée 563 GE 
inverse 563 
linéaire 557 
univoque 562 
Approximation 
deuxième 340 . 
en moyenne 373 
nulle 340 
première 340 
Astroïde 54 


Calcul 
de logarithmes 323 
du nombre x 323 
` opérationnel 444 
Cas (chances) 482 

favorable 482 
Causes (hypothèses) 493 
Centre 138 

de dispersion 540 

de la distribution des probabi- 

lités 505, 520 
de gravité d’une courbe: gauche 
255 ‘ 

— d'une figure plane 215 
Cercle de convergence 338 
Chaïînctte 17 
Champ y 

de directions 22 

irrotationnel 269 

potentiel 269 

solénoïdal 269 

tubulaire 269 
Changement de variables dans une 

intégrale double 200-205 

— — triple 223-226 


Circulation d’un vecteur 241, 263 
Coefficients de Fourier 359 
Cofacteur 572 | i 
Condition(s) 
de convergence des séries :280, 
283, 285, 289, 290 
aux frontières 408, 415 
initiales 20, 62, 408, 415 
aux limites 408 l 
de Lipschitz 342 
suffisantes pour la convergence 
d’une série de Fourier 383 


Convergence 

, intervalle de 310 

, rayon de 311 
Convolution 465 

, transformation de 465 


Coordonnées 
curvilignes 201 
cylindriques 223 
sphériques 225 
Courbe de distribution 512 
intégrale 21, 68, 131 
— de distribution 515 
Critère suffisant pour qu’une fonc- 
tion soit développable en séric de 
Fouricr 360 


Densité 

de probabilité 512, 536 

spectrale 395 

superficielle 209 
Dérivation de l'image 451 
Dérivée à droite (à gauche) 383 
Détcrminant 

fonctionnel 203 

de Wronski 77 
Développement 

en séric de Fourier 371 

— de Maclaurin arcsin z 323 

— — ch z 320 

— — cos r 320 

— — e“ 319 
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Développement : 
en série de Maclaurin Log (1x) 
323 
— — sinz 318 
— — shz 320 
— — (1-4 z)m 321 
Directions principales de la forme 
quadratique 589 
Dispersion 
, centre de 540 
, ellipse(s) de 540 , 
, — totale de 541 
Distribution 
de masse 209 a9 
stationnaire de la température 
427 
Divergence du vecteur 267 
Domaine , 
de convergence 300 
, diamètre de 217 
fermé 176 
d'intégration 1477 . 
régulier 179, 193, 217 
Ecart(s) 505 
maximum 373, 374 
médian 529 
moyen(s) 507, 520 
probables principaux 540 
quadratique(s) 373, 374 
Egalité de Liapounov-Parscval 377 
Ellipse 246 
de dispersion 540, 541 
—, vecteur de 401 
Fllipsoide 222 
Enveloppe 44 
Equation(s) , 
de Bernoulli 38 
de Bessel 331 
caractéristique: 84 
—, racines de 122 
de la chaleur 415 
de Clairaut 53 
de continuité 429 
des cordes vibrantes 408 
aux dérivées partielles 18 
aux différences finies 439 
différentielle 15, 18 
—, intégrale de 19 
—, — générale de 20, 63 
—, — particulière de 21 
— linéaires homogènes 76-90 - 
— — non homogènes 76, 91-105 
— — du premier ordre 34 
— ordinaires 18, 
—, ordre de 18 
— d'ordre n 76, 598 
—, solution de 19 


Equation(s) 
différentielle, solution générale 
de 20, 62 : ‘ 
—, — particulière de 21, 63, 
aux différentielles totales 39 
— —, intégration de 39 
de Fourier 405 `> ` 
homogènes 29 
intégrale 340, 392 
de Lagrange 55 
de Laplace 271, 405, 406, 427, 428: 
— en coordonnées cylindriques 
433 
des ondes 408 F 
de la propagation de la chaleur 
dans une barre 419. 
— — l'espace 418 
du télégraphe 409 
du type elliptique 405 
— hyperbolique 405 
— parabolique 405 | 
à variables séparables (séparées) 
26 (25) E 
Erreur(s) | | 
arithmétique moyenne 534 
de mesure 545 
, échelle de dispersion des 533 
Espace En 399 x 
des fonctions ®© 400-401 
Espérance mathématique 502, 518, 522 
Evénement(s) aléatoire(s) 480 
certain 482 
— compatibles 487 
— contraires 486 
— équiprobables 482 
— impossible 482 
— incompatibles 482 
— indépendant 488 
, somme des 484 


Facteur intégrant 42 


‘ Flexion des poutres 64 


Flux du champ vectoriel 257, 267 
Fonction(s) : ne 
de Bèssel 333, 335, 398 
— de première espèce d'ordre p 
333 
—, racines de 398 
.— de seconde espèce d'ordre n 
334 ; 
— — — — zéro 335 
continue par tranches 377 
delta (fonction unité) 475 
de Dirac 475 
de distribution normale 529 
, espace de 400 | 
harmonique 271, 427. 
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Foction(s) 

homogène de degré n 29 

impaire, développement en série 
de Fourier de 368, 369 

intégrale de la loi de distribution 
normale 529 5 

de Laplace 528 > 

linéairement dépendantes (indé- 
pendantes) 89 ` . 

monotone par tranches 359 

original (objet) 445 

SRE avec un poids p (z) 


paire, développement en série de 
Fourier de 368, 369 

propres 412 

réduite de Laplace 531 

de répartition 515, 539 

spectrale 395 

unité de Heaviside oo (t) 446 
Formule 

d'Adams 149 

de Bayes 494 

d'Euler 320, 338 

de Green 250, 273 

de Liouville 78 

d'Ostrogradsky 267 

d'Ostrogradsky-Gauss 267 

des probabilités totales 492 

de Stokes 263 i 
- de Taylor 317 
Foyer stable (instable) 135, 136 
Fréquence relative d'un événement 480 


Gradicnt 267, 268 
.Grille 438 
. Groupement 546 


Harmonique(s) 388 
Histogramme 547 


Image(s) 445, 447 
des dérivées 453 
, dictionnaire d’ 454 
de la fonction delta 474 
des fonctions à échelle modifiée 
de la variable indépendante 447 
. linéarité de 1° 448 
L (transformée de Laplace) 445 
— ch at 450 
— cos i 447 
—- eut 450 
-- de fleaviside 446 
-— sin ? 447 
— sh at 450 


Image 
de la fonction fn 453 
Inégalité 
de Bessel 377 
de Bouniakovsky 214 
de Schwarz 214 
Intégrale 
© curviligne 239, 242 
dépendant d'un paramètre 229 
de Dirichlet 381 
double, 177; 179 
— en coordonnées polaires: 229 
de Fourier 390, 394 
énérale 20, 63 
‘une matrice 592 
particulière 21 
de Poisson 198, 425, 437 
de probabilité 525 
singulier 52 
de surface 256 
triple 217, 218 . 
— en coordonnées cylindriques 
223 4 
— — sphériques 225 . 
, valeur principale de 394 
Intégration 
des équations différentielles, ap- 
plications des sérics 32 
graphique 74 e 
Intervalle de convergence 310 
Isocline 22 


Jacobien 203, 226 


Ligné 
brisée d'Euler 143 
de courant 58 
équipotenticlle 58 
de force 59 
de niveau 58 
Loi 
de Coulomb 259 
de distribution 495, 512 
— binomiale 499 
— normale 521 
— uniforme, 516 
de Gauss 521 
des grands nombres 554 
intégrale de distribution 515 
normale de distribution dans le 
plan 539 


Masse de la figure 216 
Matériel statistique 545 
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Matrice(s) 557, 560 
adjointe. 572 o. 
de l'application 557 
carrée. 561 
colonne 562 -... 
, dérivée de 591 
, déterminant de 558, 561. 
diagonale 561 
-égales 562 
élargie 590 
, équation caractéristique. de 571 
<de la forme quadtatique 588 
, intégrale de 591 
inverse 563, 570 
ligne 562 ` 
, opérations sur 564-569. 
gA ogonale 579, 580 
, rang de 589 
régulière (singulière) 590 
symétrique 561 
transposée 561 
unité 561, 568 
, Vecteur propre de 580 
Médiane 521, 523 : 
Mesure dé précision: 535 
Méthode 
des différences finies 419-421, 
437-440 
d'Euler 142 
de Fourier 410 
de Runge-Kutta 153 


de séparation des variables 410 


Métrique 
de l’espace © 401 
quadratique 401 

Mineur 589 

Mode 496, 521 

Moment(s) 
ten de ia variable aléatoire 
d'inertie d'un corps 227 
— d'une figure 211 
— d'un point matériel 210 
— d'un système de points 210 
statique 216 

Moyenne 
arithmétique des valeurs de la 

variable aléatoire 502 ` 

pondérée 549 č 
statistique 548 


Nœud(s) 

de grille 438 

stable (instable) 131 (133) 
Nombre d'onde 389, 395 
Norme de l'élément 400 


Opérateur ; 
hamiltonien. 268 . 
-de plau, 270; 418, 427 
nabla: (V) 2 
Original. D objet) 445 
Oscillations 105, 466 
amorties 110, “469: 
. amplitude de 108 
forcées 107, 110 
, fréquence’ de 108 
harmoniques 108, 469 
libres 107, 469 
, période de 108 
phase initiale de 4108 


Parabole dé sûreté 48 . 
Pendule mathématique 70 
Point 
intérieur du domaine 178 
ordinaire 53 
singulier 53 
Potentiel 
du champ d'attraction 265 
d'un courant électrique 431 
du vecteur 253 . 
des vitesses 58 . 
Probabilité(s) 481-483 
d’appartenance d'une valeur de 
la variable aléatoire à un in- 
tervalle donné 512, 525 
, courbe de densité de 512 
de la fréquence relative 497 
géométrique 487 
, polygone de distribution : de 
. 495 
Problème 
de Dirichlet 427 
de Dirichlet-Neumann 430 
aux limites, A (deuxième) 
415, 427 (4 
de Neumann 8, 430 
des oscillations électriques 408 
du tir oew au premier coup au 
but 4 
Produit 
de composition 465 
des matrices 566 
scalaire. des fonctions 400. 
— des vecteurs 399 
Progression géométrique. 278 
Trppagation de la chaleur 413, 421, 


Rayon 193 
de convergence de la série 311 
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Règle ir 
de Cauchy pour la convergence 
d'une série 289 . 
de d'Alembert pour la conver- 
gence d’une série 285: 
de L'Hospital 475 
des trois sigmas 533 
Résonance 115, 473 
, courbes de 112 
Ressort, rigidité de 106 - : : 
‘Reste. de la série 300 
Rotation d'angle 558 
Rotationnel 262 


Schéma à urnes 484 
Selle dégénérée 133, 140 
Série(s) 277 . 
. absolument convergente 298 
alternée 294 
j conima de la somme de 303, 
convergente 276 
divergente 276 
entière (de puissance) 309, 315 
de fonctions 300 
de Fourier 359 
harmonique 281 
, intégration et dérivation de 
` 806-309, 313-315 
de Maclaurin 318 
majorables 301 
numérique 277 
semi-convergente 298 
de Taylor 316 
à ue de signes quelconques 
trigonométrique 356 
uniformément convergente 302 
Solution(s) 
complexe 109 
générale 20, 62 
linéairement dépendantes (indé- 
pendantes) 77 
particulière 21, 63 
singulière 52 
stables au sens de Liapounov 128 
Somme 
double 179 
intégrale 176, 217 
partielle d’une série 277 
‘d'une série 277 
—, continuité de 303 
Spectre 
continu 395 
discret 389 
Sphère 208, 223 
Spirale logarithmique 64 
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Stabilité des solutions 
d'équations 128-141 ` 
Système(s) 
autonome 4129 - 
d'équations différentielles 115 
— —, écriture matricielle du 593 
exhaustif (complet) 482 
normal d'équations différentielles 


de systèmes 


de polynômes orthogonaux de Le 
Gendre 398 eos 

de base 577 

de l’espace D 401 . ::: 

, module (longueur) 399 

orthogonaux 399 ` 

propre de la matrice 580 

tourbillon 262 


Termes de la série 277 
Théorème(s) 
d’Abel 309 
de Bernoulli 481 
des causes 494 
de convolution 463 
de décomposition 460 
du déplacement 449 
d'existence des intégrales 177, 
217, 242, 256 | 
d'existence et d’unicité de la 
solution de l'équation diffé- 
rentielle 20, 62, 341, 346. 
des forces vives 264 
de Laplace 553 
de Leibniz 294 
de Liapounov 550 
limite central 550 
de Peano 345 
du retard 473 
de Tchébychev 549 
d'unicité 446 
Théorie des probabilités 481 
Trajectoires 
de l'équation différentielle 131 
isogonales 57 
orthogonales 57, 60 
Trausformation(s) 
identique 569 
linéaires des coordonnées 557 
orthogonale 577 
de similitude 584 
de symétrie 559 
Transformée 
de Fourier 395 
inverse de Fourier 395 
de Laplace nope L) 445 
Transformée-cosinus de Fourier 392 
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. Transformée-sinus de Fourier 392. Variable aléatoire 
Translation dans la direction de l'axe continue 9511 

559. discrète 495 
Travail 238, 247 Variance (fluctuation). 


empirique. 549, 552. 
de la variable aléatoire 506, 507, 
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Valeur(s) . ao Vecteur(s) 
observées 545 Vitesse 
principale de l'intégrale 394 cosmique, deuxièmo 72 
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centrée (écart) 505 Wronskien 77 


A NOS LECTEURS 


Les Editions Mir vous scraient très reconnaissantes 
de bien vouloir leur communiquer votre opinion sur la 
traduction et la présentation de ce livre, ainsi que toute 
autre suggestion. 


Ecrire à l'adresse: Editions Mir 
.2, Pervi Rijski péréoulok, 
Moscou, I—110, GSR, U.R.S.S. 


Imprimé en Union Soviétique- 


CALCUL DIFFÉRENTIEL 
ET INTÉGRAL 


en deux volumes 


Cet ouvrage est un manuel de mathématiques des- 
tine aux étudiants des s#tabiissements d'enseignement 
tochnique supérieur. 

En plus des développements habituellement trar- 
tés dans les cours d'analyse mathématique, il contient 
l'exposé des notions indispensables aujourd'hui pour 
l'assimilation des disciplines liées à l'automation el 
aux méthodes de calcul automatique. 

Dans le premier volume. par exemple, on trouve- 
ra: Etablissement d'une dépendance fonctionnelle 
à partir des données expérimentales par {a méthode 
dos moindres carrés” et «Formule d'interpolntion 
de Newton Dérivation numérique»: dans le second 
volume: “Intégration numérique des équations diffé- 
rentietles», “Intégration des systèmes d'équations 
différentielles linéaires», «Notion sur la theorie 
de la stabilité de Lispounov», “Opérateur hamil- 
tonien”, “Intégrale de Fourier», ainsi que 
“Equations de la physique mathématique- (chap. 
XVIII), “Caicul opérationnel et applications» 

(chap. XIX), “Eléments de la théorie des probabi- 
lités et de ls statistique mathématique» (chap. XX), 
«Matrices. Ecriture matricielle des systèmes et ré- 
solution des systèmes d'équations différentielles ti- 
néaires” (chap. XXI). 

De nombreux problèmes et exercices accompa- 
gnent chaque chapitre du cours et facilitent l'assimila- 
tion de la partie théorique. Certains ont été résolus 
et commentés à titre d'exemples. Cola rend l'usage de 
ce manuel particulierement précieux pour les autodi- 
dactes. 

Le présent ouvrage a éte réédite 9 fois en russe 
et traduit également en anglais et en espagnol. 


